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Sistemas de unidades. Algunos factores de conversión comunes 

En la tabla siguiente se presentan los sistemas de unidades de uso más común. El sistema 
mks también se conoce como Sistema Internacional de lvfedidas (abreviado Sistema SI). En 
este sistema se.acostumbra usar las abreviaturas s (en lugar de seg) y N (en lugar de nt). 

Sistema de unidades Longitud Masa Tiempo Fuerza 

Sistema Cgs centímetro (cm) gramo (g) segundo (s) dina 

Sistema Mks metro (m) kilogramo (kg) segundo (s) newton (nt) 

Sistema de ingeniería pie (ft) slug segundo (sec) libra (lb) 

l pulgada (in) ""·2.54000 51 cm 1 pie (ft).;, 30.48006 12 cm 

l yarda (yd) = 3 ft = 91.44018 36 cm l milla terrestre (mi)= 5280 ft = 1.60935 km 

l milla náutica= 6080.2 ft = 1.8532 km 

l acre= 4840 yd2 = 4046. 773 rn2 1 mi2 = 640 acres= 2.58999 87 km2 

1 onza de líquido= 29.5737 cm3 

1 galón de EU = 4 cuartos (liq.) = 8 pintas (liq,) = 128 fl oz = 3 785.432 cm3 

1 galón británico imperial y canadiense= 1. 20094 galones de EU = 4546.1 crn3 

1 slug = 14.59390 kg 

1 libra (lb)= 4.448444 N 1 newton (N) = 105 dinas 

1 unidad térmica británica (Btu) = 1054.8 joules 1 joule 10 7 ergs 

1 caloría (cal)= 4.1840 joules 

1 kilowatt·hora (kWh) = 3413 Btu = 3.6 · 106 joules 

1 caballo de fuerza (hp) = 2545 Btu/h = 178.2 cal/s = 0.74570 kW 

l kilowatt (kW) = 1000 watts = 3413 Btu/h = 23 8.9 cal/s 

ºF = ºC · 1.8 + 32 1 º = 60' = 3600'.' = 0.01745 radianes 

Para mayores detalles, ver, por ejemplo, D. Halliday, R. Resnick y K. Krane, Physics, 4a. cd., Nueva York: Wiley. 
Ver también AN American National Standard, ASTM/IEEE Standard Metric Practice, lnstitute of Electrical and 
Electronics Engineers, lnc., 345 East 47th Street, Nueva York, N.Y. 10017 
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Prefacio 
Propósito del libro. Este libro presenta a los estudiante;s de ingeniería, física, mate
máticas y ciencias de la computación las áreas de las matemáticas que; desde i.lna 
perspectiva moderna, poseen m~yor importB?cia en relación con problemas prácticos. 

El contenido y carácter de las matemáticas rtecesarias en aplicaciones prácticas 
cambian con rapidez. Cada vez son más importantes el álgebra iineaJ -en particular 
las matrices- y los métodos numéricos para computadoras. La estadística y la teoría 
de las gráficas desempeñan papeles más sobresalientes. E! análisis reai (las ecuaciones 
diferenciales ordinarias y parciales) y el análisis complejo siguen siendo indispensables. 
Él írtaterfal del presente texto, dividido en dos volúmenes, está organizado consecuetiie
mente en siete partes independientes (ver tártibién el diagrama de la página siguiente): 

A Ecuaciones diferenciales ordinarias (capítulos 1-6) 

B Álgebra lineal, cálculo vectorial (capítulos 7-9) 

C Análisis de Fourier y eciJaciónes diferenciales parciales (capítulos 10, 11) 

O Análisis complejo (capítulos 12-17) 

E Métodos numéricos (capítulos 18-20) 

F Optimización, gráficas (capítulos 21, 22) 

G Probabilidad y estadística (capítulos 23, 24) 

A lo que sigue: 

Bibliografia (apéndice 1) 

Respuestas a los problemas de número impar (apéndice 2) 

Material complementario (apéndice 3) 

Demostraciónes adicionales (apéndice 4) 

Tablas de funciones (apéndice 5) 

Este libro ha contribuido a aÍlanar el camino para el progreso actual y capacitara a los 
estudiantes para la situación actual y el futuro rnediarite un tratamiento moderno de las 
áreas mertcionadas y de las ideas -algunas de ellas relacionadas con la computación
que dan lugar en la actualidad a cambios fundamentales; muchos métodos son ya 
obsoletos. Se hace hincapié en las ideas nuevas, por ejemplo, la estabilidad, la estiina
ción de errores y problemas estructurales de.algoritmos, por citar sólo algunas. Las 
tendencias se alimentan por la oferta y la demanda: oferta de nuevos y eficaces métodos 
matemáticos y numé1icos aunados a los ertonnes recursos de las computadoras; la 
demanda de resolver problemas de complejidad y alcance crecientes, los cuales se origi
nan de sistemas o procesos de producción cada vez más elaborados, de condiciones 
físicas extremas (por ejemplo, las de viajes espaciales), de materiales con propiedades 
inusuales (plástícos, aleaciones, superconductores, etc . .) o de tareas por completo nue
vas eri el ámbito de las computadoras, la robótica y otros campos nuevos. 

La tendencia general es clara. Los detalles sori más difíciles de predecir, los estu
diantes necesitan un conocimiento sólido de lefa ptinciplos, rt16todos y resuitádos 
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PREFACIO 7 

básicos, así como una percepción clara de cuál es el campo de acción de las matemá
ticas para ingeniería en las tres fases de la solución de problemas: 

ft1odelado: Traducir la información y los datos físicos o de otras áreas a una fonna 
matemática, a un 1node!o matemático (una ecuación diferencial, un sisterna de ecuaciones 
o alguna otra expresión matemática). 

Solución: Obtener la solución seleccionando y aplicando los métodos matemáticos 
apropiados y, en la mayoría de los casos, realizando los cálculos numéricos en una 
computadora. Esta es la tarea principal de este libro · 

Interpretación: Entender el significado e implicaciones de la solución matemática del 
problema original en términos de física -o del campo en donde se origine el problema. 

No tendria sentido sobrecargar a los estudiantes con todo tipo de detalles que sólo 
se usarán de vez en cuando. Más bien, es importante que los estudiantes se familiaricen 
con las formas de pensar matemáticamente, que entiendan la necesidad de aplicar méto
dos matemáticos a problemas de ingeniería, que se den cuenta de que las matemáticas 
son una ciencia sistemática construida a partir de un número relativan1ente reducido de 
conceptos básicos que incluye eficaces principios unificadores y lleguen a una com
prensión firme de la interrelación entre la teoría, los cálculos y la experimentación. 

Los acelerados avances mencionados arriba han redundado en la incorporación 
de diversos cambios y nuevas características en la presente edición de este libro .. 

En particular, se han redactado de nuevo varias secciones de una manera más 
detallada y pausada, para hacer más sencillo el libro. 

Lo anterior también ha llevado a un mejor equilibrio entre aplicaciones, ideas 
algorítmicas, ejemplos resueltos y teoría. 

Los principales cambios en esta edición 

NUEVOS EJERCICIOS DE LAS SECCIONES. Ahora guardan una relación 
más estrecha con los ejemplos resueltos en el texto o REORGANIZACIÓN DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES. Las ecuacio
nes de orden II se ampliaron en un capítulo aparte. Los sistemas se 
ampliaron y actualizaron de manera sustancial. o REORGANIZACIÓNCOMPLETADELÁLGEBRALINEAL: 

Vectores y matrices ( capítulo 7) 

Álgebra vectorial y cálculo diferencial en R' ( capítulo 8) 

Cálculo integral vectorial en R3 (capítulo 9) 

Cambios adicionales y nuevas características de los capítulos 
Ecuaciones diferenciales ordinarias (capítulos 1-6) 

De primer orden (capítulo 1 ). Presentación de los factores de integración en una 
manera más sistemática (sección L6); inclusión de las ecuaciones de Riccati y 
Clairaut (sección 1.7); inclusión de problemas diversos (sección 1. 7, etc.). 

1 ,_,_.: 



8 

1 

~) 

PREFACIO 

De segundo orden (capítulo 2). Maybr fluidez del material al reordenarlo-toda la 
teoría se encuentra ahorá en secciones consecutivas (secciones 2.7, 2.8), seguida 
por los dos métodos principales para encontrar soluciones particulares (seccio
nes 2,9, 2.10) y por las aplicaciones básicas de oscilaciones forzadas (secciones 
2.11,2 12), , 

De orden 11 (capítulo 3), Separación del material de las ecuaciones de segundo 
orden y colocación en un capítulo aparte, con una ampliación del material; la 
presentación sigue en la medida de lo posible el esquema del capítulo 2, 

Sistemas (capitulo 4), Redacción por completo nueva y ampliación del tema, con 
el uso sistemático de matrices 2 x 2 (las cuales se repasan en la sección 4.0). 

Método de Frobenius (capítulo 5). Ejemplos más sencillos; ampliación de la dis
cusión de las funciones de Bessel (sección 5 .. 6). Ampliación de la discusión del 
desarrollo de eigenfunciones (sección 5 .. 9) 

Transformada de Laplace (capítulo 6), Inciusión de la función de transferencia 
(sección 6,2); inclusión de la ecuación de Laguerre (sección 6,5,); ampliación de la 
discusión de las entradas discontinuas y las técnicas de convolu\:!iÓn (sección 
6.6); mejor tratamiento de las frac~iones parciales (sección 6.7). 

Álgebra lineal, cálculo vectorial (capítulos 7-9) 

Vectores y matrices en R", se encuentran ahora antes (cap,Ítulo 7), seguidos de 
, r 

Algebra vectorial, geometría y cálculo diferencial en R' (capítulo 8), Seguidos de 

Cálculo integral vectorial (capitulo 9; la independencia de la trayectoria aparece 
ahora al principio en la sección 9 .. 2), 

Esta nueva disposición del material ofrece una mejor fluidez. 

Análisis de Fourier y ecuaciones diferenciales parciales 
(capítulos 10,11) 

Serie5 e íntegra/es de Fourier (capítulo l O). Nueva sección sobre series comple
jas de Fourier (sección 10.6); nueva discusión del espectro de la amplitud de la 
integral de Fourier y su significado físico (secciones 10.9, 10.11 ). 

Ec11acio11es diferenciales parciales (capítulo 11 ), Se amplía el tema 2 de la solu
ción de d'Alembert (sección l 14); más problemas con valores en la frontera (sec
ción 11 .5, etc,); material tomado de los ejercicios y desarrollado en el texto, a fin de 
ofrecer más ayuda al estudiante, 

Análisis complejo (capítulos 12-17) 

Números complejos (sección 12, 1 ), se introducen ahora con aspectos algebraicos 
y geométricos cuidadosamente aclarados. 

Series (capítulo 14). Secciones de repaso combinados en una sola (sección 14, 1 ); 
se hace opcional la convergencia unifonne de series generales (sección 14 6) 

PRÉFACIO 
9 

Mapeos (capítulos 16, 17). Análisis simplificado de algunos de los problemas más 
complicados. 

Métodos numéricos (capítulos 18-20) 

Aspectos y algoritmos relacionados con las computadoras, se hace aún más 
hincapié en ellos, 

Actualización y análisis simplificado en los tres capítulos; más detalles sobre la 
estabilidad (sección 18, 1, etc); un mejor análisis de los erTOres de interpolación 
(se~ción _J 8,3); más sobre inte1?olación segmentaría (splines) (sección 18.4) y 
meJoram1ento de la convergencia por desplazamiento (sección 19.8), 

Apéndices 

Apéndice 1 (bibliografia), actualizado, 

Apéndice 4, reúne las demostraciones opcionales que se encontraban dispersas 

Sugerencias para cursos: cuatro semestres consecutivos 

El material puede tomarse en cualquier orden y es adecuado para cuatro cursos conse
cutivos de un semestte, con 3 a .S horas por semana: 

Primer semestre. 

Segundo semestre. 

Tercer semestre. 

Cuarto semestre. 

Ecuaciones diferenciales ordinarias (capítulos 1-6) 

Álgebra lineal y análisis vectorial (capítulos 7-9) 

Análisis complejo (capítulos 12-17) 

Métodos numéricos (capítulos 18-20) 

E~ cuanto. a los capítulos restantes, ver abajo. Obviamente se puede intercambiar el 
maten al; por ~¡emplo, los métodos numéricos podrían preceder al análisis compl~jo, etc. 

Sugerencias para cursos: cursos independientes de un semestre 

Esta obra también se presta para varios cursos independientes de un semestre co~ 3 
horas a la semana; por ejemplo, 

Introducción a las ecuaciones diferenciales ordinarias (capítulosl-3) 

Transformada de Laplace (capítulo 6) 

Álgebra y cálculo vectoriales (capítulos 8, 9) 

Matrices y sistemas de ecuaciones lineales (capítulo 7) 

Series de Fouriery ecuaciones diferenciales parciales (capítulos JO 11 secciones 
204 - 20. 7) ' ' 

Introducción al análisis complejo (capítulos 12-15) 

Análisis numérico (capítulos l 8, 20) 

Álgebra lineal numérica (capítulo 19) 

Optin1ización (capítulos 21, 22) 

,r.í: 
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Gráficas y optimización combinatoria (capítulo 22) 

Probabilidad y estadística (capítulos 23, 24) 

Características generaies de estáedición 

PREFACIO 

La selección, ordenación y presentación del material se han hecho·con el mayor cuida
do, con base en mi experiencia pasada y actual como docente, investigador y asesoL 
Algunas de las características sobresalientes de la obra son: 

El libro es independiente, excepto por algunos puntos marcados con toda claridad 
porque una demostración rebasaría el nivel de un libro como éste y en su lugar se 
ofrece una referencia bibliográfica. 

Ocultar las dificultades o hacer una simplificación excesiva no seria de ayuda para 
los estudiantes. · .. :· ';' 

La presentación es detallada, con el fin de evitar incom()dar al lector con referen
cias frecuentes para que consulte los detalles en otros libros. 

Los ejemplos son sencillos, a fin de conseguir que el libro se presente para la 
enseñanza -¿por qué escoger ejemplos complicados cuando los sencillos son tan 
ilustrativos, o incluso mejores? 

La notación es moderna y convencional, para ayudar a que los estudiantes lean 
artículos en revistas o en otros libros modernos y entiendan ótto's c'ursos con orienta
ción matemática. 

Los capítulos son en gran ri1edida independientes, lo que permite gran flexibilidad 
en la enseñanza de cursos especiales (ver arriba). 
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ANÁLISIS DE FOURIER Y 
ECUACIONES DIFERENCIALES 
PARCIALES 

Capítulo 1 O Series, integrales y transformadas de Fourier 

Capítulo 11 Ecuaciones diferenciales parciales 

Son muy comunes los fenómenos periódicos en la física y en sus aplicaciones en la 
ingeniería y es u!Limportan¡_~problerna práct.ico representar las funciones periódicas 
C~QQ.Ddi~Jll¡:;;~rr_térrninos de funcion!:_s_ periódic;;a§.!?.Í.D:IP.)~s :1ales corno el seno y el 
coseno. Esto lleva a Jas-seriesdé Fourier, cuyos términos son funciones de senos y 
decosenos. Su introducción por Fourier (después de los trabajos realizados por Euler 
y Daniel Bemoulli) fue uno de los acontecimientos más importantes en el desarrollo 
de las matemáticas aplicadas. El capítulo I O se ocupa principalmente de las series de 
Fourier. Las ideas y técnicas correspondientes pueden generalizarse a fenómenos ne 
periódicos. Esto lleva a las integrales de Fouriery a las transformadas de FÓuríer 
(secciones 10.9-10.11) y un nombre genérico para esta área en su conjunto es análisis 
de Fourier. 
El capítulo 11 se ocupa de las ecuaciones diferenciales parciales más importantes de 
la fisica y la ingeniería. En esta área el análisis de Fourier tiene sus aplicaciones más 
importantes, corno herramienta básica para la solución de problemas con valores en la 
frontera y con valor inicial en mecánica, flujo de calor, electrostática y otros campos. 
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Capítulo 

Series, integrales y 
: . 

tran_sform·adas de Fourier 

Las series de Fourier' (sección 10.2) son series de tém1inos coseno y seno y 
surgen en la importante tarea práctica de representar funciones periódicas gene
rales. Constituyen una herramienta muy importante en la solución de problemas 
en los que intervi_enen ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales 

En el present~ capituló se dis.cuten los conceptos
1 

hechos y técni_cas básicas 
en relación con las series de Fourier. Se incluyen ejemplos ilustrativos y algu
nas aplicaciones importantes en ingeniería. En el capítulo siguiente sobre 
ecuaciones diferenciales parciales y problemas con valor inicial y con valores 
en la frontera se presentan aplicaciones adicionales. 

La leoría de las series de Fourier es bastante complicada, pero•la aplica
ción de estas series es simple. Las series de F ourier son, en cierto sentido, más 
universales que las series de Taylor, ya que muchas funciones periódicas 
discontinuas de interés práctico pueden desarrollarse en series de Fourier, pero, 
desde luego, no tienen representaciones en series de Taylor. 

En las tres secciones finales de este capítulo se tratan las integrales de 
Fourier y las transformadas de Fourier, que generalizan las ideas y las técni
cas de las series de Fourier a funciones no periódicas definidas para toda x. En 
el capítulo siguiente (sección 11.14) se considerarán las aplicaciones corres
pondientes a ecuaciones diferenciales parciales. 

Prerrequisilos para es/e capítulo Cálculo integral elemental 
Secciones que pueden omitirse en un rnrso más corto· 10.6-10.11 
Bibliografía .. · Apéndice 1, parte C. 
Respuestas a los problemas. Apéndice 2. 

' JEAN-BAPTISTE JOSEPH FOURIER ( 1768-1830). tisico y matemático francés, vivió y enseñó en 
París, acompaíló a Napoleón a Egipto y más tarde füe prefecto de Grenoble. Utilizó series de Fouricr en 
su obra principal Thf!orie ana/ytique de la chaleur (Teoría analítica del calor, París, l 822) en la que 
desarrolló la teoria de la conducción del calor (ecuación del calor, ver la sección 11 5). Fstas nuevas 
series l\egar.on a ser una herramienta de suma importancia en la fisica matemática y tuvieron asimismo 
una influencia considerable en el desarrollo subsecuente de las propias matemáticas; ver la referencia 
[9] en el apéndice 1. 
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24 SERIES, INTEGRALES Y TRANSFORMADAS DE FOURIER 

10. 1 FUNCIONES PERIÓDICAS. SERIES TRIGONOMÉTRICAS 
,:, . . 

Se dice que una función.f{x) es periódica si está definida para toda x real y si .existe 
algún número positivo p tal que · 

(1) f(x + p) = f (x) 

;.: 
A este número p se le llama periodo defix).. La gráfica de esta función se obtiene por 
repetición periódica de su gráfica en cualquier intervalo de longitud p (figura 229). 
Los fenómenos y las funciones periódicas se presentan en muchas aplicaciones. 

Funciones periódicas conocidas son las funciones senó y cosel)Q y' se hace notar 
que la función/= e = const es también una función periódica en el sentido de la 
definición, ya que satisface ( 1) para toda p positiva. EjeITiplos de funciones que no 
son periódicas son X, x2

, x3, e' y In x, por mencionar s'ólo algunas.2 
: : 

Por (1) se tienefix + 2p) = JI(x + p) + p] =f(x + p) = .f(x), etc., y para cualquier 
entero n, 

(2) f(x + np) = f(x) para toda x. 

Por tanto, 2p, 3p, 4p, · · · también son periodos defix). Además, si.f(x) y g(x) tienen 
periodo p, entonces la función 

h(x) af(x) + bg(x) (a, b constantes) 

también tiene periodo p. 
El problema por resolver en las primeras secciones de este capítulo será la re

presentación de varias funciones de periodo p = 2n: en ténninos de las funciones 
simples 

(3) ], CDS X, sen x, CDS 2x, sen 2x, · · · , CDS IJX, sen nx, · · · , 

, f/x) 

X 

Figura 229. Función periódica. 

2 Si una función periódica.flx) tiene un periodo p (> O) que es el más peq.uei\o de todos, éste con frecuen
cia se denomina el periodo primitivo de.flx). Por ejemplo, el periodo primitivo de sen x es 2n: y el 
periodo primitivo de sen 2x es n: Una función periódica sin periodo primitivo esf= consr. 

!. ~ 
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1 
N~~\, ,, ~~ .•. •I" l 

CDS X CDS 2x CDS 3x 

o~ l 1 1 

~ 

2,r ºí\ 71\ 1 1 

V~ 
2,r ºC\ CY (\ 2

~ uvv 
senx sen2x sen3x 

Figura 230. Funciones coseno y seno que tienen el periodo 2ir. 

que tienen periodo 2n: (figura 230). Las series que surgirán serán de la forma 

(4) a0 + a1 CDS x + b1 sen x + a 2 cos 2x + b2 sen 2x + · · · , 

donde a0, a,, a
2

, • • • , b
1
, b

2
, • • • son constantes reales. Estas series se llaman series 

trigonométricas y a las a" y b" se les llama los coeficientes de la serie. Usando el 
signo de sumatoria,3 esta serie puede escribirse 

(4) a0 + ::S (an cos nx + bn sen nx). 
n=l 

Al conjunto de funciones (3) a partir del cual se ha construido la serie (4) suele lla
marse el sistema trigonométrico" 

Se observa que cada término de la serie ( 4) tiene periodo 2n:. Por tanto, si la serie 
( 4) converge, su suma será una función de periodo 2n:. 

Las f1J11ciones periódicas que se presentan en problemas prácticos con frecuencia 
son bastante complicadas y es deseable representarlas en términos de funciones periódi
cas simples .. Se verá que casi cualquier función periódicafi:x) de periodo 2nque aparez
ca en las aplicaciones-por ejemplo, con relación a vibraciones-puede representarse 
por una serie trigonométrica (la cual se denominará series de F ourier dej). 

Problemas de la sección 10.1 

Encontrar el periodo positivo p más pequeño de las siguientes funciones. 

L COS X, sen x, cos lx, sen lx, COS 1TX, sen rrx, cos lrrx, sen 2rrx 

2. 
2rrx 2rrx 2rrnx 27TllX cos nx, sen nx1 COST, senk, cos sen--

k 
3. Sif{x) y g(x) tienen periodo p, demostrar que h aj+ bg (a, b, constantes) tiene periodo 

p. En consecuencia, todas las funciones de periodo p forman un espacio vectorial 

;\ Y entre paréntesis; de una serie convergente esto da también como resultado una serie convergente con 
la misma suma, como puede demostrarse 

(, 
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4. Si pes un periodo dej(x), demostrar que np, n = 2, 3, · ·',es un periodo dej(x). 

5. Demostrar que la función l{x) = comt es una función periódica de periodo p para toda p 
positiva. 

6. Si j(x) es un~ función periódica de x de periodo p, demostrar quej(ax), a ;,e O, es una 
fur:.clón pcr:6dic:i de :x de periodo pla, y quejVr/b), b ~O.es una fi.rnción pedéd!Ca de x de 
periodo bp Comprobar estos resultados paraj(x) = cos x, a= b = 2. 

Trazar las siguientes funciones/(x), las cuales se suponen periódicas de periodo 2n y, para 
-n < x < n, están dadas por las fórmulas 

7. f(x) X 

9. f(x) el•I 

8. f(x) = x 2 

10, J(x) = lxl 

11. f(x) G2 si - rr <x < O si - rr < x < O 
12. f(x) = { 

1 

. 1 - xlrr si O<x<rr O<x<rr si 

{
rr + X 

,r - X 

si - rr < x < O Si - 7T <X< Ü 
14 . .f(x) 13. f(x) 

si O<x<rr si O<x<rr 

=LX { 
O si - rr < x < O 

16. f(x) = 
. sen x si O < x < rr 

si - 7T <X< Ü 

x si O< x < rr 
Evaluar las siguientes integrales donde n = O, 1, 2, · · 
se necesitarán más adelante) 

(Son ejemplos ti picos de integrales que 

17. J"sen nx dx 
o 

20. J"x sen nx dx 
-rr 

13. J"e·cos11xdx 
o 

o 
18. J cos nx dx 

-11/2 

o 
21. J e" sen nx dx 

" 
24. J x 2 cos nx dx 

-rr 

rr/2 

19. J x cos nx dx: 
-TT/2 

rr/2 

22. J x sennx dx 
-rr/2 

" 
25. J x sen nx dx 

o 

10.2 SERIES DE FOURIER 

Las series de Fourier surgen de la tarea práctica de representar una función periódica 
fCx) dada en términos de funciones coseno y seno. Estas series son trigonométricas 
(sección I O. 1) cuyos coeficientes se determinan a partir de j(x) mediante ciertas fór
mulas [las "fórmulas de Euler" (6) siguientes). las cuales se establecerán primero. 
Después se considerará la teoría de las series de Fourier. 

Fórmulas de Euler para los coeficientes de Fourier 

Se supone queJCx) es una función periódica de periodo 2n que puede representarse 
por una serie trigonométrica, 

(l) f(x) a0 + L (an cos nx + bn sen nx); 
n=l 

' . :.....¡_.1 () 
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es decir, se supone que esta serie converge y que tiene af{x) como su suma, Dada una 
funciónfCx) como ésta, quieren determinarse los coeficientes a y b de la serie (1) 
correspondiente. " " . 

Se determina a
0

. Al integrar ambos miembros de ( l) de-na n, se obtiene 

Si es posible realizar la integración término a término de la serie', se obtiene 

j'' f(x) dx 
-rr 

El primer término del segundo miembro es igual a 2n:a
0

. Las demás integrales del 
segundo miembro son cero, como puede verse de inmediato por integración. Por tan-
to, el primer resultado obtenido es ' 

(2) 
1 7T 

a 0 = 
2

7T J f(x) dx .. 
-rr 

Se determinan ahora a1, a2, ···por un procedimiento similar. Se multiplica (1) por cos 
rnx, donde m es cualquier entero positivo fijo, y se integra de - na n: 

Al integrar término a término, se observa que el segundo miembro queda 

La primera integral es cero. Al aplicar ( 11) del apéndice 3 se obtiene 

J" cos nx cos mx dx 1 J" 2 cos (11 + r.n)x dx 
1 1T 

+ 2 J cos (11 - m)x dx, 
-rr -rr -rr 

J" sen 11x cos mx dx 
l rr l " 

2 J sen (11 + m)x dx + 2 J sen (11 - m)x dx. 
-rr -,r -rr 

~ Esto se justifica, por ejemplo, en el caso de la convergencia uniforme (ver el teorema 3 de la sección 
14 6i 
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La integración demuestra que los cuatro términos del segundo miembro son cero, con 
excepción del último término del primer renglón, que es igual a n cuando n = m. 
Puesto que en (3) este término está multiplicado por a.,, el segundo miembro de (3) es 
igual a a.,n. El segundo resultado obtenido es 

] rr 

ªm = ; J f(x) cos mx dx, (4) l, 2, · · ·. m 
-rr 

Por último, se determinan b" b
2

, • • • en (1 ). Si se multiplica ( 1) por sen rnx, donde m 
es cualquier entero positivo fijo, y después se integra de-na n, se tiene 

rr rr [ "' J (5) f_}(x) senmxdx = f_,, a0 + ~~1 (ancosnx + bn sennx) senmxdx. 

Al integrar término a tém1ino, se observa que el segundo miembro queda 

La primera integral es cero. La integral siguiente es del tipo considerado antes, y es 
cero para toda n= J, 2, · · ·. Para la última integral se obtiene 

rr J rr J ,r J sen 11x sen mx dx = 2 J cos (11 - m)x dx - 2 J cos (u + m)x dx. 
-7T -rr -rr 

El último término es cero. El primer término del segundo miembro es cero cuando na"- m 
y es n cuando 11 = m. Puesto que en (5) este término está multiplicado por b.,, el 
segundo miembro de (5) es igual a b.,n y el último resultado obtenido es 

J rr 

bm = ; J f(x) sen mx dx, m 1, 2, · · ·. 
-rr 

Al escribir nen lugar de m, se obtienen las llamadas fórmulas de Euler' 

1 Tf 

(a) ªo 27T J f(x) dx 
-rr 

] rr 

(6) (b) ªn ; J f(x) cos nx dx 11 = 1, 2, · · 
-rr 

(e) bn ; J'' f(x) sen nx dx n = 1, 2, .. 
-,r 

' Ver la nota de pie de página 9 de la sección 2 .. 6 
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Los números dados por (6) se denominan los coeficientes de Fourier· dej(x). La serie 
trigonométrica 

(7) a0 + ~ (an cos nx + bn sen nx) 
n=l 

con coeficientes dados por (6) se denomina la serie de Fourier dej(x) (sin atende1 la 
convergencia -ésta se discute en la página 95). 

EJEMPLO 1 Onda cuadrada 

Encontrar los coeficientes de Fourier de la función periódicafix) de la figura 231 u. p 632. La fórmula es 

{
-k 

f(x) = 
k 

si -rr<x<O 

Ü <X< 7T 
f(x + 2rr) = f(x). 

si 

Funciones di! este tipo se presentan como fuerzas externas que actuan sobre sistemas mecanicos, fuerzas 
electromotrices en circuitos eléctricos, etc. (El valor dej(x) en un solo punto no afecta la integral, por lo 
que puede dejarse indefinidaj(x) en x = O y x = ±ir 

SoluciótL Por (6a) se obtiene a
0 

=O.Esto también puede verse sin integrar, ya que el área bajo la curva de 
j{x) entre-ir y ires cero Por (6b), 

ªn =; I:f(x) cos 11x dx =;; [[:(-k) cos nx dx + ~\ cos 11x dx J 

=; [ -k se:nx l~v + k se:nx I] = O. 

porque s~~ en -ir, O y ir para 10da n = 1, 2, , De manera similar, por (6c) se obtiene 

bn = ; 1-:f(x) sen nx dx = -;; [1-:(-k) sen n.x dx + ¡\ sen nx dx J 

= -;; [ k co: 11x ( v _ k co:
1 
nx I J 

Puesto que cos (-a)= cos cos O ~~L de esta expresión se obtiene 

k li 
bn = - [cos O - CDS (-n,r) - CDS nrr + CDS O] = - (1 - CDS nrr) 

nrr n~ 

Ahora bien. cos 1f = -1, cos 2,r = 1, cos 3,r = -1. etc ~ en general, 

{
-1 

cos n,r = 
1 

paran impar 
y por tanto 1 - CDS ll7T = {: 

paran par 

Por tanto, los coeficientes de Fourier b,. de la función en cuestión son 

4k 4k 

3rr' º· 1T 

paran impar. 

paran par 

4k 

5rr ' 
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~ 
krx) 1 e ,. 

-rr o /[ 2rr X 

~-/¡ 
L__J 

l 

{a) La función f(x) dada (Onda cuadrada periódica) 

-;( 7í 

-rr \-"/ /[ 

-~ sen3x 
3n 

(b) Las tres primeras sumas parciales de la serle de Fourier 
correspondiente 

Figura 231. Ejemplo 1. 

y como las a" son cero, la serie de Fourier de}(<) es 

(8) 
4k ( 1 1 
-; sen x + 3 sen )x + 5 sen 5x + · 

Las sumas parciales son 

4k 
Sl = -; senx. S 2 ~ ( sen x + 1 sen 3x) , etc , 

X 

X 

X 

y sus gráficas en la figura 231 parecen indicar que la serie es convergente y que tiene la suma){x), la 
función dada .. Se observa que en .~ = O y x = rr, los puntos de discontinuidad de j(x), todas las sumas 
parciales tienen el valor cero, la media aritmética de los valores -k y k de la función en cuestión 

', 
.,;,;) ti.,.J 

~ 

J. 
i:.11 
!(, 

f 
:·.h 
J; 
Jf 
-;, 

1 
,L.i 
1,"1 
!; 

::; 
} 

;~r 
:~ 

.¡ 
,j 
:,.r 
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,' 

Además, suponiendo quej(x) es la suma de la serie y haciendo x = rr/2, se tiene 

1 G) = k = ~ ( 1 - 1 + f - + .. J 
por tanto 

1 1 1 rr 
--+---+-" 

3 5 7 4 

Este es un famoso resultado de Leibniz (obtenido en 1673 a partir de consideraciones geométricas) 
Ilustra que los valores de varias series con términos constantes pueden obtenerse evaluando la serie de 

Fourier en puntos especificas 1 

Ortogonalidad del sistema trigonométrico 

El sistema trigonométrico (3), sección 1 O. 1, 

1, COS X, sen x, cos 2x, sen 2x, cos nx, sen 11x, 

es ortogonal en el intervalo -n ;;,x;; n (y, en consecuencia, en cualquier intervalo de 
longitud 2n, debido a la periodicidad). Por definición, esto significa que la integral 
del producto de cualesquiera dos de estas funciones diferentes sobre dicho intervalo 
es cero; en fórmulas, para enteros cualesquiera m y n a" m se tiene 

J" cos mx cos 11x dx o (m ;,é n) 
-rr 

y 

1T J sen mx sen nx dx o (m 7"' 11) 

-rr 

y para los enteros m y 11 cualesquiera (incluyendo m n) se tiene 

J" cos mx sen nx dx = O. 
-,r 

Esta es la propiedad más importante del sistema trigonométrico, la clave en la deduc
ción de las fónnula de Euler (donde se demostró esta ortogonalidad). 

Convergencia y suma de series de Fourier 

En todo este capítulo las series de Fourier se consideran desde un punto de vista 
práctico. Se verá que la aplicación de estas series es muy sencil)a. En contraste con 
esto, la teoría de dichas series es complicada y no se entrará en los detalles de la 
misma. Por consiguiente, sólo se aborda un teorema sobre la convergencia y la suma 
de series de Fourier, que se presenta a continuación. 

Suponer quefix) es cualquier función periódica dada de periodo 2n para la que 
existen las integrales de (6); por ejemplo, fix) es continua o tan sólo continua p01' 
secciones (continua salvo por un número finito de saltos en el intervalo de integra-
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ción). Entonces pueden calcularse los coeficientes de Fourier (6) de j(x) y usarlos 
para formar la serie de Fourier (7) de j(x). Sería muy conveniente que la serie así 
obtenida convergiera y tuviera la sumaj(x). La mayoría de las funciones que se pre
sentan en las aplicaciones son tales que esto se cumple (salvo en los saltos de/(x), los 
cuales se discuten a continuación). En este caso, cuando la serie de Fourier de j(x) 
representa aj(x), se escribe 

f(x) a 0 + ¿ (an cos nx + bn sen nx) 
n=l 

con un signo de igualdad. Si la serie de Fourier de/(x) no tiene la sumaj(x) o no 
converge, se sigue escribiendo 

f (x) - a0 + ¿ (a
11 

cos nx + bn sen nx) 
n=l 

con una tilde-, la cual indica que la serie trigonométrica del segundo miembro tiene 
los coeficientes de Fourier de/{x) como coeficientes, por Jo que se trata de la serie de 
Fourier de./(x), 

La clase de las funciones que pueden representarse por series de Fourier es 
sorprendentemente grande y general. Las condiciones suficientes correspondientes 
que abarcan casi cualquier aplicación concebible son las siguientes. 

Teorema 1 (Representación por una serie de Fourier) 

Si unafimción periódica.f{x) con periodo 2n: es continua por secciones• en el intervalo 
-n: ;;ax ;;a n: y tiene derivada por la izquierda y por la derecha' en todo punto de dicho 
intervalo, entonces ia serie de Fourier (7) dej(x) [con coeficientes (6)] es convergente. 
Su suma esj{x), salvo en un punto x

0 
en el quefix) es discontinua y la suma de la serie 

es el promedio de los límites por la izquierda y la derecha' dej{x) en x 0• 

{(x) 

Ü X 

Figura 232. Límites por 
la izquierda y por la 

derecha 
f(1 - O) = 1, 

f(1 + O) = ; 
de ia función 

{ 
x2 si x < 1 

f(x) = 
.x/2 six > 1 

' Definición en la sección 6 l 
' El limile por la izquierda dej(x) en x, se define como el limite dej(x) 

cuando x tiende a x
0 

por la izquierda y se denota con frecuencia por f{x0 

- O) Por tanto 

Jc., 0 - OJ = Jím ft., 0 - J,¡ 
h-U 

cuando h -, O por valores positivos. 
El límite por la derecha se denota por.f(x, + 0) y 

Jtx0 + 0) = lim /(x0 + h) 
h-0 

cuando h -- O por valores positivos, 

Las derivadas por la izquierda y por la derecha dej(x) en x., se defi
nen como los límites de 

/(x0 - h) - Jtx0 - O) 

-/¡ 
y 

Jtx0 + h) - f(x 0 + O) 

/¡ 

respectivamente, cuando h -t O a tr~vé:s de valores positivos Desde 
luego, sij(x) es continua en x

0
, el ultimo término de ambos numerado

res es simplemente.ftx,,). 
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Demostración de la convergencia en el teorema J para u11afu11ció11 continuaf(x) 
que tiene primera y segunda derivadas continuas. Al integrar (6b) por partes se 
obtiene 

1 " ; J f(x) cos nx dx f(x) sen nx I" 1 J" - -- f' (x) sen nx dx. 
/171' -rr /1Tr -rr· -,r 

El primer término del segundo miembro es cero. Al integrar otra vez por partes se 
obtiene 

f'(x) cos nx 1" 1 1·" ,, ªn = 2 - - 2 - .f (x) cos nx dx. 
11 71' 11 71' 

-1r -rr 

El primer término del segundo miembro es cero debido a la periodicidad y la conti
nuidad def(x), Puesto quef' es continua en el intervalo de integración, se tiene 

lf"(x)I < M 

para una constante M adecuada. Además, leos nxl ;;a 1. Se sigue que 

1 II" 1 1 ,r ?M la J = - .f"<x) cos nx dx < - J M dx = ::_ n 11 2Tr 11 2Tr 11 2 
-1r -1r 

De manera similar, lb) < 2 Mln2 para toda n. Por tanto, el valor absoluto de cada 
término de la serie de Fourier defix) es a lo sumo igual al término correspondiente de 
la serie 

( 
1 1 1 1 ) 

lu0 1 + 2M 1 + 1 + - + - + - + - + · · · 22 22 32 32 

que es convergente. Por tanto, esa serie de Fourier converge y se termina así la demos
tración. (Los lectores familiarizados con la convergencia uniforme observarán que 
por el criterio de Weierstrass de la sección 14.6, bajo los supuestos presentes, la serie 
de Fourier converge uniformemente y, en consecuencia, la deducción de (6) integran
do término a término se justifica por el teorema 3 de la sección 14.6.) 

La demostración de la convergencia en el caso de una funciónj(x) continua por 
secciones y la demostración de que bajo los supuestos del teorema la serie de Fourier 
(7) con coeficientes (6) representa aj{x) son mucho más complicadas; ver, por ejem
plo, la referencia [Cl4). 11 

EJEMPLO 2 Convergencia en un salto según se indica en el teorema 1 

La onda cuadrada del ejemplo I tiene un sallo en x = O Su limite por la izquierda ahi es -k y su limite por 
la derecha es k (figura 231 ), por lo que el promedio de estos limites es O La serie de Fouricr (8) de 1~ onda 
cuadrada converge en realidad a este valor cuando x = O ya que entonces todos sus términos son cero Se 

procede de manera similar para los otros salios. Esto concuerda con el teorema I 111 

C.1 
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Resumen. Una serie de Fourier de una función./(x) dada de periodo 2n: es una serie 
de la forma (7) con coeficientes dados por las fórmulas de Euler (6). El teorema 1 
da las condiciones que son suficientes para que esta serie converja y para que en 
toda x tenga el valor j{x), salvo en las-discontinuidades de j{x), donde la serie es 
iguai a la rncdia aritmética de !os límites por la izquierda y por la derecha de.f(x) en 
ese punto. 

Problemas de la sección 10.2 

Encontrar la serie de F ourier de la función j(x), la cual se supone tiene periodo 2rr. y trazar 
gráficas precisas de las tres primeras sumas parciales,' dondej(x) es igual a 

L 

3. 

5. f(x) 

7. f(x) 

9. f(x) 

11. f(x) 

1.1. f(x) 

f" ,. 
- rr/2 o rr/2 

·r =1 
o 1T X 

rr/2 < x < rr/2 
{ 

1 si 

-1 si rr/2 < x < 3rr/2 

X ( - 1T < X < rr) 

= x2 ( - rr < x < rr) 

= x 3 ( - rr < x < rr) 

{
x si - rr/2 < x < rr/2 

.O si rr/2 < x < 3rr/2 

2. 

fJ L-

rr/2 

-,r o ,r/2 ,r 

4. ((x) 

L_ 
-1T 1T 

-1 

6. f(x) = {- ~ si O< x < rr/2 

si 'rr/2 < x < 2rr 

8. f(x) = x (O< x < 2rr) 

10. f(x) x 2 (O< x < 2rr) 

12. f(x) = x + lxl (-rr <, < rr) 

14. f(x) 
si - 1T < X < Ü 

si Ü <X< 1T 

• X 

X 

15. f(x) = L ~ x 
si - rr/2 < x < rr/2 

si 
16. f(x) = 

rr/2 < x < 3rr/2 

si - rr/2 < x < rr/2 

si rr/2 < x < 3rr/2 

17. Comprobar el último enunciado del teorema l acerca de las discontinuidades para la 
función del problema 1. 

18. Obtener la serie de Fourier en el problema 3 a partir de la del problema 1 

19. Demostrar que sifix) tiene los coeficientes de Fourier a,, b, y g(x) tiene los coeficientes 
de Fourier a,•, b" *, entonces kfix) + lg(x) tiene los coeficientes de Fourier ka"+ la,,•. kb,, 
+ lb! 

20. Usando el problema\ 9, encontrar la serie de Fourier del problema 2 a partir de las de los 
problemas 3 y 4. 

N 

' Es decir, a,+ L (,1, cos ,u:+ b, sen nx) para N = l, 2, 3 
11=1 

.. , 
ti 

::: 

) , _ _.. 
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10.3 FUNCIONES DE CUALQUIER PERIODO P= 2L 

Las funciones consideradas hasta este punto tenían periodo 2n:, en tanto que la mayo
ría de las funciones periódicas en las aplicaciones tendrán otros periodos. Pero se 
demuestra que ia transición de funciones de periodo p = 2rc a funciones de periodo1t 
p = 2L, es bastante simple, en esencia un alargamiento de escala sobre el eje, 

Si una funciónj(:r) de periodo p = 2L tiene una serie de Fourier, se afirma que 
esta serie es 

(1) 

con los coeficientes de Fourier defix) dados por las fórmulas de Euler 

(a) ªo 

] L 

2 J f(x) dx 
L -L 

(2) (b) ªn 
1 JL nrrx 

- f(x) cos - dx 
L -L L 

11 1, 2, · · 

(e) bn 
J JL 111fX 
L _/<x) sen L dx 11 = 1, 2, .. 

Demostración. La idea es deducir estas expresiones a partir de la sección l 0.2 me
diante un cambio de escala. Se hace v = m:IL, de donde x = Lvln. Entonces x = ±L 
corresponde a v = ±n. Por tanto f, considerada como una función de v a la que se 
llama g(v), 

f(x) g(v), 

tiene periodo 2n. Por consiguiente, por (7) y (6), sección 10.2, con ven lugar de x, 
esta función periódica g(v) con periodo 2n: tiene la serie de Fourier 

(3) g(v) a0 + ¿ (an cos nv + bn sen nv) 
n=l 

'' Esta notación es práctica ya que en las aplicaciones L será la longitud de una cuerda en vibración 
(sección 11 2), de una varilla en la conducción de calor (sección 11 5), etc 
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con coeficientes 

1 1T 

27T J g(v) dv 
-,r 

(4) 
1 1T ; J g(v) cos nv dv 

-,r 

1 1T ; J g(v) sen nv dv. 
-,r 

Puesto que v = mil y g(v) = fi.x), la fónnula (3) da como resultado (1). En (4) se 
introduce x = Lvlrc como variable de integración. Entonces los límites de integración 
v = ±:n: pasan a ser x = ±L. Asimismo, v = mi L implica dv = :n: dxl L Por tanto, dvl2:n: = 
d·d2L en a

0
• De manera similar, dvl:n: = dxlL en an y b". En consecuencia, de (4) se 

obtiene (2). 1 

El intervalo de integración en (2) puede reemplazarse por cualquier intervalo de 
longitud p = 2L, por ejemplo, por el intervalo O~ x ~ 2L 

EJEMPLO 1 Onda cuadrada periódica 

Encontrar la serie de Fourier de la función (ver la figura 233) 

¡o si - 2 < x < - 1 

f(x) = k si - 1 < , < 1 

o si 1 < , < 2 

Solución. Por (2a) y (2b) se obtiene 

p 2L. = 4, L = 2. 

1 J2 
1 JI k a0 = 4 f(x) dx = 4 k dx = 2, 

-2 -1 

· 1 Jz nrrx I f 1 1110: 2k (r:" ;~~~) 
. 2 _

2 
- 2 _

1 
2 n1r • ..__3 .. , 

)

\ ªn = - f(x) cos -
1
- dx = - k cos - dx = - ~en -

1 

j Por tanto, a.= O si n es par y 
1
/ ªn ~ 2klnrr si n = 1, 5, 9, , "n = -2klnrr si n = 3, 7, 11, 

t A partir de (2c) se encuentra que b. = O paran= 1, 2, Por tanto el resultado es 

k 1k ( rr 1 3,r 1 5,r ) 
f(x) = 2 + -:;; CDS 2x - 3 cos 2x + 5 CDS 2x - + ..... 

_-:l~1_[fi 
-2 -1 o 

1 
2 

Figura 233. Ejemplo 1. 

[. 
X 

¡'., 

'. k 
¡: i 
'. 1, 
i' 
:] . 
} -, 
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EJEMPLO 2 Rectificador de media onda 

Un voltaje senoidal E sen wt, donde t es el tiempo, se hace pasar por un rectificador de media onda que 
corta la porción negativa de la onda (figura 234) Encontrar la serie de Fourier de la función periódica 
resultante 

{ 
o si 

u(/) = 
E senwt si 

-L.< (<o, 

O< t < L 
p = 2L. = 21T 

w 
L = Z,: 

w 

Solución. Puesto que u= O cuando -L < t < O, por (2a), con ten Jugar de x, se obtiene 

'"'IIJ E 
a0 = ~ J E sen wt dt = -

27T o 1T 

y por (2b), usando la fórmula ( 11) del apéndice 3.1 con x = wt y y= nWt, 

-rrlw E TTlw 

ªn = ~ J E senwt cos nwt dt = ~ J [sen(I + n)wt + sen (1 - n)wt] dt. 
rro 2,ro 

Si n = 1, la integral del segundo miembro es cero, y sin= 2, 3, · · , se obtiene de inmediato 

ª = wE _ cos (1 + n)wl _ cos (1 - n)wt [ ]-n 2rr (1 + n)w (1 - n)w _o 

E (-CDS (1 + n)1T + l -cos (l - n)1T + ¡)· 
=:¡;;:; l+n + 1-n 

.--fo' Sin es impar, esta expresión es lgual a cero, y paran par se tiene · .. (~\) 

- a - !i__ (-~ + ~-)-_--- ----;~--- (n = l,_,l~ ---\ \/ ./ 
n - 2rr 1 + n 1 - n - - (11 - l)(n + l)rr _____ ••. - ~\ '-~ 

En una manera similar, a partir de (2c) se encuentra que,,br""'·-É/i'y b" = O paran= 2, 3, ·· / ·. Por 

consiguiente, // , . .-/ 
¡ _,., .... 

E E 2E(I'· 1 /). 
u(I) = - + - senwt - - -- cos_2wt + -- cos 4!!lf-·+-·1'· • • 

1T 2 ,r 1 · 3 --··--....• J .c.5---- · 
1 

Figura 234. Rectificador de media onda. 

Problemas de la sección 10.3 

Encontrar la serie de Fourier de la función periódica.l(x), de periodo p = 2L, y trazarj{x) y las 
tres primeras sumas parciales. 

l. f(x) -l (- 1 < x < O), f(x) = (O < x < 1), p = ZL. = 2 

2. f(x) o (-1 <x< 1), f(x) = 1 (1 <x<3), p ZL. = 4 

3. f(x) o ( - 2 < x < O), f(x) = 2 (0 < x < 2), p 2L = 4 
4. f(x) =x ( -1 < x < 1), p = ZL = 2 

( __ 
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5. J(x) = 1 - x 2 ( - 1 < x < 1 ), p = 2L = 2 

6. f(x) 2lxl (-2 < x < 2). p = 2L = 4 

7. f(x) O, (- l < x < O), f(x) = x (O< x < 1), p = 2L = 2 

8. f(x) x (0 < x < !), f(x) 1 - x (1 < x < 2). p = 2L = 2 

9. f(x) -1 l < x < O), f(x) = 2r (0 < x < 1), p = 2L = 2 

10. f(x) = ! + x (-! < x < O), f(x) = ! - x (0 < x < !), p = 2L 
IL f(x) 3x 2 (-1 <x< 1), p = 2L = 2 

12. f(x) = rrx 3/2 ( - l < x < 1), p = 2L = 2 

13. f(x) = rr sen rrx (O < x < 1). p = 2L = 1 

14. f(x) = x 2/4 (O < .< < 2), p = 2L = 2 

15. Obtener la serie de Fourier en el problema I directamente a partir de la del ejemplo l, 
sección l O 2. 

16. Obtener la serie de Fourier en el problema 11 directamente a partir de la del problema 9, 
sección 10.2. 

17. Obtener la secie de Fourier en el problema 3 directamente a partir de la del ejemplo 1 

18. Encontrar la serie de Fourier de la función periódica que se obtiene al hacer pasar el 
voltaje v(1) ~ k cos I OOm por un rectificador de media onda, 

19. Demostrar que cada término de ( 1) tiene periodo p = 2L 

20. Demostrar que en (2) el intervalo de integración puede reemplazarse por cualquier inter
valo de longitud p = 2l 

FUNCIONES PARES E IMPARES 

La función del ejemplo I de la sección anterior era impar y sólo tenía tém1inos seno 
en su serie de Fourier, sin términos coseno. Esto es típico. De hecho, puede evitarse 
trabajo innecesario (y las consiguientes fuentes de error) al determinar los coeficien
tes de Fourier si una función es impar o pac 

Se recuerda primero que una función y= g(x) es par si 

g(-x) = g(x) para todax 

La gráfica de esta función es simétTica con respecto al eje y (figura 235). Una función 
h(x) es impar si 

h(-x) = -h(x) para toda x 

(Ver la figura 236.) La función cos nx es par, en tanto que sen nx es impac 

' y 
.Y 

f~ X 

Figura 235. Función par. Figura 236. Función impar. 

ii.L_ Hi :1.i:'. ·t· 1t, '·'~~ ·¡{ l\:. l{l :~~ 
\ 

FUNCIONES PARES E IMPARES 

Si g(x) es una.función pat; entonces 

(1) 
L J g(x) dx 

-L 

L 

2 [ g(x) dx 
·o 

Si h(x) es unaJimción impa,; emonc;es 

(2) 
L J h(x) dx = O 

-L 

39 

(g par) 

(himpar) 

Las fórmulas ( l) y (2) son obvias a partir de las gráficas de g y h y las demostraciones 
formales se le dejan al estudiante. 

El producto q = gh de una/unción para g y unafimción impar hes impar, ya que 

q(-x) = g(-x)h(-x) = g(x)(-h(x)] = -q(x). 

Por tanto, sifix) es par, entonces el integrando/sen (nrrx/L) en (2c), sección 103, 
es impar, y b" =O.De manera similar, sifix) es impar, entonces/cos (mrx/L) en 
(2b), sección 103, es impar, y a,,= O. Por lo anterior y (1) se obtiene el siguiente 
teorema. 

Teorema 1 (Serles de Fourier de funcione~ pares e impares) 

La serie de Fourier de una/unción par de periodo 2L es una "serie de Fourier de 
cosenos" 

(3) f(x) 

con coeficientes 

(4) 
j L 

a 0 = L J f(x) dx, 
o 

117T 
ªo + L ªn cos L x 

n=l 

2 JL 117TX ªn = L f(x) cos L dx, 
o 

(j par) 

11 = !, 2, .. '. 

La serie de Fourier de una.función impar de periodo 21. es una "serie de Fourier de 
senos" 

(5) f(x) 

con coejicienLes 

(6) 

117T 
'¿ bn sen-¡:x 
n=l 

2 JL 11·7TX L f(x) senL dx. 
o 

(j impar) 

1 
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El caso del periodo ln. En este caso, para una función par por el teorema 1 se obtiene 

(3*) .f(x) 

con coeficientes 

l ,,. 
(4*) a0 = - J f(x) dx, 

7T o 

y para una función impar 

(5*) 

con coeficientes 

f(x) 

a 0 + ¿ ªn cos 11x 
n=l 

2 ,,. -J f(x) cos 11x dx, 
7T o 

¿ bn sen 11x 
n=l 

(6*) 
2 ,,. 

bn = - J f(x) sen nx dx, 
7T o 

((par) 

11 = 1, 2, ' .. 

((impar) 

11 = ], 2, .... 

Por ejemplo,fix) del t:!jemplo 1, sección 10.2, es impar y, por Jo tanto, está represen
tada por una serie de Fourier de senos. 

Simplificaciones adicionales resultan de la siguiente propiedad (ya mencionada 
en el problema 19 de la sección 10.2): 

Teorema 2 (Suma de funciones) 

Los coeficientes de Fourier de una suma¡; +.f, son las sumas de los coeficientes de 
F ourier de.f, Y./, correspondientes. 

Los coeficientes de Fourier de cf son el producto de c y los coeficientes de Fourier 
de.f correspondientes. 

EJEMPLO 1 Pulso rectangular 

La función j'(x) de la figura 23 7 es la suma de la función fix) del ejemplo l de la sección l O 2 y la 
constante k Por tanto, a partir de dicho ejemplo y del teorema 2 se concluye que 

4k ( l 1 ) f•(x) = k + - sen x + - sen 3x + - sen 5x + · · · . 
7r 3 5 

~Jj_JJ_[ 
-rr o n: 2,r 3,r -4,r X 

Figura 237. Ejemplo 1. 

( ,1 1 
/. J., I', ,:: ... "•r .. 1~:l~·· . . -; .,.r,-. 1-

FUNCIONES PARES E IMPARES 

EJEMPLO 2 Onda diente de sierra 

Encontrar la serie de Fourier de la función (figura 238a) 

f(.x) = .1 + rr si - ·rr < x < rr 

So/uciótL Puede escribirse 

donde 

Í¡ = X y 

y 

.f2 = 1T. 

41 

f(x + 2rr) ./(.,). 

Los coeficientes de Fourier de.f, son cero, salvo el primero (el término constante), que es"· En consecuen
cia, por el teorema 2, los coeficientes de Fourier ª"' b" son los de,[,, excepto para a

0
, que es ,r Puesto que 

J, es impar, a,,= O paran= l, 2, ··,y 

1 ¡" 2 " b11 = ::. .f1(x) sen nx dJ. = - J x sen 11.x dx. 
~ o ~ o 

Al integrar por partes se obtiene 

bn = 3_ [- X COS /IX I rr ! J" J 2 + - cos nx dx = - - ces 1nr, 
7T II O 11 O 11 

Por tanto, b, = 2, b, = -2/2, b, = 2/3, b, = -2/4, · y la serie de Fourier dejlr) es 

.f(x) = rr + 2 ( sen .r - f sen 2, + f sen 3.1 - + · , ) . 

-rr 7í 

(a) La función ~.X) 

(b) Sumas parciales S)x) 

238. Ejemplo 2 .. 

X 

X 

1 
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Problemas de la sección l 0.4 

¿Las funciones siguientes son impares, pares o ni lo uno ni lo otro? 

l. Jx3/, x cos nx, x 2 cos nx, cosh x, senh x, sen x + cos x, x/x/ 

2. x: + x 2 , lvl 
1·~ l • ex, ex\ sc:n 2 x, x scn.x, !n x, x ces x, c-l:z:! 

¿Las siguientes funciones j(x), las cuales se suponen periódicas, de periodo 2n:, son pares, 
impares o ni lo uno ni lo otro? 

3. f(x) = x 3 ( - rr < x < rr) 4. f(x) = x 4 (O < x < 2-rr) 

5. f(x) = x/x/ ( - 7T < x < 'rr) 

7. f(x) /senx/ (-rr < x < -rr) 

6. f(x) = e-lzl (-rr < x < rr) 

8. x 3 - X 

9. f(x) {
o si 

X si 

--rr<x<O 
10. f(x) = e si <X< 2rr -

si -1 <X< J O<x<-rr 

{ senh x si --rr<x<O 
11. f(x) 

-cosh x si O<x<-rr 

{cos
2 

2x si --rr<x<O 
12. f(x) = 

sen 2 2x si O<x<-rr 

Representar las siguientes funciones como la suma de una función par y una impar. 

lJ, 1/(1 -x) 14. 11(1-x)' 15. e"' 16.xl(x+ 1) 

17. Demostrar el teorema 2. 

18. Encontrar todas las funciones que sean tanto pares como impares. 

19. Demostrar que la conocida identidad sen' x = f sen x - f sen 3x puede interpretarse 
como el desarrollo de una serie de Fourier y que se cumple lo mismo para la identidad 
cos-' x f CDS x + f cos 3x. 

Demostrar que: 

20. La suma y el producto de funciones pares son funciones pares 

21. La suma de funciones impares es impar. El producto de dos funciones impares es par" 

22. Sij(x) es impar, entonces 1/(.x)I y f(x) son funciones pares. 

23. Sij(x) es par, entonces l/(x)l,f(x) y f(x) son funciones pares 

24. Si g(.,) está definida para toda x, entonces la función p(x) [g(x) + g(-x)]/2 es par y la 
función q(x) = [g(x) -g(-x)]/2 es impar 

Encontrar la serie de Fourier de las siguientes funciones, las cuales se supone tienen periodo 
2¡¡; Sugerencia Usar el hecho de que algunas de estas funciones son pares o impares, 

Si Ü <X< 7T {~ si - -rr/2 < X < ,r/2 
25. f(x) 26. f(x) 

si ,r/2 <X< ),r/2 si -rr < x < 2rr 

{ X 
si - ,r/2 < X< -rr/2 

27. f(x) 
rr X si -rr/2 < X < },r/2 

rx si -rr<x<O 
28. f(x) 

X si O<,<-rr 

J 

-~ 
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29. f(x) = { x
2 

, n-2/4 si 

si - -rr/2 < x < rr/2 
30. f(x) = {-.xx: si -,r < x < O 

Si Ü <X< 7T ,r/2 < X < 3-rr/2 

31. f(x) = x 2/4 ( - 7T < x < -rr) 32. f(x) x( n-2 - x 2 ) ( - rr < x < -rr) 

Demostrar que 

33. 
1 1 I 7T 

-3+:s-:;+ 4 
(Usar el problema 25) 

34. 
1 1 1 1 ,r2 

+ ¡ + 9 + 16 + is + 6 
(Usar el problema 31) 

35. 1 
1 1 1 rr2 --+ 

9 16 + (Usar el problema 31) 
4 12 

10.5 DESARROLLOS DE MEDIO RANGO 

En varias aplicaciones existe la necesidad práctica de usar series de Fourier en rela
ción con funciones/{x) que están dadas solamente en algún intervalo, por eje~plo, O 
~ x ~ l, como en la figura 239a. En el capítulo siguiente (secciones 113 y 11.5) se 
presentan casos típicos. Podría extenderse /(x) periódicamente con periodo L para 
después representar la función extendida por una serie de Fourier, la cual en general 
incluiría tanto ténninos coseno como seno. Sin embargo, hay una alternativa mejor 
mediante la cual se obtiene siempre una serie de cosenos al extender primero/(x) de O 
~ x ~ L. como una función par en el rango (el intervalo) -L ~ x ~ L, como en la figura 
239b, para después extender esta nueva función como una función periódica de perio-

f(x)~ 

[, X 

(a) La función ~ x) dada 

---~~~~ 
-L L ~ 

(b) f(x) extendida como una función periódica 
par de periodo 2L 

(e) /( K) extendida como una función periódica 
impar de periodo 2L 

Figura 239. (a) Función f(x) dada en un intervalo O:;; x:;; L, 
(b) su extensión par al "rango" (intervalo) completo -L:;; x:;; L (curva remarcada) 

y la extensión periódica de periodo 2L al eje x, 
(c) su extensión impar a -L ;;¡ x:;; L (curva remarcada) y la extensión periódica 

de periodo 2L al eje x. 

www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
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do 2L y, como es par, representarla por una serie de Fourier de cosenos. O puede 
extenderse.f{x) desde O ;;ax ;;a L como una función impar en -L ;;ax ;;a L, como en la 
figura 239c, para después extender esta nueva función como una función periódica de 
periodo 2L y, como es impar, representarla por una serie de Fourier de senos. Estas 
dos series se llaman los dos desarrollos de medio rango de la funciónj{x), la cual 
está dada sólo en "la mitad del rango" (la mitad del intervalo de periodicidad de estas 
series). La forma de estas series se presenta en la sección 1 OA El desarrollo de cosenos 
de medio rango es [ver (3), (4), sección 10.4] 

(1) 

donde 

(2) 

ll7T 
f(x) = a0 + ~ ªn cos L x 

n=l 

] JL 
ªo = L f (x) dx, 

o 

2 [L ll7TX = - f(x) cos - dx, 
L .

0 
L 

n = 1, 2, · · ·. 

El desarrollo de senos de medio rango es [ver (5), (6), sección 10.4] 

(3) f(x) 

donde 

(4) 2 JL nnx 
- f(x) sen- dx, 
L O L 

EJEMPLO 1 El "triángulo" y sus desarrollos de medio rango 

Encontrar los dos desarrollos de medio rango de la función (figura 240) 

r -x 
L 

f(x) 
2k -¡: <L - xJ 

si 

si 

O<x<~ 
2 

L 
2<x<L. 

> 
X 

Figura 240. La función dada en el ejemplo 1. 

1 ' 
:.'.i·.:l:, rd..:fu A,\i s.:i>;. 

n 1, 2, · · · . 
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So/ucióTL (a) Extensión periódica par. Por (4), sección 10.4, se obtiene 

ªo = 1. [~ JU2x dx + ~ J\L - x) dx] = ~ , 
l. l.º l.U2 2 

ªn = 7_ [T. IU2x cos n;x dx + T. .C(L. - x) cos 
11
; x dx J. 

Entonces, al integrar por partes, 

JU2 x cos n rr x dx = l.x sen n rr, 1 u2 - !::_ 1·u\en n rr x dx 

0 l. mr L O nrr 
O 

L 

L
2 

nrr L. 2 
( nrr ) 

= 211rr sen2 + n2,r2 cos 2 - 1 . 

De manera similar, 
L 

I nrr 
(l. - x) cos -x dx = 

112 L 
L.

2 
11rr L.

2 
( nrr) - - sen- - -- cos nrr - cos - " 

211,r 2 n 2 rr2 2 

Si se introducen estos dos resultados, se obtiene 

4k ( 11rr 
"n = :f2 2 CDS - - cos n rr -

n rr 2 

Por tanto, 

yª•= O si n ;e 2, 6, 1 O, 14, Asi, el primer desarrollo de medio rango dej(x) es 

f(x) k 16k ( 1 2 rr 1 61r 2 - ~ Vi COS l, X + ;z COS l, X + 

Esta serie representa la extensión periódica par de la función fix) dada, de periodo 2L., ilustrada en Ja 
figura 241 a 

(b) Extensión periódica impar. De manera similar, a pan ir de (6), sección 104, se obtiene 

(5) Bk nrr 
bn = n21T2 sen2" 

-L O L X 

(a) Extensión par 

(b) Exlensión impar 

Figura 241. Extensiones periódicas de f(x) en el ejemplo 1, 
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En consecuencia, el otro desarrollo de medio rango dej{x) es 

Bk ( 1 rr I Jrr 1 5rr ) 
f(x) = rr2 ¡2 senL, - )2 senL, + s2 senLx - + · · · · 

Esta serie 1t::µ1c::.c11ta la extensión pcd0dk:a impar d::f[x), de periodo 2.L, ¡!?..!S!rnda en !a figurn 241 b 1 

Problemas de la sección 10.5 

Representar las siguientes flmciones./(.x) por una serie de Fourier de senos y trazar la extensión 
periódica correspondiente de.J(x) 

l. f(x) = k (0 < x < L) 

3. f(x) = x 2 (O < x < L) 

S. f(x) = L. - x (0 < x < L) 

si 
7. f(x) = { X 

rr/2 si 

si 
9. f(x) = { X 

L - x si 

0 <X< 1r/2 

rr/2 < X < 7T 

O<x<L/2 

L/2 < x < L 

1. f(x) = kx (0 < x < L) 

4. f(x) = 1 - (2/L)x (O < x < L) 

6. J(x) = x 3 (0 < x < L) 

0 < X < 1r/2 

{lT1r-/2x si 8. f(x) = 
Si 1r/2 < X < 1T 

O<x<L/2 

L/2 < x < L 

si 
10. f(x) = { X 

L/2 si 

Representar las siguientes funciones./(x) por una serie de Fourier de cosenos y trazar la exten
sión periódica correspondiente de./(x). 

11. f(x) = X (O< X< L) 12. f(x) = 1 (0 < x < L) 

13. f(x) = x 2 (O< X< l.) 14. f(x) = sen 2 3x (0 <X< rr) 

f(x) = e si Ü <X< L/2 
f(x) = {1 si Ü <X< L/2 

15. 16. 
si L/2 < X< l. ' o si L/2 < x < L 

17. f(x) eI (O< X< L.) 18. f(x) = x 3 (O< x < L) 

rr rrx 1TX 
19. f(x) = sen L (O< X< L) 20. f(x) = 4 sen iL (O< X< L.) 

10. 6 SERIES COMPLEJAS DE FOURIER. 

OPCIONAL 

En esta sección opcional se demuestra que la serie de Fourier 

(1) .f(x) a
0 

+ ~ (an cos nx + bn sen nx) 
n= 1 

puede escribirse en forma compleja, la cual en ocasiones simplifica los cálculos (ver 
el ejemplo 1 siguiente). Esto se hace por la fórmula de Euler (8), sección 2..3, 

e it = cos 1 + i sen 1 

SERIES COMPLEJAS DE FOURIER 47 

y la fónnula que la complementa 

e-H = cos 1 - i sent 

[obtenida a partir de cos (-r) =: cos r, sen (-1) = - sen t] con t = m, es decir, 

(2) einx cos nx + í sen nx, 

(3) COS IJX i sen nx. 

Al sumar estas expresiones y dividirlas entre 2 se obtiene 

(4) 
1 ' . 

cos nx = 2 (e•= + e-mx). 

Al restarlas y dividirlas entre 2i se obtiene 

(5) 
I . . 

sen nx = 2i (e"'x - e-mx) 

A partir de estos resultados, usando 1/i = -i, en ( 1) se tiene 

b 
1 . . I . . 

ªn cos nx + n sen nx = - a (emx + e-mx) + - b (e"'x - e-mx) 
2 n 2i n 

Con lo anterior, ( 1) queda como 

(6) 
n=l 

donde c
0 

= a
0

, y por ( 1 )-(3) y las fórmulas de Euler (6), sección 10,2, 

I J" . ? f (x)e-mx dx, 
-1T 

-,r 

'.~ 
:; 

(7) 1 J ... . -· . 11 = 

k n 
1 J" . 

2
1T f(x)emx dx, 

-,r 

Por último, si se introduce la notación k,, = e:_,,. por (6) y (7) se obtiene 

f(x) = L c"einx, 
n= -oc 

(8) n = º· ± 1. ±2. 
1 " ' ? r f(x)e-mx dx, 

-1T -
-,r 
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Esta es la llamada forma compleja de la serie de Fourier o, abreviando, la serie 
compleja de Fourier defix) y en recibe el nombre de coeficientes complejos de 

Fourier de.f(x). 
Resulta interesante el hecho de que (8) pueda deducirse de manera independiente 

como sigue. Al multiplicar la serie de (8) por e ;n,,, donde m es un entero fijo, e inte
grar término a término de -7! a n(permitida, por ejemplo, en el caso de la convergen
cia uniforme), se obtiene 

.f' f(x)e-imx dx 

1T 

~ en J ei<n-m)x dx 

n=-co -rr 

Cuando n = m, el integrando es eº= l, y la integral es igual a 2n. Se obtiene así 

(9) Jrr f(x)e-im:r dx 

-rr 

siempre que las demás integrales sean cero, lo cual se cumple por (5), 

1T J ei<n-m)x dx ____ (ei<n-m)rr _ e-i(n-mJrr¡ 

i(n m) 
-rr 

---- 2i sen (n - m)rr = O. 
i(11 111) 

Entonces, al escribir n en lugar de m en (9), se obtiene la fórmula de los coeficientes 
de (8). 1 

Para una función de periodo 2l, el razonamiento anterior da como resultado la 
serie compleja de Fourier 

(10) f(x) ~ cnein71XIL, 

11= -to 

1 L, ' - J f(x)e-mrrx/L, dx. 
2l. -L 

EJEMPLO 1 Serie compleja de Fourier 

Encontrar la serie compleja de Fourier dej(x) = e' si -,r < x < ,r yJ{x + 2rr) = j(x) y a partir de ella obtener 
la serie común de Fouricr 

Solución. Por (8), 

1 " . 1 1 . ¡· 
< = 2rr i ... !~re-mr dx = - -- e(~-mJr 

11 
,, 27T 1 - in -rr 
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10.7 

Multiplicando el numerador y el denominador por 1 + in y usando e'"= e'"'= (-1 ), se obtiene 

El último factor ( ·) es 2 senh n:, por lo que la serie compleja de Fourier es 

,.11) 

Aqui, por (2), 

1 + in . 
IJ"---em::i: 

1 + 11 2 
( - 1f < X < 7r). 

(1 + in)(cos nx + i sen nx) = (cos nx - 11 sen nx) + i(n cos nx + sen nx). 

El término correspondiente con-nen lugar den es (obsérvese que cos (-ro:)= cos nx y sen (-nx) = -sen nxJ 

(! - in)(cos nx - i sen nx) = (cos nx - n sennx) - i(n cos nx + sennx) 

Las partes imaginarias se cancelan si se suman los dos tCrminos, por lo que su suma es 

2(cos nx - n sen nx), n=l,2,"' 

Paran= O se obtiene 1 (no 2) debido a que hay un solo termino. Por tanto, la serie real de Fourier es 

(12) 
2 senh rr [ 1 1 1 

e" = --- - - --(cos x - senx) + -- (cos 2x - 2 sen2x) - + 
,r 2 1+1 2 1+22 ·] 

donde -,r < x < ,r 

Problemas de la sección 10.6 

1. Demostrar que los coeficientes compl<,jos de Fourier de una función impar son imagina-
rios puros y que los de una función par son reales . 

.2. Demostrar que a
0 

= c 11 , an =en+ en• bn = i(c
11 

- e), n = l, 2, · · ·. 

3. Encontrar la serie compleja de Fourier dej(x) = - 1 si -rr: < x < O,j(x) = 1 sí O< x < rr:. 

4. Convertir la serie de Fourier del problema .3 a la fonna real.. 

S. Encontrar la serie compleja de Fourier de./(x) = x (-rr: < x < n). 

6. Encontrar la serie compleja de Fourier de./(x) O si -n < x < O,fix) = I si O< x < n. 
7. Encontrar la serie compleja de Fourier de./(x) = x (O< x < 2n)., 

8. Convertir la serie de Fourier del problema 7 a la fonna real 

9. Encontrar la serie compleja de Fourier defix) = x' (-n: < x < n). 

1 O. Convertir la serie de Fourier del problema 9 a la fonna real. 

OSCILACIONES FORZADAS 

Las series de Fourier tienen importantes aplicaciones en las ecuaciones diferenciales .. 
Se ilustra el punto para un problema básico en el que interviene una ecuación diferen
cial ordinaria. (En el capítulo 11 se presentan numerosas aplicaciones en ecuaciones 
diferenciales parciales.) 

e ' 
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Figura 242. Sistema oscilatorio 
bajo consideración. 

e 

R[J, 
E(t) 

Figura 243. Análogo eléctrico del 
sistema de la figura 242 (circuito RLC). 

Por la sección 2.11 se sabe que las oscilaciones forzadas de un cuerpo de masa m 
en un resorte de módulo k están gobernadas por la ecuación 

{1) 1 my" + cy' + ky = r(t), 1 

donde y = y(t) es el desplazamiento a partir del reposo, e es la constante de 
amortiguamiento y r(t) es la fuerza externa que depende del tiempo t. En la figura 242 
se ilustra el modelo y en la figura 243 se presenta su análogo eléctrico, un circuito 
RL.C gobernado por 

(1 *) 

(ver la sección 2.12). 

1 
L/11 + RI' + -1 e E 1

(1) 

Se considera ( 1 ) .. Si r(t) es una función de senos o de cosenos y si hay 
amortiguamiento (e > O), entonces la solución de estado estacionario es una oscila
ción armónica con frecuencia igual a la de r(t). Sin embargo, si r(I) no es una función 
de senos o de cosenos pura sino cualquier otra función periódica, entonces la solución de 
estado estacionario será una superposición de oscilaciones armónicas con frecuencias 
iguales a las de r(I) y múltiplos enteros de esta última. Y si una de estas frecuencias 
está próxima a la frecuencia de resonancia del sistema oscilatorio (ver la sección 
2.11 ), entonces la oscilación correspondiente puede ser la parte dominante de la res
puesta del sistema a la fuerza externa. Esto es lo que pondrá de manifiesto el uso de 
series de Fourier; desde luego, esto resulta bastante sorprendente para un observador 
no familiarizado con la teoría subyacente, que es de gran importancia en el estudio de 
los sistemas oscilatorios y la resonancia. Se discute la situación global en tém1inos de un 
ejemplo típico. 

EJEMPLO 1 Oscilaciones forzadas bajo una fuerza impulsora periódica no senoldal 

En ( 1 ), sean m = 1 (g). e= O 02 (gis) y k = 25 (gis'). de tal modo que (.1) queda 

(2) y" + 0.02y' + 25y = r(t) 

,/¡ 

j\ 

V..._. v v 1 
\._,' 
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r(l) 

Figura 244. Fuerza en el ejemplo 1. 

donde r(I) se mide en g cm/s'. Sea (figura 244) 

r(I) [ _: r(I). 

1T 
si + - rr < I < Ü, 

2 

1T 
si 0 < I < rr, +-

2 

t(1 + 2rr) 

Encontrar la solución de estado estacionario y(I) 

Sol11ció11. Se representa r(/) por una serie de Fourier, encontrándose 

(3) 4 ( 1 1 
r(/) = ; cos I + )2 cos 31 + j2 cos 51 + ,) 

(se toma rrJ2 menos la respuesta del problema 11 de la sección 10.5 con L = ;,r) Entonces se considera la 
ecuación diferencial 

(4) y" + 0.02y' + 25y 
4 

-- cos nt 
11 2 rr 

(n = 1, 3, 

cuyo segunpo miembro es un solo término de la serie (3) Por la sección 2.11 se sabe que la solución de 
estado estacionario y_(/) de (4) es de la forma 

(5) .Yn = An cos nt + Bn sennL 

Al sustituir esta expresión en (4) se encuentra que 

(6/ 
4(25 - n 2) 

An = --n~2 rr_D __ B = 0.08 
n n1TD ' 

donde D (25 - n2¡2 + (0.02n) 2. 

Puesto que la ecuación diferencial (2) es lineal, puede esperarse que la solución de estado estacionario sea 

(7) Y Y¡ + Y3 + Y5 + 

donde y" está dada por (.5) y (6) De hecho, esto se establece de inmediato sustituyendo (7) en (2) y usando 
la serie de Fourier de r(I}, siempre que sea permisible la diferenciación ténnino a ténnino de (7) (Los 
lectores familiarizados con la noción de convergencia uniforme [sección 14 6) pueden demostrar que (7) 
puede diferenciarse término a término) 

Por (6) se encuentra que la amplitud de (5) es 

Valores numéricos son 

C 1 = 0.0530 

C3 0.0088 
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" 
...,--Salida 

r-- ,~ 
LL:nlra 

t--- 1 

da 

o ;~ f---i.--
.__. 

2,r 
ir 

--t 

\, ' 
Figura 245. Entrada y salida de estado estacionario 

en el ejemplo 1. 

C5 = 0 5100 

C7 = 0.0011 

C9 0.0003. 

Paran= 5 la cantidad Des muy pequeña, el denominador de C, es pequeño y C, es tan grande que y, es el 
término dominante.en (7) Esto implica que el movimiento de estado estacionario es casi una oscilación 
armónica cuya frecuencia es igual a cinco veces la de :" fuerza que causa la oscilación (figura 245) 11 

La aplicación de series de F ourier a sistemas oscilatorios más generales, a conducción 
de calor y a otros problemas se trata en el capítulo 1 l. 

Problemas de la sección 10.7 

l. ¿Qué ocurriría con las amplitudes c. en el ejemplo 1 (y, por consiguiente con la forma de 
las oscilaciones) si se cambia la constante del resorte al valor 9? ¿Si se usa un resorte más 
rígido con k = 49? ¿Si se incrementa el amortiguamiento? 

Encontrar una solución g~neral de la ecuación diferencial y"+ oiy = r(t), donde 

.2. r(I) = cos al + cos {31 (w2 ;,!, a 2, 132) 
3. r(t) = sen/, w = 0.5, 0.7, 0.9, 1.1, 1.5, 2.0, JO.O 

4. r(t) = sen t + i sen 31 + 2
1
5 sen 51, w = 0.5, 0.9, 1.1, 2, 2.9, 3. 1, 4, 4.9, 5.1, 

6, 8 
N 

S. r(t) = ¿ an cos nt, lwl"" l, 2, · · ·, N 
n=l 

7T ' 
6. r(t) = 4 Jsentl cuando - rr < t < rr y r(t + 2rr) = r(I), Jwl ;,!, O, 2, 4, · 

J" i ·' 

1
,, 

' 

' 

' ' 

' ,\ ·. 
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10.8 

-rr<t<O { t + 7T si 
r(t), lwJ 'i"' O, l, 3, · 7. r(t) y r(I + 2rr) 

si O<t<rr -t+ 7T 

si - rr/2 < t < rr/2 
8. r(t) = L~ si rr/2 < t < 3rr/2 

y r(I + 2rr) = r(t), lwl 'i"' I, 3, 5, · · · 

Encontrar la oscilación de estado estacionario correspondiente ay"+ cy' + y= r(t), donde e> O y 

N 

9. r(t) ªn cos nt 10. r(I) ¿ bn s~nnl 
n=l 

11. r(t) sen3t 

{ rrr/4 si - rr/2 < t < rr/2, 
12. r(I) y r(t + 2rr) r(I) 

rr( rr - t)/4 si rr/2 < t < 3rr/2 

13. r(I) = .!_ ( rr2 
12 

- ¡2) si -rr.,:t<rr y r(I + 2rr) = r(t) 

14. (Circuito RLC) Encontrar la corriente de estado estacionario 1(1) en el circuito RLC de la 
figura 243, donde R = 100 ohms, l. = 1 O henrys, C = 10-2 faradios. 

{
IOO(rr/ + r~) 

E(t) = , 
100( rrt - 12) 

si - rr < r < o 
si 0<,r<rr 

y E(r + 2rr) E(I). 

Proceder de la siguiente manera. Desarrollar E(I) en una serie de Fourier. /(/)•aparecerá en 
la forma de una serie trigonométrica. Encontrar las fórmulas generales para los coeficien
tes de esta serie. Calcular valores numéricos' de los primeros coeficientes. Graficar la 
suma de los primeros términos de esa serie. 

15. Repetir el problema 14 con los mismos valores de R, L, C y E(t) = 2001(n'-1') volts si 
-n: < t < n: y E(t ,+ 2n:) = E(I). 

APROXIMACIÓN POR POLINOMIOS TRIGONOMÉTRICOS 

Un campo principal de aplicación de las series de Fourier es en ecuaciones diferenciales, 
como ya'se mencionó. Otra área de interés práctico en que las series de Fourier desempe
ñan un papel principal es la aproximación de funciones por medio de funciones más sim
ples, área conocida como teoría de aproximaciones, como se explica a continuación. 

Sea j(x) una función de periodo 2:n; que puede representarse por una serie de 
Fourier. Entonces la N-ésima suma parcial de esta serie es una aproximación a/{x): 

N 
(1) f(x) = a0 + ¿ (an cos n;. + bn sen nx). 

n=l 

Es natural preguntarse si ( l) es la "mejor" aproximación a f por un polinomio 
trigonométrico de grado N (N f\ja), es decir, una función de la forma 

N 

(2) F(x) = a 0 + ¿ (crn cos nx + f3n sen nx), 
n=l 

donde "mejor" significa que el "error" de la aproximación es mínimo. 
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~;::.::-

~. 
Figura 246. Error de aproximación. 

Desde luego, debe definirse primero qué se entiende por el error E de esta aproxi
mación. Desearía elegirse una definición que mida la bondad de la concordancia entre 
f y F en el i111ervalo complelo -rr S. x S. rr. Evidentemente, el máximo de lf- F] no es 
adecuado para este fin: en la figura 246, la función Fes una buena aproximación de/, 
pero V- F! es grande cerca de x

0
. Se elige 

(3) 

Éste es el llamado error cuadrático total de F con relación a la función f en el 
intervalo -rr ;:á x S. rr. Obviamente, E~ O. 

Con N fija, quieren determinarse los coeficientes de (2) tales que E sea mínimo. 
Puesto que (/- F)' =f..,. 2/F + P-, se tiene 

(4) E = J'' f2 dx - 2 j" f F dx + J" F 2 dx. 
-1r -1r -;r 

Al introducir (2) en la última integral y evaluando las integrales presentes como en la 
sección 10.2, se observa que todos los términos cos2 1v: y sen2 nx (n ~ 1) tienen inte
gral rr y todos tos "términos mixtos" (cos m-)(sen mx) tienen integral cero. Por tanto 

rr(2a/ + a/ + · · · + aN2 + f3/ + · · · + f3/). 

Al introducir (2) en la segunda integral de (4), se observa que las integrales presentes 
son las de las fónnulas de Euler (6), sección l 0.2, y por tanto se obtiene 

J" JF dx 
-,r 

Con estas expresiones (4) queda 

(5) 
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Si se toma a. = a,, y f3. = b" en (2), entonces por (5) se ve que el error cuadrático 
correspondiente a esta elección de los coeficientes de F está dado por 

(6) 

Al restar (6) de (5) se obtiene 

E- E*= rr{2(a0 - a 0) 2 + f [(an - an)2 + (/3n - bn) 2
]}, 

n=l 

Puesto que la suma de los cuadrados de números reales en el segundo miembro no 
puede ser negativa, 

E - E*~ O, por tanto E i;:; E*, 

y E= E* si y sólo si a
0 

= a
0

, • ·, , /\ = bw Se denmestra así 

Teorema 1 (Error cuadrático mínimo) 

El error cuadrático tola! de F en (2) (con Nf¡ja) respecto def en el inlervalo-rr;;áx in 
es mínimo si y sólo si los coejicienles de F en (2) son los coeficien/es de Fourier def 
Es/e valor mínim9 eslá dado por (6). 

Por (6) se observa que E* no puede incrementarse cuando N se incrementa, pero si 
puede decrementarse. Por tanto, con N crecienle, las sumas parciales de la serie de 
Fourier de/ dan aproximaciones cada vez mejores aj, consideradas desde el punto 
de vista del error cuadrático, 

Puesto que E*~ O y (6) es válida para toda N, a partir de (6) se obtiene la impor
tante desigualdad de Bessel 1º 

(7) 
oo I rr 

2a0
2 + ¿ (an2 + b/) ;§;; J f(x) 2 dx 

n=l -rr 

para los coeficientes de Fourier de cualquier función f para la que la integral del 
segundo miem~ro exista. 

'º Ver la nota de pie de página 12 en la sección 5 5 
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Puede demostrarse (ver [C14]) que para esta función/, el teorema de Parseval 
es válido, es decir, la fórmula (7) es válida con el signo de igualdad, por lo que da 
lugar a la "identidad de Parseval"" 

(8) 
l 1T 

2a/ + ::_¿ (a/ + b/) = ; J f (x)2 dx. 
n=l -~ 

EJEMPLO 1 Error cuadrático de la. onda diente de sierra 

Calcular el error cuadriltico total de F con N = 3 respecto a 

f(x) = x + rr (- rr < x < '1T) (Fig. 238a, Sec. IOA) 

en el intervalo -rr ~ x ~ rr 

Solución F(x) = ,r+ 2 senx-sen 2x + f sen 3x por el ejemplo 2, sección IOA. A partir de Jo anterior y de (6), 

por Lanto 

E* = ~rr 3 rr(2rr2 + 1t) = 3 .. 567 

F= S, se ilustra en la figura 238b y aun cuando 1/lx)- F(x)I es ¡;,-ande en x = ±rr(¿qué tan grande?), donde 
.fes discontinua~ Fes una buena aproximación aj en el intervalo completo 1 

Se llega así al final de la discusión de las series de Fourier, en la que se ha hecho 
hincapié en los aspectos prácticos de estas series, como se necesita en las aplicaciones. 
En las cuatro últimas secciones de este capítulo se muestra la manera en que las ideas y 
técnicas de las series de Fourier pueden generalizarse a funciones no periódicas. 

Problemas de la sección 10.8 

J. Sca./(x) = -1 si -n: < x < O,fix) = 1 si O< x < n: y sea periódica con 2n Encontrar la función 
F(x) de la forma (2) para la que el error cuadrático total (3) es mínimo. 

2. Calcular el error cuadrático mínimo en el problema 1 para N= 1, 3, 5, 7. ¿Cuál es la menor 
N tal que E* ;:, 0.2? 

3. Demostrar que el error cuadrático mínimo (6) es una función monótona decreciente de N 

En cada caso, encontrar la función F(.x) de la forma (2) para la que el errnr cuadrático total E en 
el intervalo -rr ;:,x;:, nes mínimo y calcular este valor mínimo para N = 1, 2, · · ·, 5, donde, para 
-re<:\:< rr, 

4. J(x) 

6. J(x) 

8 . .f(x) 
.f(x) 

9 . .f(x) 

lxl 
.x(rr2 - x 2 )/12 

1T - X Si - 1T < X < 
rr - x si rr/2 < .x < rr 

= .x si - rr/2 < x < rr/2, 

5 . .f(x) = X 

7 . .f(.x) = .x2 

- rr/2, .f(x) = x si - rr/2 < ,r < rr/2, 

f(x) = O en cualquier pane de - rr < x < rr 

" MARC ANTOINE PARSEVAL ( J 755-1836), matemático francés En la siguiente sección se presenta 
,,~ ·er ~tr 1n ic 'e I d~ ;d~ · 
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10.9 

10. Comparar la rapidez del decremento del error cuadrático para la función discontinua del 
problema 5 y la función continua del problema 7 y comentar el resultado. 

Usando la identidad de Parseval, demostrar que 

11. 
I I I 

+:34+54+:;¡+··· 96 
(Usar el problema 27 de la sección I OA.) 

12. 
I I 1r 2 

+9+25+·"= 8 (Usar el problema 5 de la sección I 0.2.) 

1 1 I 1r4 

13. 1 + 24 + yi + ¡;¡ + 90 (Usar el problema 9 de la sección 10.2.) 

" 3 
14. l.,, cos 4 x dx = 

4
rr 15. J" cos 6 x dx 

INTEGRALES DE FOURIER 

Las series de Fourier son poderosas herramientas para abordar varios problemas en 
los que intervienen funciones periódicas. La sección l O. 7 incluyó una primera ilustra
ción de este hecho y en el capítulo 11 se presentan varias aplicaciones más. Puesto 
que, desde luego, en muchos problemas prácticos intervienen funciones no periódi
cas, surge la pregunta de qué puede hacerse para generalizar el método de las series 
de Fourier para tales funciones. Este es el objetivo de la presente sección. En el ejem
plo l se empieza con una función especial f,(x) de periodo 2L y se observa lo que 
ocurre con su serie de Fourier si se hace que L--, =. Después se considera la serie de 
Fourier de una función arbitraria!, de periodo 2L y se hace de nuevo que L--, 00 • Esto 
motivará y sugerirá el resultado principal de esta sección, una representación en inte

grales en el teorema 1 (p.60). 

EJEMPLO 1 Onda cuadrada 

Considérese la onda cuadrada periódica!,_(x) de periodo 2l. > 2 dada por 

,,,,( -[ si -L <X< - J. 

si -1 <X< 

si l<x< L. 

La parte: izquierda de la figura 24 7 ilustra esta función para 2L =A., 8, 16 asi como la función no periódica 

SÍ -1 <X< 1 
f(x) = lim fL(x) = {

1 

l,-oo .O en caso contrario 

que se obtit:ne a partir de./¡ si se hact: que L --+ 00 

Se explora ahora lo que ocurre con los coeficientes de Fourier de,(, cuando L se incrementa Puesto 
que .. {, es par, h,, = O para toda n Para a,, las formulas de Euler (2), sección I O 3, dan como resultado 

1 ¡ 1 
1 

ªo 2L dx = -l , a,. 
' -1 ' 

l l ' 
.!_ J cos nrrx dx = 2 [ cos nrrx dx = 2 sen (nrr/L) 
L. -l L. L. ·o L. L nrr/L 

Esta sucesión de coeficientes de Fourier se llama el espectro de la amplitud deJL ya que \a,,I es la 
l ~I( J 1 <ÍI d, 1 e a; :o ·11, .)i 1 1 ig 2 " us e: e, et pa lo er lo: 

¡·: 

l. 
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Forma de onda ft(x) 

D 
f:r(x) 

D I d:J ..t_Cl _ __,_CJ__,_....-LC_::J....1_D.-,.. 
-2 Ü 2 X 

1-------1 
2L = 4 

1/2 

}:L(X) 
....1...D--1._-'-~--'-d:J--Li_.......1..1____n_ o, 

-4 O 4 X 

l- 2L = 8 --,.j 

-~1 ____ _._L~...LfLL_~_

1 

___ ~L--------'~--'--~ 
-8 O 8 X 

¡...,---- 2L = 16 -----' n = 12 · 

X 

Figura 247. Formas de onda y espectros de amplitud 
del ejemplo 1 . 

n = 10 

! Wn 

n = 14 

· L n= 20 

1L = 4, 8, 16 Se observa que para L creciente las amplitudes se hacen cada vez mas densas sobre el eje 
w. positivo, donde"'·= nrr/L De hecho, para 2L = 4, 8, 16 se tienen !, 3, 7 amplitudes por "media 
onda" de la función (2 sen w )/Lw (linea discontinua en la figura) Por tanto, para 2L = 2' se tienen 2' 1 

- 1 
amplitudes por media onda': por lo que estas amplitudes serán en última instancia densas sobre todo el 
eje w,, positivo (y se decrementarán a cero) 1 

Se considera ahora cualquier función periódicaJ;(x) de periodo 2l que puede 
representarse por una serie de F ourier 

a0 + ¿ (a
0 

cos w,.x + 6
0 

sen w
0

x), 
n=l 

n1r 

T.' 

y se averigua qué ocurre si se hace que L ~ oo. Junto con el ejemplo anterior, el 
presente cálculo sugerirá que debería esperarse una integral (en lugar de una serie) 
que incluye cos wx y sen wx con w dejando de estar restringida a múltiplos enteros 
w =·w,, = mr:IL sino asumiendo todos los valores, y se verá' ~simismo qué forma podría 
tener dicha integral. 
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Si se introducen a,, y b. de las fórmulas de Euler (2), sección \ 03, y se denota por 
v la variable de integración, la serie de Fourier defi(x) queda 

Se hace ahora 

(n + J)rr 
Ll\V = wn+l - wn = L 

111T 1T 

z· L 

Entonces l /l, = !:J.wlrr: y la serie de Fourier puede escribirse en la forma 

(!) 

I JL J oo [ ¡· L 
fr.(x) = 2L _/r.(u) du + :;; 

0

~

1 
(cos w11 x) 6.w _/r.(u) cos w 0 u du 

+ (sen w0 x) il.w .[LL.f1,(u) sen w,,u dv]-

Esta representación es válida para cualquier l fija, arbitrariamente grande, pero 
finita. 

Ahora se hace que l.-'> oo y se supone que la función no periódica resultante 

f(x) = lím f L(x) 
L-oo 

es absolutamente integrable sobre el eje x; es decir, que existen los siguientes lími
tes (¡finitos!): 

(2) 
0
~1:2~ ~

0

¡ f(x)I dx + t: {1 f(x)I dx ( denotado {~I f (x)I dx), 

Entonces l / L ~ O, y el valor del primer término del segundo miembro de ( 1) tiende a 
cero" Además, A w = rr:IL -> O y parece plausible que la serie infinita de (l) se con
vierta en una integral de O a 00 , que representaj(x), a saber, 

f(x) 
1 00[ ~ :;; f cos wx J f(u) cos 1vu du 

o . -o::i (3) 

+ sen wx L:f(u) sen IVLJ du] dw" 
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Si se introducen las notaciones 

(4) A(w) 
1 00 -r f(v) COS \VV dv, 
1T - -w 

1 00 

; .[

00

! (v) sen wv dv, B(w) 

esta expresión puede escribirse en la forma 

(5) f(x) f 00

[A(w) cos wx + B(w) sen wx] dw. 
o 

Esta es una representación de/(x) por la llamada integral de Fourier. 
Resulta evidente que el enfoque intuitivo adoptado tan sólo sugiere fa represen

tación (5), pero en modo alguno la establece; de hecho, el límite de la serie en (1) 
cuando t.w tiende a cero no es la definición de la integral (3). Las condiciones sufi
cientes para la validez de (5) son las siguientes. 

Teorema 1 (Integral de Fourier) 

Sif(x) es conlinua por secciones (ver la sección 6 .. J) en lodo inlervalofinilo y liene 
una derivada por la izquierda y una derivada por la derecha en lodo punlo (ver la 
sección 10 .. 2) y si la integral (2) existe, entoncesj(x) puede l'epresentarse por una 
integral de Fourier (5). En cualquier punto dondej(x) sea discontinua, el valor de 
la integral de Fourier es igual al promedio de los límiles por /a izquierda y por la 
derecha defix) en e.se punto (ver la sección 10.2). (La demostración se presenta en 
la referencia [C 14 ]; ver el apéndice J.) 

El uso principal de la integral de F ourier es en la solución de ecuaciones diferen
ciales, como se verá en la sección 11.14 .. Sin embargo, también puede usarse la inte
gral de Fourier en la integración y discusión de funciones definidas por integrales, 
como se ilustra en los siguientes ejemplos. 

EJEMPLO 2 Pulso sencillo, integral de seno 

Encontrar la representación por la integral de la función (figura 248) 

G si JxJ < !, 
f(x) 

si lxJ > J. 

¡r(x) 

1 . 
-1 o .X:;. 

Figura 248. Ejemplo 2 . 

¡ .' INTEGRALES DE FOURIER 

S0/ució1< Por ( 4) se obtiene 

"' 1 1 
¡ J 1 J sen wv ¡ A(w) = - f(v) cos wv dv = - cos wv dv = --
7T -to Tf' -1 1TW -l 

1 1 
B(w) = - J senwv dv = O, 

7T -1 

y (5) da la respuesta 

"' 
(6) f(x) = 3. J cos wx senw dw. 

7T o w 

61 

2 senw 
mv 

El promedio de los limites pcir la izquierda y por la derecha de.f(x) en x = 1 es igual a (1 + 0)/2, es 
decir, l /2. · 

Además, por (6) y el teorema 1 se obtiene 

(7•) 
"' r si Ü ;:¡¡X< J, J cos wx senw d rr/4 si X= J, w= 

o w 
si o x>I 

Cabe mencionar que esta integral es el llamado factor discontinuo de Dirichlet." Se considera ahora el 
caso x = O, que es de particular interes. Si x = O, entonces 

(7) 
"' I sen w 71' 
--dw = -

0 
w 2 

Se observa que esta integral es el límite de la-llamada integr·al de seno 

z 
(8) . J senw S1(z) = -- d"' 

0 IV 

cuando z :-, = (i real). La gráfica de Si(z) se muestra en la figura 249. 

lnlegrando ---°'-/ 
I 

I 
I 

-2,r '-·"'-,r ¡r,_ .......... 2,r 

Figura 249. Integral de seno Si(z) 

" Ver nota de pie de página 16 de la sección 9.8 
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X 

..._.. º-1 O l,;;.;,;;, ......,. 

Figura 250. La integral (9) para a= 8, 16 y 32. 

En el caso de una serie de Fourier. las gráficas de las sumas parciales son curvas de aproximación de la 
curva de la función periódica representada por la serie De manera similar, en el caso de la integral dt: 
Fouricr (5), las aproximaciones se oblienen sustituyendo C<I por números a Por tanto, la integral 

(9) 
a 

I cos wx sen 11· 
-----dw 

0 IV 

es una aproximación a la inlegrnl en (6) y por lo tanto a)rx): ver la figura 250. 
La figura 250 muestra las oscilaciones cerca de los puntos de discóntinuidad de./(x} Podría esperarse 

que estas oscilaciones desaparecieran cuando a tiende a infinito, pero no es este el caso: con a creciente 
éstns cambian acercándose a puntos x = ± 1 Este comportamiento inesperado, que ocurre también en 
relación con la serie de Fourier, se conoce como el fenómeno de Gibbs. 11 Puede explicarse al representar 
(9) en términos de la integral de seno de la siguiente manera Usando { 11) del apéndice 3, se tiene 

2 a a a 

I cos w.t sen w I J sen (w + wx) 1 J sen (w - 11·x) 
- dw = - dH· + - ------ dw, 
71' 0 w rr

0 
w rr

0 
w 

En la primera integral del segundo miembro se hace w + wx = t Entonces d1dw = dtlt y O ~ w & a 
corresponde a O S. t 1,i (x + 1 )a En la ultima integral se hace 11• - wx = -t Entonces dw/w = dtlt y O & w ,$. 

a co1Tesponde a O :ar :a (x- 1 )a Puesto que sen (-/)=-sen/, se obtiene 

., a (:r+l)a (:r-l)a - f cos wx sen w I J sen t J J sen r - dw=- --dt-- --dt. 
rr. 0 w rr

0 
r 1r

0 
t 

" JOSIAH WILLARD GIB8S ( 1839-1903), matemático estadounidense, profesor de tisica matemática 
en Yalc desde 1897, uno de los fundadores del cálculo vectorial [otro fue O Hcaviside (ver la sección 
6 1} tcnnodinámica matemática y mec.inica cstadistica Su trabajo fue dé gran imponancia en el 
desarrollo de la fisica matemá.tica 

) 

e, e< e ( ' ; l e e·, ne c1 ci c1 e e, n o 
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A partir de esta expresión y de (8) se observa que la integral considerada c:s igual a 

.!_ Si(a[x + I]) - .!_ Si(a[x - I]), 
rr rr 

y ia:i O:,i;il.11,;iom:::; Je ia figura 250 resuitan de ias de ia figura 249 1:.1 incremento oc a equivale a una 

transformación de la escala sobre el eje y ocasiona el cambio de las oscilaciones 1 

Integrales de Fourier de cosenos y de senos 

Para una función par o impar, la integral de Fourier se hace más simple. Como en el 
caso de la serie de Fourier (sección 10.4), esto es de interés práctico para ahorrar 
trabajo y evitar errores. Las simplificaciones se siguen inmediatamente de las fórmu
las que acaban de obtenerse. 

(10) 

De hecho, sij(x) es una función ?ªr, entonces B(w) = O en (4) y 

2 00 

A(w) = - f f(v) cos wv dv, 
1T o 

y la integral de Fourier (5) se reduce a la llamada integral de Fourier de coseno 

(11) f(x) f 00 A(w) COS WX dw 
o 

De manera similar, sij(x) es impar, entonces en (4) se tiene A(w) = O y 

(12) 
2 00 

B(w) = - f f(v) sen wv dv, 
1T o 

(fpar) 

y la integral de Fourier (5) se reduce a la llamada integral de Fourier de seno 

(13) f(x) 

Evaluación de integrales 

f 00

B(w) sen wx dw 
o 

(/impar) 

Las representaciones en integrales de Fourier también pueden usarse para evaluar 
integrales. Se ilustra este método con un ejemplo típico. 

EJEMPLO 3 Integrales de Laplace 

Encontrar las integrales de Fourier de coseno y de seno de 

(x > O, k > O). 
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Solución. (a) Por ( 10) se tiene 

"' 
A(w} = !: J e-ku cos wv dv. 

7r o 

Entonces. al integrar por partes, 

Je-ku cos wu du = - __ k __ e-kv (- ~ sen wv + cos wv). 
k2 + w 2 k . 

Si v = O, la expresión del segundo miembro es -k/(k' + w'); si v tiende a infinito, dicha expresión tiende a 
cero debido al factor exponencial, Por tanto, 

(14) 
2k/,r 

A(w} = kz + wZ • 

Al sustituir este resultado en ( 11) se obtiene la representación en una integral de Fourier de coseno 

"' 
= -2k J c. os wx d··· f(x) = e-lcx n 

7T o k2 + w2 

A partir de esta representación se observa que 

"' 
(IS) [ ~ dw = .!!_ e-k:r 

.
0 

k 2 + w 2 2k 

(b} De manera similar, por ( 12) se tiene 

B(w) 

Al integrar por partes, 

"' I f e-kv sen wv do. 
1T o 

Je-kv sen wv du = - __ w __ e-ku (!5.. sen wv + cos wv), 
k2 + w2 w 

Esto es igual a -w/(k' + 1r') si v = O, y tiende a O cuando v -> ~ Por tanto 

(16) 
2w/rr 

B(w\ = k2 + w2 

Así. por ( 13) se obtiene la representación en una integral de seno de Fourie1 

"' 2 I w sen wx 
f(x) = e-k.r = - --- dw. 

Tr o k2 + w2 

A panir de este resultado se observa que 

"' 
(17) J ~d"' = ~e-lo: 

o k2 + w2 2 

Las integrales (15) y ( 17) son las llamadas integrales de La place 

) . ) ) ) ) 
··.\ ;;1,: ). ) 

(x > O, k > O). 

(x > 0, k > 0). 

(x > O, k > O). 

11! 

)¡ \ ~){ 

.. 

)r )l J, ..... /. 
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?1 

Prnblemas de la sección 10.9 

Usando la representación en integrales de Fourier, demostrar que 

00 
o si x<O 

1 cos xw + w senxw 
J. 2 dw [ rr/2 si X = Ü 

+ w 
1TC!-x si x>O 

00 

J w 3 senxw 
2. dw 

o w4 + 4 
i ,,-x COS X Si X > Ü 

f eo COS XW 
3. 

0 

---dw 
1 + ...,2 

Si X> Ü 

r si Ü ;:la X< 
00 

4. 1 senw cos xw 
dw 

7T~4 
si X= 

w 
si x> 

00 {i s:nx si 

1 sen rrw sen xw 
5. ------dw 

1 - w2 
si 

J - COS 1TW 
senxw dw = {

0

} si 

si 

Jw COS ( rrw/2) COS XIV 

7. 1 - w2 dw 
o 

Ü ;;a, X ;;a, 7T 

X> 7T 

O<x<rr 

X> 1T 

si 

si 

/xi<!!. 
2 

lxl > !!: 
2 

Representar las siguientes funcionesj(x) en la forma ( 11 ), 

G si O<x< 
8. f(x) = 9. f(x) = 

si x>l 

{1 
x/2 si O<x<I 

10. f(x) si - x/2 l<x< 2 11. f(x) 

o si X> 2 

r2 xZ SI O<x <a 
12. J(x) 13. f(x) 

o si x>a 

14. f(x) e-X + e-2x (X> Ü) 

Sij(x) tiene la representación ( 11 ), demostrar que 

15. f(ax) = .!. f 00A (~) cos xw dw (a > O) 
a 

O 
a 

00 

[!Jsa.I (5).J 

[Usar ( 13) .. ] 

[Usar (11).] 

, [Usar (11).] 

[Usar ( 13).] 

[Usar (11).] 

G2 si O< x< 

si x> 

G si O<x<a 

si X> Q 

~ 
[ver(J5)] 

16. xf(x) = J B*(w) senxw dw, B* 
dA 

A como en ( l O) 
dw ' 

o 
w 

d2A 
17. x 2 f(x) 1 A*(w) cos xw dw, A* 

dw 2 

) ) 
., ·, ·,, : ·, ) ' :J.},; ,:;\ ~.\ A : _)l 

1 
.J _) j .) ,! ,, ....-'. ,l 
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18. Resolver el problema 9 aplicando la fónnula del problema 17 al resultado del problema 8 .. 

19. Comprobar la fórmula del problema 16 paraj(.x) = 1 si O< .x <ay j(x) = O si .x > a .. 

20. Demostrar que/(.x) 1 (O< .x <=)no puede representarse con una integral de Fourier.., 

10. 10 TRANSFORMADAS DE FOURIER DE COSENOS Y DE SENOS 

Una trnnsformada integral es una transformación que a partir de funciones dadas 
produce nuevas funciones que dependen de una variable diferente y aparecen en la 
forma de una integral. Estas transformaciones son de interés principalmente como 
herramientas para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias, ecuaciones diferen
ciales parciales y ecuaciones integrales, y con fi"ecuencia también son de ayuda en el 
manejo y aplicación de funciones especiales. La transformada de La place (capitulo 
6) es de esta clase y es con mucho la transformada integral más importante en ingenie
ría. Desde el punto de vista de las aplicaciones, las siguientes en importancia serían 
quizás las transformadas de Fourier, aun cuando su manejo resulta un tanto más 
dificil que la transformada de Laplace .. Se verá que dichas transformadas pueden 
obtenerse a partir de representaciones en integrales de Fourier de la sección 10.9. En 
esta sección se consideran dos de ellas, llamadas las transformadas de Fourier de 
coseno y de seno, las cuales son reales, y en la siguiente sección se trata una tercera, 
que es compleja. 

Transformadas de Fourier de coseno 

Para cualquier función j(x) par, la integral de Fourier es la integral de Fourier de 
coseno 

(!) (a) f(x) f 00 A(w) COS wx dw, 
o 

2 w 

donde (b) A(w) = - f f(v) cos wv dv 
1T o 

[ver (10), (J 1), sección 10 .. 9].. Se hace ahora A(w) = J2/rc fc(w), donde e sugiere 
"coseno". Entonces por ( 1 b ), al escribir v = x, se tiene 

(2) 

y por (1 a), 

(3) 
rz w -

f(x) = \/;{ f/w)coswxdw. 

¡Atención! En (2) se integra con respecto ax y en (3) con respecto a w. A partir de 
j(x), la fórmula (2) da una nueva función }; (w), llamad,1_ la transforma~a de Fourier 
de coseno dej{x) .. La fórmula (3) permite regresar aj(x) a partir de fc(w) Y; por lo 
tanto, aj(x) se le llama la transformada de coseno inversa de Fourier de fc(w). 

TANSFORMADAS DE FOURIER DE COSENOS Y DE SENOS 67 

El proceso para obtener la transformada .f a partir de unaf dada también se 
llama la transformación de Fourier de coseno o el mélodo de la 1ran.sformación de 
Fourier de coseno. 

Transformadas de Fourieí de seno 

De manera similar, para una funciónj(x) impar, la integral de Fourier es la integral de 
Fourierde seno [ver (12), (13), sección 10.9] 

(4) (a) f(x) = f 00 

B(w) sen wx dw, donde (b) B(,v) 
o 

2 w - f f<v) sen wv dv .. 
1T o 

Se hace ahora B(w) = .j2! re J, (w), donde .s sugiere "seno" .. Entonces por ( 4b), al escri
bir v = x, se tiene 

(5) J',(w) = {i f 00

f(x) senwxdx, 
\/; o 

llamada la transformada de Fourier de seno dej(x), y por (4a) 

(6) 
/2 w ~ 

f(x) = \/; { f.(w) senwx dw, 

llamada la transformada de seno inversa de Fourier de j (w), Al proceso de 
obtener}; (w) a partir dej(x) también se le llama la transfor~~ción de Fourier de 
seno o el mélodo de la lransformación de Fourier de seno. 

Otras notaciones son 

y ;ii/' y '!:F, 1 para las inversas de '!:F, y '!:F,, respectivamente. 

EJEMPLO 1 Transformadas de Fourier de coseno y de seno 

Encontrar las transformadas de Fourier de coseno y de seno e.le la fl.Jnción 

{

k 
J(x) = 

o 

Si Ü < X < U 

Si X> (J. 

Solución, A partir de las definiciones (2) y (5) por inlcgración se obtiene 

Ji; a ~-2 senaw 
k J cos wx dx = - k [--], 

1T o 1T w 

f
5
(,v) = /2 k J0

scnwx d.,= {i k [ 1 - cos aw], Y; º -V; w 

Este resultado concuerda con las fórmulas I de las dos primeras tablas de la sección 10 12 (donde k= 1) 
Obsérvese que paraj(x) = k = consl (0 < x <~)estas lransformadas no existen. (¿Por qué?) 1 
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EJEMPLO 2 Transformada de Fourier de coseno de la función exponencial 

Encontrar~ (e~"·) 

Solución Por integración por partes y recurrencia. 

~ (e-l) = Í3. J00 

e-x cos wx d.\· = {i _...!!.2_ ( - cos ii1x + w sen wi) 1
00

0 

= V7];;. 2 , 
e Y; 

0 
V; 1 + w2 1 + u• 

Este resultado concuerda con la fórmula 3 de la tabla l. sección 1 Q, 12, con a = 1 ll 

¿Qué ;,e ha hecho a fin de introducir las dos transformadas integrales bajo considera
c¡'ón? No mucho en realidad: Se han cambiado las notaciones A y B para obtener una 
distribución "simétrica" de la constante 2/n en las fórmulas originales ( 1 O)·( 13), sec
ción 10.9. Esta redistribución es una convención común, pero no es esencial. También 
podría hacerse sin ella. 

¿Qué se ha ganado? Se demuestra en seguida que estas transformadas tienen 
propiedades operacionales que les permiten convertir diferenciaciones en operacio
nes algebraicas (como la transformada de Laplace). Esta es la clave de su aplicación 
en la solución de ecuaciones diferenciales. 

Linealidad, transformadas de derivadas 

Si j(x) es absolutamente integrable (ver la sección 10.9) en el eje x positivo y es 
continua por secciones (ver la sección 6, 1) en todo intervalo finito, entonces las trans
formadas de Fourier de coseno y de seno de/existen 

Además, para una función aj(x) + bg(x) se tiene por (2) 

~ 
00 

[ [af(x) + bg(x)] cos wx dx 
7r • o 

/200 /200 
a V;~ f(x) cos wx dx + b y;.{ g(x) cos wx dx. 

El segundo miembro es a ~JI)+ b@:(g). Por (5) se llega a una expresión análoga para 
~,- Se demuestra asi que las transformadas de Fourier de coseno y de seno son opera
ciones lineales, 

(a) '?:f;,(af + bg) a5'c( f) + b'JFC( g)' 
(7) 

(b) ~(a.f + bg) a~(J) + b~(g). 

Teorema 1 (Transformadas coseno y seno de derivadas) 

Sea jx) continua y absolutamente integrable en el eje x, sea f(x) continua por sec
ciones en todo intervalo finito y sea que.f(x)-, O cuando x-, oo,, Entonces 

(a) 
(8) 

(b) 

) -) ·1 "; ') ) 

:1/'c{f'(x)} = w:11'
5
{f(x)} - l .f(O), 

~
5
{f'(x)} = -w:iFc{f(x)}. 

"¡ 
:,. ') ':i :i ) ) ") ) :) ) 

-,., 
) >: 

"•, ) .J J 
:":;) ·=?. )¡ .J 
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Demostración. Esto se sigue de las definiciones al integrar por partes, a saber, 
c. 

?:Fe {f' (x)} = ~ 
00 

[ f' (x) cos wx dx 
7r. o 

.J! [ f(x) cos wx 1: + w {

00

.f(x) sen wx dx J 

- {!; f(O) + w~
5
{f(x)}; 

de manera similar, 

~~{f'(x)} /2 f 00 f' (x) sen wx dx y; o 

,J!; [f(x) sen wx [ - w {
00

f(x) cos wx dx J 
= O - w~).f(x)}. 

La fórmula (8a) conf en lugar de.f da como resultado 

?:Fc{.f"(x)} = w~
5
{f 1

(x)} - .J! J'(O); 

en consecuencia, por (8b), 

(9a) 1 ~c{f"(x)} 
: 

De manera similar, 

(9b) 

¡------ ------------~ 
~ {f"(x)} = - w 2 :1F {f(x)} + {i_ wf (0). 

1 S S \/; 

1 - -· ----- ·--------

111 

Una aplicación de (9) a ecuaciones diferenciales se presentará en la sección 11.14. 
Por el momento, se indica cómo puede usarse (9) para derivar transformadas, 

EJEMPLO 3 Una aplicación de la fórmula operacional (9) 

Encontrar la transformada de Fourier de coseno de)lx) = e-•, donde a> O. 

S0lució1L Por diferenciación, (e••)"= a'e·••; por tanto, a:l(x) =f'(x) A partir de esta expresión y de (9a), 

a2'§ (f) = '§ (f") = -w2~ (f) - {i f'(O) = -w2:1f (f) + a Í3_, 
e e e '\/; e Y; 

'.) ') j ·:) ). .,;; .. , ) -
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Por tanto. (a'+ 11 '):'i'c(/} = a J'iTit La respuesta es (ver la tabla l. sección I O 12) 

'3' (,,-=¡ = fI (-ª-) 
e Y; 0 2 + 111 2 

(a> O). 
11 

En la sección 10.12 se incluyen tablas de transfonnadas de Fourier de coseno y de 
seno. Para tablas más extensas, ver la referencia (C4] en el apéndice 1 .. 

Problemas de la sección 10.1 O 

l. Seaj(x) = -1 sí O <x < l,J(x) = 1 sí 1 < x < 2 .. Encontrar i (w). 

2. Deducir J(x) del problema I a partir de la respuesta del mismo .. Sugerencia Usar el pro-
blema 4 de la sección 10.9 

3. Encontrar la transformada de Fouríer de coseno dej(x) = x sí O <x < a,fix) = O sí x > a .. 
4. Encontrar ::9',(e '"}a> O. por integración. 

5. Deducir la fórmula 3 de la tabla I de la sección 10.12 por integración. 

6. Obtener la re:;puesla del problema 4 a partir de (9b). 

7. Obtener 5',( 1/( 1 + x')) a partir del problema 3 de la sección 10.9. 
8. Obtener la transformada de coseno inversa de Fouríer de e". 

9. Encontrar la transformada senoídal de Fouríer de/(x) = x' sí O < x < 1,fix) = O si x > 1. 

10. Encontrar la transfonnada de Fourier de coseno de la función del problema 9. 

11. Obtener :'F,(x- 1 
- x- 1 cos n:x). Sugerencia lJsar el problema 6, sección 10 .. 9, con w y .x 

intercambiadas. 

12. Obtener la fórmula 10 de la tabla I de la sección 10.12 con a= 1 a partir del ejemplo 2 de 
la sección I O. 9 

13. Encontrar::9',l(cos rtx/2)/(I x')) .. Suge/'enc,a Usar el problema 7 de la sección 10.9 

'· Usando (8b), obtener ~J.xe-''212 ) a partir de una fórmula adecuada de la tabla 1, sección 
10.12 

15. Encontrar ::9',(e ') a partir de (8a) y de la fórmula 3 de la tabla I, sección I O. 12. 

16. Usando r( y)= jrc, obtener la fórmula 2 de la tabla JI, sección 10 .. 12, a partir de la 
fórmula 4 de dicha tabla. 

17. Seaj(x) = x'l(x' + 4). Encontrar /, (w) para iv >O.Sugerencia Usar el problema 2 de la 
sección I O 9 

18. Demostrar que/(x) 1 no tiene transformada de Fourier de coseno ni de seno. 

19. ¿Existen las transformadas de coseno y d~ ,eno de Fourier de/(x) = e'? 

20. ¿Existe la transformada de Fourier de coseno de (cos x)lx? ¿De (sen x)lx'? 

10. 11 TRANSFORMADA DE FOURIER 

La sección anterior se ocupó de dos transfom1adas obtenidas a partir de las integrales 
de Fourier de coseno y de seno de la sección 10.9. Se considera ahora una tercera 
transformada, la lransformada de Fourier, que se obtiene a partir de la forma comple
ja de la integral de Fourier. (Como moti ;ación de esta transfomrnda, ver el principio 
de la sección 10 .. 1 O.) Por lo tanto, se considera primero la fonna compleja de la inte
gral de F ourier. 

) 

e (, e ' ( e \ r-. e ( ' ( 1 ( 
,::: ( ( ( ( ( f ( i • ¡ 1 
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Forma compleja de la integral de Fourier 

La integral de Fourier (real) es [ver (4), (5), sección 10.9) 

donde 

A(w) 

f(x) f 00[A(w) cos wx + B(w) sen wx] dw 
o 

I oo 

;: L
00

f(v) cos wv dv. B(w) ; L~f(v) sen wv dv. 

Al sustituir A y Ben la integral de/, se tiene 
' 

1 00 00 

.f(x) = :;:;. f J f(v)[cos wv cos wx + sen wv sen wx] dv dw. 
o -oo 

Por la fóimula de adición del coseno [(6) en el apéndice 3.1], la expresión entre 
corchetes (· · ·] es igual a cos (wv - wx) o, ya que el coseno es par, cos (wx - wv), de 
donde se obtiene 

(1 *) 

La integral entre corchetes es una función par de w, denótese F_(w), ya que cos (wx
wv) es una función par de w, la función/no depende de w y se mtegra con _respecto~ 
v (no a w). En consecuencia, la integral de F(w) de w O a 00 es 1/2 vez la mtegral dt: 
F(w) de --= a oo. Por tanto, 

(]) f(x) = }rr L~[L:f(v) cos (wx - wv) dv J dw. 

Se afirma que la integral de la fonna ( 1) con sen en lugar de cos es cero: 

(2) J oo [ oo J lrr J J .f(v) sen (wx - wv) dv dw = O. 
-co -co 

Esta igualdad es válida ya que sen (wx - wv) es una función impar de w, lo que hace 
que la integral entre corchetes sea una función impar de w, denótese G(w), _por lo que 
la integral de G(w) de--= a"" es cero, como se afinnó. Se usa ahora la formula de 
Euler 

(3) cos t + i sen t 

(" 0 



http://libreria-universitaria.blogspot.com

72 SERIES, INTEGRALES Y TRANSFORMADAS DE FOURIER 

de la función exponencial compleja [fórmula (8) de la sección 23].. Al hacer t = wx- wv 
y sumando ( 1) e i veces (2), se obtiene 

(4) (i Y::-í). 

Esta expresión se conoce como la integral compleja de Fourier. 
Basta un paso para llegar de esta expresión a la transformada de Fourier, el obje

tivo presente. 

Transformadas de Fourier 

Al escribir la función exponencial de (4) como un producto de funciones expon~nciales, 
se tiene 

(5) . 1 = [ I = . J f (x) = _ r.:;- [ , r.:;- J f(v)e- ,wv dv 
V 27T . -co V 2:rr -co 

eiwx dw. 

La expresión entre corchetes es una función de w, se denota por j (w) y se llama la 
transformada de Fourier de/; al escribir v = x, se tiene 

(6) 
- I ¡= . f(w) = -- f(x)e-•wx dx. 

V2rr -= 

Con esta expresión, (5) queda 

(7) 
1 r= .~ . f(x) = -- f(w)e•wx dw 

V2rr. -= 

y se llama la transformada i!_lversa de Fourier de/ (w) 
Otra notación es '!f(f) = J (w) y '!fr' para la inversa. , 
Al proceso de obtener la transformada de Fourier'!f(/) = j a partir de una/dada 

también se le llama la transformación de Fourier o ei método de transformación de 
Fourier 

Existencia. Las dos condiciones siguientes son suficientes para la existencia de la 
transformada de Fourier (6) de una función/(x) definida sobre el eje x, como semen
ciona sin demostración. 

l. j(x) es continua por secciones en todo intervalo finito. 

2. j(x) es absolutamente integrable sobre el eje x .. 

(Para las definiciones de continuidad por secciones y de integrabilidad absoluta, ver 
las secciones 6.1 y l 0.9, respectivamente .. ) 

j ) ) .J ) ., .., ) 
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EJEMPLO 1 Transformada de Fourier 

Encontrar la transformada de Fourier dej(x) = k si O < x < a y j(x) = O en caso contrario 

Solución. A partir de (6), por integración, 

- 1 ¡ª . k (-e_-_iw_ª __ I) k(J _ e-iaw). 
f(w) = -- ke-,wx dx = -- - = 

vT,';- o vT,';- - i w i 11' vT,';-

73 

Se demuestra ~sí que la transformada de Fourier será en general una función con valores complejos 1 

EJEMPLO 2 Transformada de Fourier 

Encontrar la transformada de Fourier de e~"'. donde a> O 

Solución. Se usa la definición, se completa el cuadrado en el exponente y se saca el fadtor exponencial 
que no contiene términos en x-: 

1 ¡"" [ ( ¡,,, )2 ( iw )2] 
= vT,';- -oo exp - Vax + ZVa -t ZVa dx 

l ( "'2) ¡"" [ ( ¡.,. ) 2] = vT,';- exp - 40 _.,, exp - Vax + 
2
Va dx. 

La in;egral se denota por I y se demuestra que es igual a .¡;-¡;; Para ello se usa J;x + iw 2 ..¡;; como 
nueva variable de integración Entonces dx = dvl J;. de donde 

Se llega ahora al result~~o mediante el siguiente recurso. Se eleva al cuadrado la integral, se convierte i::n 
una integral doble y se usan las coordenadas polares r = ~ y e Puesto que du dv = r dr de, se 
obtiene 1/" .,. v 

1 
2
" ex, ' 27T ( 1 1 ex, 

= - f J e-r r dr dO = - - - e-r') 
a ·o o a 2 o a 

Por tanto. I = .¡;-¡;; A partir de esta expresión y de la primera fórmula de esta solución, 

9i'(e-=') = _ ,;__ exp (- "'
2

) /rr = _I_ e-w214a 
v2rr 4a Y-;; vI;; 

Este ,esultado concuerda con la fórmula 9 de la tabla 111. sección 10 12 

Interpretación física: Espectro 

1 

La naturaleza de la representación (7) de j(x) se pone de manifiesto si se le piensa 
como una superposición de oscilaciones seno ida les de todas las frecuencias posibles, 

j ') ) ) ·:¡ ') ) .) ) _) ) j ~;,J)) 9 '7:'1 ··~~ '') 
.:.:Ji ./ 
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llamada representación espectraL El nombre se origina en la óptica, donde la luz es 
una superposición de colores (frecuencias). En (7), la "densidad espectral" / (w) 
mide la intensidad de.f(x) en el intervalo de frecuencias entre w y w + Ciw (Ciw peque
ño, fijo) Se afirma que en relación con oscilaciones, la integral 

puede interpretarse como la energía total del sistema físico; en consecuencia, una 
integral de l .f (w)l2 de a a b da la contribución de las frecuencias w entre a y b a la 
energía total. 

A fin de hacer plausible lo anterior, se empieza con un sistema mecánico que da 
una sola frecuencia, a saber, el oscilador armónico (masa en un resorte, sección 2.5) 

my" + ley = O, 

denotando el tiempo t por x .. Al multipicar por y' e integrar se obtiene 

!mu 2 + !ky 2 = E0 = const, 

donde v y' es la velocidad, el primer término es la energía cinética, el segundo la 
energía potencial y E

0 
es la energía total del sistema. Entonces una solución general es 

[usar(4), (5), sección 10.6] 

donde c
1 

= (a, -,b,)/2, e_,= c1 = (a, ib,)/2. Puesto que mw/ = k e (iw
0
)2 = -wo', por 

cálculos directos y simplificando se obtiene 

Por tanto, la energía es proporcional al cuadrado de la amplitud lc,I. 

Como paso siguiente, si un sistema más complicado lleva a una solución periódica de 
y= ./(x) que puede representarse por una serie de Fourier, entonces en lugar del térmi
no de energía lc,1 2 único se obtiene una serie de cuadrados lc,,J' de coeficientes de 
Fourier e" dada por (8), sección 10.6. En este caso se tiene un "espectro discreto" (o 
"espectro puntual") que consta de un conjunto numerable de frecuencias aisladas 
(una infinidad, en general), siendo las lcJ correspondientes las contribuciones a la 
energía total. 

Por último, uh sistema cuya solución puede representarse por una integral de 
Fourier (7) lleva a la integral anterior para la energía, como es razonable esperar por 
los casos que acaban de discutirse. 

Lil'lealidad. Transformación de Fourier de derivadas 

Es posible obtener nuevas trnnsformadas a partir de las que se obtienen por el 

e CiCJ 
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Teorema 1 (Linealidad de la transformación de Fourier) 

la /1:an~formación de Fourier es una operación lineal, es decil; para cualesquiera 
func1one~f(x) Y g(x) cuyas lransformadas de Fourier existen y para constantes a y b 
1.,.u,.,.fc..S1.1uic1"u, 

(8) ';/f(af + bg) = a';/f(f) + b:!F( g). 

Demostración. Esta expresión es válida ya que la integración es una operación lineal 
de donde por ( 6) se obtiene ' 

1 00 

:!F(af(x) + bg(;r)} = . r,:;-- f [af(x) + bg(x)]e-iwx dx 
V27T,_

00 

a';/f{f (x)} + b:!F{g(x)} 11 

En la aplicación de la transformada de Fourier a ecuaciones diferenciales, la propie
dad clave es que la diferenciación de funciones corresponde a la multiplicación de las 
transformadas por iw: 

Teorema 2 [Transformada de Fourier de la derivada ele t(x)] 

Sea.f(x) conlinua en el eje x y sea que,/(x)-, O cuando lxl-, oo, Además, seaf'(x) 
absolutamente integrable sobre el eje x Entonces 

(9) ~,)} = iw:!F{f(x)}. 

Demostración. Al integrar por partes y usar./(x) -, O cuando ~ti -, =, se obtiene 

1 [ ' 1

00 

00 J V'br f (x)e-nvx -oo - ( - iw) ioof(x)e-iwx dx 

= O + iw:!F{f (x)). 11 

Mediante dos aplicaciones sucesivas de (9) se obtiene 

';ffe(f") = iw';ffe(f') = (íw)2';ffe(í). 

www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
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Puesto que (iw)2 = -w', para la transformada de la segunda derivada de.fse tiene 

(10) '!:F{f"(x)} = - w 2 '!:F{.f (x)} .. 

Se aplica lo mismo para derivadas superiores. 
En la sección l 1.14 se presentará una aplicación de ( I O) a las ecuaciones diferen

ciales. Ente tanto, se muestra cómo puede usarse (9) para derivar transformadas. 

E,JEMPLO 3 Una aplicación de la fórmula operacional (9) 

Encontrar la transformada de Fourier de xe ,, a partir de la tabla 111, sección 10,12. 

Solución. Se usa (9) .. Por la fórmula 9 de la tabla 111. 

Convolución 

La convolución/* g de las funciones/ y g se define por 

(11) h(x) = (f * g)(x) = f 00 .f(p)g(x - p) dp = J00 

.f(x - p)g(p) dp. 
-oo -oo 

El objetivo es el mismo que en el caso de las transformadas de Laplace (sección 6.6); 
la convolución de funciones corresponde a la multiplicación de sus transformadas de 
Fourier (excepto por un factor ,¡¡ir): 

Teorema 3 (Teorema de convolución) 

Suponer que j(x) y g(x) son continuas por secciones, acotadas y absolutamente 
integrables en el eje x En/onces 

(12) ['!:FU* g)-:: 'Vh'!:FU) '!:F(g). 1 

Demostración. Por la definición y un intercambio del orden de integración 

'!:F(f * g) p)e-iwx dp dx 

1 00 00 ' -- f f f(p)g(x - p)e-,wx dx dp. 
y¡; -oo -oo 

i ) i ) j, ), j, .,.)i, ) ) ) ) ) 
·' )1 )( \. 
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En lugar de x se toma ahora x- p = q como nueva variable de integración. Entonces 
x=p+qy 

1 00 00 

'!:F(f * g) = y¡; J J .f(p)g(q)e-iw(p+q) dq dp 
-CO -CD 

1 ~ . 00 . 

y¡; J .f(p)e-,wp dp J g(q)e-•wq dq 
-oo -~ 

11 

Al t"omar la transformada inversa de Fourier en ambos miembros de (12), escri
biendo f = '!:F(j) y g = '!:F(g) como antes, y observando que JTié y 1 / JTié se cancelan 
entre sí, se obtiene 

(13) U* g)(x) 

una fómrnla que ayudará a resolver ecuaciones diferenciales parciales (sección 11. 14). 
En la siguiente sección se incluye una tabla de transformadas de FourieL Para 

tablas más extensas, ver la referencia [C4) en el apéndice 1. 

Concluye así el capítulo I O sobre series de Fourier, integrales de Fourier y tranS·· 
formadas de Fourier. La introducción de las series de Fourier (y ·de las integrales de 
Fourier) fue uno de los mayores avances jamás realizados en la física matemática y en 
sus aplicaciones en la ingeniería, ya que las series de Fourier (y las integrales de 
Fourier) son probablemente la herramienta más importante en la solución de proble
mas con valores en la frontera. Esto se explicará en el capítulo siguiente. 

Problemas de la sección I O.11 

Encontrar las transformadas de Fourier de las siguientes funciones./(x) (sin usar la tabla 111. 
sección I O. 12) 

G-x Si X> Ü {~X Si X< Ü 
l. f(x) = 2. J(x) 

Si X< Ü si x: > O 

G2ix Si -1 <X< Gx Si - J <X< 
3. f(x) 

en caso contrario 
4. f(x) 

en caso contrario 

G si O< x < a {;e-X Si X> Ü 
5. f(x) 6. f(x) 

en caso contrario Si X< Ü 

r: si - l <x<O 

7. f(x) si rx Si X< Ü 
O<x<I 8. J(x) 

e-x Si X> Ü 
en caso contrario 

., 
l, J. ) ) _)¡ ; ' ) '1 .·, ,, 

_,.:! ' -·· _) 1 .,, , 
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9. Deducir la fórmula I de la tabla 111, sección 10.12. 

10. Usando la respuestaj(w) del problema 9, obtener f{x) a partir de (7) Sugerencia Usar 

(7*) de la sección 10.9 

11. Obtener la fórmula I de la tabla III, sección I 0.12, a partir de la fórmula 2 de la misma 

tabla 

12. Resolver el problema 6 por (9), usando la respuesta del problema 1. 

13. (Cambio) Demostrar que sij(x) tiene una transformada de Fourier, también la tienej(x-a) 

y que 

':'J{f(x - a)) e-iwa':'J{ f(x)). 

14. Resolver el problema 6 por convolución. Sugerencia Demostrar que xe '=e'* e' (x > O). 

15. Usando el problema 13, obtener la fórmula I de la tabla 111, sección I O 12, a partir de la 

fórmula 2 (con e= 3b) 

16. Usando la respuesta del problema 8, escribir la representación en integral de Fourier de 
j(x) y convertirla a una integral de Fourier de coseno (ver la sección 10.9). 

17. (Cambio sobre el eje w) Demostrar que si j(w) es la transformada de Fourier dej{x), 
entoncesf{w - a) es la transformada de Fouricr de e""fix). 

18. Usando el problema 17, obtener la fórmula 7 de la tabla 111, sección I O. 12, a partir de la 

fórmula I de la mi~ma tabla ' 

19. Usando el problema 17, obtener la fórmula 8 de la tabla 111, sección I O 12, a partir de la 

fórmula 2 de la misma tabla 

20. Comprobar la fórmula 3 de la tabla 111, sección I O. 12, con a= l. Sugerencia Usar ( 15) de 

la sección 10.9 y (3) de esta sección 

G> C· () O O 
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10. 12 TABLAS DE TRANSFORMADAS 

Para tablas más ex:tensas, ver la referencia IC4J en el apéndice J. 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

G 

Tabla I. Transformada de Fourier de coseno 
Ver (2) en la sección JO 10 

f(x) fc(w) = ':'J/f) 

si O< x < a j!senaw 
otherwise rr w 

xª-1 (O< a< 1) 
~í(a) aw --cos-

wª 2 
(r(a) ver en el Apéndice 3. L) 

e-ax (a> O) f!(a.2 : w2) 

e-r'12 e-w2,2 

('- a.r- (a> O) _I_ e-w2 /4a 

vTc; 

~!c,;2 
n' Re= 

X 71 e-o.x (a> O) · Re (a+ iw)n+i parte real + w2)n+I 

{
cosx siO<x<a _l_[sena(I - w) sena(!+ w)J 

O en caso contrario y';¡;;: 1 - w + 1 + w 

cos ax2 (a> O) 
I (\V2 - :f) --cos 

vTc; 4a 

sen ax2 (a> O) J ("'2 --cos -
vTc; 4a + ~o 

sen ax 
(a> O) ~ u(a - w) --

X 
(Ver sección 6.3) 

e- senx 1 2 
--are tan -

X y';¡;;: w2 

J0(ax) (a> O) 
j! u(a - w) 

1r Va 2 - w2 
(Ver secciones 5 5, 6.3) 

79 
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Tabla II. Transformadas de Fourier d!! seno. 
Ver (5) en la sección 1 O. 1 O. 

f(x) f.(w) = '!Fs(f) 

G si O< x < a ~[¡ - :s aw] 1 
otherwise 

2 1/Vx 1/\/w 

3 l/x312 2\/w 

4 xa-1 (0 <a< 1) ~ f(á) arr (r(a) ver en el Apéndice 3.1.) --sen-
rr wª 2 

5 e-% ~e: w 2 ) 

6 e-=Jx (a> O) ~ w - are tan -
'1T a 

7 xne-a.:r (a> O) ~ n! , lm (a 
rr (a- + w2)n+I + iw)n+I 

lm = parte imaginaria 

8 xe-r'12 we-w212 

9 xe-ar' (a> O) _w_ e-w214a 
(2a)3/2 

{sen r si O< x < a _I_ [sena(! - w) _ sena(! + w)] 
10 

O en caso contrario Vh 1 - w 1 + w 

JI 
cos ax ---

X 
(a> OJ -Jf: u(w - a) (Ver sección 6.3) 

12 
2a 

are tan - (a> 0) 
yz;: senl1aw rr--- e-aw 

X w 

J _) : ) ·1 ) ) ~. ) ) -) "'): --,, ') ) '3 ) ') ") "') ~ ;) -,:a -1 ') ) -) ), ), 
: .) _, ;., ;, 

-~( 1;}¡ 
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3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

JO 

"1:!)" ''::¡)¡ ''.) ··.>¡ ''), ') 

1 

Tabla III. Transfor:madas de Fourier. 
Ver (6) en la sección JO, l J, 

f(x) 

Si -b <X< b 

en caso contrario 

sib < x < e 

otherwise 

f(w) = ':-f(f) 

e-ibw - e-ic~ 

iw"Vh 

/rr e-alwl 

x2 + a2 
(a> O) Y2 ª 

r: 
r: 
r~= 
sen ax 

X 

)1 
~ 

" ,.,., 

si Ü <X< b 

Íf b <X< 2b 

en caso contrario 

si X> Ü 
(a> O) 

en caso contrario 

si b < x < e 

en caso contrario 

Si -b <X< b 

en caso contrario 

si b < x < e 

en caso contrario 

(a> O) 

(a> O) 

) 'í :Je 
: 

J ). ;..:;• 'D. 

_ ¡ + 2e.ibw _ e- 2ibw 

Vhw 2 

"Vh(a + iw) 

eCa-iw)c _ e<a-iw)b 

"Vh(a - iw) 

{i sen b(w - a) 

Y; IV - (J 

1 
eib(a-w) _ eic(a-w) 

Vh a - w 

_I_ e-w214a 

V2a 

-Jf:si lw[ < a; Osi Jwl > a 

Ji '<'\ ::·~"\ •::1 ) -- j¡' ..... \ ,; 

81 
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Cuestionario y problemas de repaso del capítulo I O 

L ¿Qué se entiende por serie trigonométrica? ¿Por serie de Fouricr? 

.2. ¿Qué se entiende por ortogonalidad? ¿Qué papel desempeña en la derivación de las fór
mulas de Eulcr? 

3. ¿Cómo se consiguió la transición de una función de periodo 2n a una f4nción con un 
periodo arbitrario? 

4. ¿Qué es una función periódica impar? ¿A qué forma se reduce su serie de Fourier? 

5. Responder las mismas preguntas del problema 4 para una función periódica par., 

6, ¿Qué se entiende por desarrollos de medio rango? 

7. ¿Una función discontinua puede tener una serie de Fourier? ¿Una serie de Taylor? 

8. Si la serie de Fouricr de una funciónj(x) tiene términos tanto coseno como seno, ¿cuál es 
la suma de los términos coseno expresada en términos dej(x)? ¿La suma de los términos 
seno? 

9. ¿Qué es la continuidad por secciones? ¿En relación con qué se presentó en este capítulo? 

10. ¿Qué es un polinomio trigonométrico" ¿Por qué se Je consideró? 
11. ¿Qué es el error cuadrático medio? ¿Por qué se le consideró? 

12. ¿Qué es una serie compleja de Fourier? ¿Cómo se relaciona con la forma real común de 
una serie de Fourier? 

13. ¿Cuál es la diferencia básica en las oscilaciones de un sistema masa-resorte gobernadas 
por my" + cy' + lcy = r(t) con fuerza impulsora periódica arbitraria en comparación con una 
fuerza impulsora senoidal pura? 

14. ¿Qué es la transformada de Fourier? ¿Cómo se obtuvo a partir de la integral de Fourier? 

15. ¿ Toda función continua tiene transformada de Fourier de coseno o de seno? ¿Una función 
discontinua puede tener transformada de Fourier de coseno o de seno? 

Encontrar la serie de Fourier de las funciones dadas. las cuales se supone tienen periodo 2n 

{ k 
si - rr/2 < X < Trf2 

16. f(x) 
-k si rr/2 < x < 3rr/2 

{ 
si - rr < x < - rr/2 

18. f{x) si - rr/2 <X< 0 

o si O<x< rr 

20. f(x) i(n· - X) (0 < X < 2rr) 

22. f(x) ikxlxl TT <X< rr) 

24. f(x) x• ( - 1T <X< rr) 

e.,· 
si -rr<x<O 

26. f(x) 
si 0<.r<rr 

e2 

si -rr<x<O 
28. f(x) 

SI O<x<rr 

{x/a 
si -a< X< a(< rr) 

30. f(x) 1T - X 
si a< x < 2rr - a 

rr - a 

17 . .f(.,) 

19. f(x) 

21. f(x) 

23. f(x) 

25. f(x) 

27. f(x) 

29. f(x) 

fº si O < x < rr 

L 1 si rr < x < 2rr 

r: si -rr<.x< - rr/2 

si - rr/2 <X< rr/2 

si rr/2 <X< 1T 

lxl 1T <X< rr) 

- x/2 ( - rr < x < rr) 

rr - 2lxl ( - rr < x < rr) 

si - rr/2 < x < rr/2 

si rr/2 < x < 31r/2 

{ 

1TX + x 2 

rrx - x 2 si 

Si - 7T <X< 0 

O<x<rr 

( 
1 

e ( ( ( ( r e e e ("' n 
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Encontrar la serie de Fourier de las siguientes funciones, las cuales se supone tienen periodo p = 2L. 

31. f(x) (-1 <x<O), f(x) = -1 (O< X< 1), p=2L=2 
32. f(x) (-1 <x < !), .f(x) = O (J <X< 3), p 2L 4 
33. f(x) X (-2<x<2), p=2L=4 
34. f(x) o (-1 < x < O), f(x) = X (O< X< 1), p = 2L = 2 
35. f(x) -x (-1 <x<O), f(x) = O (O< x < 1), p=2L.=2 
36. f(x) =x (-4 <X< 4), p = 2l. = 8 
37. f(x) -1 (-1 <X< 0), f(x) = 2x (0 <X< 1), p 
38. f(x) = I - x2 (O< x < 2), p=2L=2 
39. f(x) = X - x 2 (-1 <X< 1), p = 2L = 2 
40. f(x) = I (~2<x<O), 

Encontrar la suma de 

41. ?i + i- - + + - ... 

4.2. + i + 2\ + .\ + ' .. 

43. 3- 3 + 5- 3 - 7-3 + 

f(x) e-" (O< x < 2), p 

(Usar el problema 17.) 

(Usar el problema 21.) 

(Usar el problema 29.) 

Usando la ide~tidad de Parseval, demostrar que 

44. 
1 I 1 rr2 

(Usar el problema 23.) 1 + 22 + ~ + -+ 42 6 

45. 
1 

1 + -
3• + S4 

1r• + 7• 
+· .. 

96 (Usar el problema 25.) 

46. 
I I 1 7r6 

I + 36 + S6 + -+ (Usar el problema 29.) 76 960 

2L. 

2L 4 

2 

Calcular los seis primeros errores cuadráticos mínimos E* correspondientes a las primeras 
sumas parciales: 

47. En el problema 21. 48. En el problema 29. 

Encontrar una solución general dey" + w'y r(t). donde 

49. r(t) = 12/4 ( - rr < t < rr), r(r + 2rr) = r(I), lwl ,.e O, 1, 2, · · · 

50. r(t) = 1(·rr2 - 1 2)/12 ( - rr < t < rr), r(t + 2rr) = r(t), lwl ,.e], 2,. 

Resumen del capítulo 10 

Series, integrales y transformadas de Fourier 

Una serie trigonométrica (sección I O. 1) es una serie de la forma 

( !) ªo + L (an cos nx + bn sen nx). 
n=l 
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SERIES, INTEGRALES Y TRANSFORMADAS DE FOURIER 

La serie de Fourier de una función periódicaj{x) dada de periodo 2rr es una 
serie trigonométrica (1) cuyos coeficientes son los coeficientes de Fourier de 
J{x) dados por las fórmulas de Euler (sección 10.2) 

(2) 

1 ,r 

a0 = - J f(x) dx, 
27T 

-,r 

J rr . . 
a = - J f(x) cos nx dx, 

n 7T ; 
-,r 

1 Tr 

b = - J f(x) sen nx dx. 
n 7T 

-rr 

Para una función/(.x) de cualquier periodo p = 2l la serie de Fourier es (sec-
ción 10.3) · 

(3) 

con los coeficientes de Fourier de.f{x) dados por las fórmulas de Euler 

(4) 

J JL 
a0 = ZL f(x) dx, 

-L 

] JL n7TX 
a = - f(x) cos -- dx 

n L -L· L. 

1 JL . nrrx 
- f(x) sen- dx 
L -L L 

Estas series son fundamentales en relación con fenómenos periódicos, en parti
cular en modelos que incluyen ecuaciones diferenciales (sección 1 O. 7 y capítu
lo 11 ). Sij{x) es par [/(-x) = J{x)] o impar [1(-x) = -J{x)], puede reducirse a una 
serie de Fourier de coseno o de seno, respectivamente (sección 10.4). 

Una funciónj(x) dada en un intervalo O ;;;x;;; L puede desarrollarse en una 
serie de Fourier de coseno o de seno de periodo 2l; estas se llaman desarrollos 
de medio rango defix); ver la sección 10.5. 

Al conjunto de funciones de coseno y de seno de (3) se le llama sistema 
trigonométrico. Su propiedad más importante es su ortogonalidad en un in
tervalo de longitud 2L, es decir, para todos los enteros m y n cfc m se tiene 

L !n7TX 117TX 

J cos -- cos -- dx 
-L L L. 

O, 
L . 

J mrrx nrrx 
sen -- sen -- dx = O 

-L L L. 

y para todos los enteros m y n, 

L 

J mrrx n7TX 
cos -L. sen -- dx 

-L L 
o. 

): ) ) ) ) ) ) ) ) ) ") ) ) ) 7',, 
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Esta ortogonalidad fue crucial para deducir las fórmulas de Euler para los coefi
ci!')ntes de Fourier. 

Las sumas parciales de Fourier minimizan el error cuadrático (sección 10.8). 
Las ideas y técnicas de las series de Fourier se extienden a funcionesj{.x) 

no periódicas definidas en la recta real completa; esto lleva a la integr::ii de 
Fourier 

(5) f(x) 

(sección 10.9), donde 

f 00

[A(w) cos wx + B(w} senwx] div 
o 

(6) 
1 00 

A(w) = ; f_
00

f(v) cos wv dv, 
1 00 

B(w) = ; f_
00

.f(v) sen wµ dv 

o, en forma compleja (sección 10.11 ), 

(7) 
J Joo ~ . 

f(x) = -- .f(w)e•wx dw 
\/2'; -oo 

u= v=-i"). 

donde 

(8) 

La fórmula (8) transformaj(x) en su transformada de Fourjer /(w). 
Con la expresión anterior se relacionan la transformada de fourier ¡:le 

coseno 

(9) 

y la transformada de Fourier de seno (sección 10.1 O) 

(10) .{.(w) = )! f 00.f(x) sen wx dx. 
TT' o 

'''0 º\) ,·:1) '') ,71 
,-". ''.0 <9 .¡:, ·') ') <) ) ) ) "Q j 
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Capítulo 

Ecuaciones 
diferenciales parciales 

Las ecuaciones diferenciales parciales surgen en relación con varios problemas 
físicos y geométricos cuando las funciones que intervienen dependen de dos o 
más variables independientes. Es justo señalar que sólo los sistemas flsicos más 
sencillos pueden modelarse por ecuaciones diferenciales ordinarias, mientras 
que la mayoría de los problemas de mécanica (dinámica, elasticidad) de fluidos 
y sólidos, transferencia de calor, teoría electromagnética, mecánica cuántica y 

, otras áreas de la física llevan a ecuaciones diferenciales parciales. De hecho, el 
rango de aplicación de estas últimas es enorme en comparación con el de las 
ecuaciones diferenciales ordinarias. Las variables independientes que intervie
nen pueden ser el tiempo y una o varias coordenadas en el espacio. El presente 
capítulo se dedica a algunas de las ecuaciones diferenciales parciales más im
portantes que se presentan en aplicaciones de ingeniería. Estas ecuaciones se 
establecen como modelos de sistemas físicos y se consideran métodos para re
solver problemas con valor inicial y con valores en la fronter-a, es decir, 
métodos para obtener soluciones de las ecuaciones que corresponden a las si
tuaciones físicas dadas. 

En la sección 11.1 se define la noción de solución de una ecuación diferen
cial parcial. Las secciones 11.2-11 A tratan la ecuación de onda unidimensional, 
que gobierna el movimiento de una cuerda vibratoria. La ecuación del calor se 
considera en las secciones 11.5 y 1 1.6, la ecuación de onda bidimensional (mem
branas oscilatorias) en las secciones 11. 7-11.1 O y la ecuación de Laplace en las 
secciones 11. 11 y 11.12. 

En las secciones 1 1. 13 y 11 . 14 se ve que las ecuaciones diferenciales par
ciales también pueden resolverse por los métodos de la transformada de Laplace 
o de la transformada de Fourier. 

Los métodos numéricos para ecuaciones diferenciales parciales se pre
sentan en las secciones 20.4-20.7. 
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88 ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES 

Prerrequisitos para este capítulo: Ecuaciones diferenciales lineales ordi
narias (capítulo 2) y series de Fourier (capítulo I O). 

Secciones que pueden omitirse en un curso más corlo: 11.6, l 1 .9, 11.1 O, 
1 J.13, 1 l'.14 

Bibliograjh· Apéndice l, parte C. 
Respueslas a los problemas: Apéndice 2 .. 

11. 1 CONCEPTOS BÁSICOS 

) ) 

Una ecuación en la que interviene una o más derivadas parciales de una función (des
conocida) de dos o más variables independientes se llama ecuación, diferencial par
cial. El orden de la derivada más alta es llamada el o~den de la ecuación. 

Como en el caso de una ecuación diferencial ordinaria, se dice que una ecuación 
diferencial parcial es lineal si es de primer grado en la variable dependiente (la fun
ción desconocida) y en sus derivadas parciales. Si cada término de esta ecuación 
contiene a la variable dependiente o a una de sus derivadas, se dice que la ecuación es 
homogénea; en caso contrario se dice que es no homogénea. 

EJEMPLO ·t Ecuaciones diferenciales parciales lineales de segundo orden importantes 

(1) 
a 211 a211 
a,2 c:2- Ecuación unidi111ensional de onda 

ax 2 

ª" az 
(2) e 2 _!!. Ecuación u11idimensional del calor 

a1 ax2 

(3) 
a2 u a2u 
a,2 +- o Ecuación bidimensional de Laplace 

ay2 

(4) 
a2u a2 u 

f(x, y) 
ax2 +- Ecuación bidimensional dé Poisson 

ayz 

(5) 
a2u a2 u a2u 

ax 2 + ay 2 + az 2 = o Ecuación lridimensiona/ de Lap/ace 

Aquí e es una constante, 1 es el tiempo y x, y, z son coordenadas cartesianas La ecuación (4) (con.!(,·, ¡,) 'É ()) 

es no homogénea, mientras que las ecuaciones restantes son homogc.!:neas W 

Una solución de una ecuación diferencial parcial en alguna región R del espa
cio de las variables independientes es una función que tiene todas las derivadas par
ciales que aparecen en la ecuación en algún dominio que contiene a R y satisface la 
ecuación en todos los puntos de R. (Con frecuencia se requiere tan sólo que esa fun· 
ción sea continua en la frontera de R, tenga esas derivadas en el interior de R y satis
faga la ecuación en el interior de R.) 

En general, la totalidad de las soluciones de una ecuación diferencial parcial es 
muy grande. Por ~jemplo, las funciones 

(6) u = x2 - y2, u = ex cos y, u = In (x 2 + y 2
), 

que son por completo diferentes entre sí, son soluciones de (J), como el estudiante 
puede comprobar. Se verá más tarde que la única solución de una ecuación diferencial 

) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) _¡ ) 
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parcial correspondiente a un problema físico dado se obtendrá mediante el uso de 
condi_c_¡ones adicionales que surgen del problema, por ~jemplo, la condición de que Ja 
soluc1on u asuma valores dados en la frontera de la región considerada ("condicioñes 
en la frontera") o, cuando el tiempo tes una de las variables, que u (o u = cJulcJ1 0 

ambas) estén prescritas en t = O ("condiciones iniciales"). ' 
Se sabe que si una ecuación diferencial ordinaria es lineal y homogénea, enton

ces, a partir de soluciones conocidas, pueden obtenerse otras soluciones por 
superposición. Para una ecuación diferencial parcial lineal y homogénea la situación 
es muy parecida. De hecho, el siguiente teorema es válido. 

Teorema 1 Teorema fundamental (Principio de superposición o linealidad) 

Si u, Y u, son suluciones cualesquiera de una ecuación diferencial parcial lineal y 
homogénea en alguna región R, en/onces 

donde c, y e, son constantes cualesquiera, /ambién es una solución de esa ecuación 
en R. 

La demostración de este importante teorema es sencilla y muy similar a la del 
teorema l de la sección 2.1 y se le deja al estudiante. 

La comprobación de las soluciones de los problemas 2-23 st, ha,ce como si se 
tratara de ecuaciones diferenciales ordinarias. Los problemas 24-35 se refieren a 
ecuaciones diferenciales parciales que pueden resolverse como si fueran ordinarias; a 
fin de ayudar al estudiante con ellos, se consideran dos ejemplos típicos. 

EJEMPLO 2 Encontrar una solución u(x, y) de la ecuación diferencial parcial u" - 11 = O 

Solución, Puesto que no está. presente ninguna derivada en y. esta ecuación puede n::solverst! como u" - u 
= O E11Ja sección 2 2 se habría obtenido u= Ae'" + Be-. con A y B constantes Aqui A y 8 pueden se1 
funciones de y, por lo que la respuesta es 

u(x. y) = A(v)e"' + B( v)e-z 

con funcione? arbitrarias A y B, por lo que se tiene una gran variedad de soluciones Comprobar el resul

tado por derivación 1/ 

EJEMPLO 3 Resolver la ecuación diferencial parcial 11,, = -11, 

Solución. Haciendo u,= p, se tiene P, = -p, p/p = -1. In p =-y+ e (x}. p = c(x}e • y por integración con 
respec10 a x·. 

ll(X. y) f(x)e-Y + g(y) donde f(x) = J, (x) dx; 

aquL}l.r)) g(y) son arbitrarias 11 

Problemas de la sección 11.1 

l. Demostrar el teorema fundamental I para c,cuaciones diferenciales de segundo onlén en 
dos y tres variables independientes 

1. Comprobar que las füncjones (6) son solucionc,s de (3) 

~' ! ,, ,) ) ) ,) ) ) 
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Comprobar que las siguientes funciones son soluciones de la ecuación de Laplace. 

3. u = 2xy 

6. u = ex seny 

4. u = x 3 - 3xy 2 

7. u = sen x senh y 

5. u = x4 - 6x2y2 + y4 

8. u = are tan (y/x) 

Comprobar que las siguientes funciones son soluciones de la ecuación de onda ( 1) para un 
valor adecuado de c. 

9. u = x 2 + 41 2 

11. u = cos 41 sen x 

10. u = x 3 + 3xt 2 

13. u = cos et senx 

11. u = sen 2ct sen2.t 
14. u = sen wct sen wx 

Comprobar que las siguientes funciones son soluciones de la ecuación del calor (2) para un 
valor adecuado de c. 

17. u = e-< sen3x 15. U = e- t COS X 

18. u = e- 4, cos wx 

16. U = e-Zt COS X 

19. u = e- lGt cos 2x 20. u = e- 11J
2
c

2
t sen wx 

11. Demostrar que u= 1/ )x' + y' + z' es una solución de la ecuación de Laplace (5). 
22. Comprobar que u(x,y) = a In (.x' + y1) + b satisface la ecuación de Laplace (3) y determinar 

a y b para que u satisfaga las condiciones en la frontera u O sobre la circunferenciax' + 
y'= J y u 5 sobre la circunferencia x' + y 1 = 9 

23. Demostrar que u(x, 1) = v(x + el)+ w(x - et) es una solución de la ecuación de onda ( 1 ); 
aquí. v y w son funciones cualesquiera derivables dos veces. 

Ecuaciones diferenciales parciales que pueden resolverse 
como ecuaciones diferenciales ordinarias 

Si una ecuación incluye derivadas con respecto a una sola variable, esta puede resolverse como 
una ecuación diferencial ordinaria, tratando la otra variable (o variables) como parámetros. 
Encontrar las soluciones u(x, y) de 

24, /(I = Ü 25. l/y o 
27. l/XI = Ü 28. Uy + 2yu 

J·laciendo u,= p, resolver 

31. o 

o 
26. "xx + 4u = O 

29. "x = 2.xyu 

o 

Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones dilerenciales parciales. 

33. ux = O, uy = O 34. "xx = O, llyy = O 35. Lrxx O, "xy 

MODELADO: CUERDA VIBRATORIA, ECUACIÓN DE ONDA 

o 

Como primera ecuación diferencial parcial importante, se deduce la ecuación que 
gobierna las pequeñas vibraciones transversales de una cuerda elástica, como las de 
una cuerda de violín. La cuerda se tensa hasta la longitud L y se fija en los extremos. 
Después se defonna y en algún instante, por ejemplo, t = O, se suelta dejándola vibrar 
El problema es detenninar las vibraciones de la cuerda, es decir, encontrar su deílexión 
u(.x, t) en cualquier punto x y en cualquier tiempo t > O; ver la figura 251. 

Cuando se establece una ecuación diferencial correspondiente a un problema 
fisico dado, por lo general es necesario hacer supuestos de simplificación para asegu
rarse de que la ecuación resultante no sea muy complicada .. Se sabe este hecho impor-

( ( ( ( e·, e. e e, e, o o o 

MODELADO: CUERDA VIBRATORIA, ECUACIÓN DE ONDA 

r 
o X X+ /.lx L. 

,,. .. 

T¡ 

Q 

Figura 251. Deflexión de una cuerda en el tiempo fijo t. 
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tante por el estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias, y para las ecuaciones 
diferenciales parciales la situación es similar.. 

Supuestos físicos. Se supone lo siguiente: 

l. La masa de la cuerda por unidad de longitud es constante ("cuerda homogé
nea"). La cuerda es perfectamente eláslica y no oji·ece resistencia alguna a la 
flexión 

2. La tensión causada por el estiramiento de la cuerda antes de f'Uarla en los 
extremos es tan grande que puede despreciarse la.fuerza gravitacional sobre 
la cuerda .. 

3. La cuerda realiza pequeilos mov)mientos transversales en un plano vertical; es 
decir, cada partícula de la cuerda se mueve estrictamente en la dirección vel'/i
cal y de tal modo que la deflexión y la pendiente en cada punto de la cuerda se 
mantienen siempre con valores absolutos pequeños 

Bajo estos supuestos puede esperarse que la solución u(x, t) de la ecuación diferencial 
que va a obtenerse describirá de manera razonable las pequeñas vibraciones de la 
cuerda fisica "no idealizada" de masa homogénea reducida sometida a una tensión 
grande. 

Ecuación diferencial a partir de fuerzas. Para obtener la ecuación diferencial se 
consideran las fuerzas que actúan sobre una porción pequeña de la cuerda (figura 
251 ) .. Puesto que la cuerda no ofrece resistencia a la ílexión, la tensión es tangencial a 
la curva de la cuerda en cada punto .. Sean T

1 
y T, las tensiones en los puntos extremos 

P y Q de esa porción. Puesto que no hay movimiento en la dirección horizontal, las 
componentes horizontales de la tensión deben ser constantes. Entonces, usando la 
notación de la figura 251, se obtiene 

(1) T1 cos a = T2 cos {3 = T = const. 

En la dirección vertical se tienen dos fuerzas, a saber, las componentes verticales -T, 
sen a y T, sen /3 de T, y T,; el signo menos aparece aquí porque esa componente en P 
está dirigida hacia abajo. Por la segunda ley de Newton, la resultante de estas dos 
fuerzas es igual al producto de la masa p tu: de la porción y la aceleración d2uldt2, 
evaluada en algún punto entre x y x + t,x; aquí pes la masa de la cuerda no flexionada 
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por unidad de longitud y t:,x es la longitud de la porción de la cuerda no flexionada. 
Por tanto, 

T2 sen f3 - T1 sen a 
a2 u 

p/:,.x-2. at 

Usando ( 1 ), esta expresión puede dividirse entre T
2 

cos f3 = T, cos ex= T, obteniéndose 

(2) 
T2 sen f3 
T2 cos f3 

tan f3 - tan a 

Ahora tan ex y tan /3 son las pendientes de la cuerda en x y x + &: 

tan a = -( i:Ju) 
ax X 

y tan {3 = (~u) . 
i:JX x+Ax 

En este caso es necesario escribir derivadas parciales porque u también depende de t. 
Así, al dividir (2) entre t:,.x se tiene 

1 [ (ªu) (ªu) J 
ÁX ax x+Ax i:JX X 

Si se hace que t:,x tienda a cero, se obtiene la ecuación diferencial parcial lineal 

(3) c2 
T 

p 

Ésta es la llamada ecuación unidimensional de onda, que gobierna el problema plan
teado. Se observa que es homogénea y de segundo orden. Se ha elegido la notación c2 

(en h.¡gar de e) para la constante física T/p para indicar que esta constante es positiva. 
"Unidimensional" indica que en la ecuación sólo interviene una variable espacial, x. 
Las soluciones se obtendrán en la siguiente sección. 

11.3 SEPARACIÓN DE VARIABLES, USO DE SERIES DE FOURIER 

En la sección anterior se demostró que las vibraciones de una cuerda elástica, como 
una de violín, están gobernadas por la ecuación unidimensional de onda 

(1) 
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dónde u(x, t) es la deflexión de la cuerda. Para determinar cómo se mueve la cuerda 
se resuelve esta ecuación; con mayor precisión, se determina una solución u de ( ¡) 
que satisfaga también las condiciones impuestas por el sistema fisico. Puesto qtíe la 
cuerda está fija en los extremos x = O y x = L, se tienen las dos condiciones en la 
frontera 

(2) ~t) = O, u(L, t) = O para toda t 

La forma del movimiento de la cuerda dependerá de la deflexión inicial (deflexión en 
·t = O) y de la veloc_idad inicial (velocidad en t = O). Al denotar la deflexión inicial por 
j{x) y la velocidad inicial por g(x); se obtienen las dos condiciones iniciales 

(3) l u(x, O) = f(x) 1 

y 

(4) au 1 - = g(x). 
i:Jt t=O 

El problema consiste ahora en encontrar una solución de ( 1) que satisfaga las condi
ciones (2)-( 4 ). Se procederá paso a paso, de la manera siguiente. 

Primer paso. Al aplicar el llamado método de separación de variables o método del 
producto, se obtendrán dos ecuaciones diferenciales ordinarias. 

Segundo paso. Se determinarán las soluciones de esas dos ecuaciones que satisfagan 
las condiciones en la frontera. 

Tercer paso. Usando series de Fourier, se hará la composición de estas soluciones, a 
fin de llegar a una solución de la ecuación de onda (1) que satisfaga también las 
condiciones iniciales dadas. 

Primer paso. Dos ecuaciones diferenciales ordinarias 

En el método de separación de variables, o método del producto, se determinan las 
soluciones de la ecuación de onda ( 1) de la forma 

(5) 1 u(x, !) = F(x)G(t) 

que son un producto de dos funciones, cada una de las cuales depende únicamente de 
una de las variables x y t. Se verá más adelante que este método tiene muchas otras 
aplicaciones en las matemáticas para ingeniería. Al derivar (5) se obtiene 

a2 u .. 
-= FG at 2 y a21; = F"G, 

ax 
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donde los puntos denotan derivadas con respecto a t y las primas, derivadas con res
pecto a .·e Al introducir estas expresiones en la ecuación diferencial (1) se tiene 

FG = c 2F"G. 

Al dividir entre c2FG, se encuentra 

F" 
p· 

Se afirma ahora que ambos miembros deben ser constantes. De hecho, la expresión 
del primer miembro depende tan sólo de t y la del segundo depende tan sólo de x, y si 
fueran variables, entonces al cambiar to x se afectaría únicamente el primer miembro 
o el segundo, respectivamente, sin alterar el otro miembro. Por tanto, 

F" 
k .. 

F 

Se obtienen así de inmediato dos ecuaciones diferenciales lineales ordinarias, a saber, 

(6) F" - kF = O 

y 

(7) 

Aquí, k sigue siendo arbitraria. 

Segundo paso. Satisfacción de las condiciones en la frontera 

Se detenninarán ahora las soluciones F y G de (6) y (7) de tal modo que u = FG 
satisfaga las condiciones en la frontera (2), es decir, 

u(O, t) = F(O)G(t) = O, u(L, t) F(L)G(t) = O para toda t. 

Resolución de (6). Si G = O, entonces u= O, que no es de interés. Por tanto, G = O y 
entonces 

(8) (a) F(O) = O, (b) F(L) = O. 

Para k = O la solución general de (6) es F =ax+ b, y por (8) se obtiene a= b =O.Por 
tanto, F= O, que no es de interés pues en tal caso u= O. Para k =µ'positiva la solución 
general de (6) es 

1 

e·· .. · /e- ( 
1 

( ( e ( ( - ( ( ( ( í 
,. 

( ( 
.. 

( ( ( e r·· (: (' C1 ( 
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y por (8) se obtiene F= O, como antes .. En consecuencia, sólo queda la posibilidad de 
elegir k negativa, por ejemplo, k = -p' .. Entonces la ecuación (6) asume la forma 

F" + p 2F = O. 

Su solución general es 

F(x) = A cos px + B sen px. 

A partir de esta expresión y de (8) se tiene 

F(O) = A = O y entonces F(L) = B senpL = O. 

Es necesario tomar B a= O ya que de otro modo F= O .. En consecuencia, sen pL = O. Por 
tanto 

(9) pL = n7T, de donde 
n1T 

p = -
L 

(n entero). 

Al hacer B = l, se obtiene una infinidad de soluciones F(x) = Fn(x), donde 

(10) F (x) = sen'!..!!. x n· L (n = l, 2, · · ·). 

Estas soluciones satisfacen (8). [Para un entero negativo n se obtienen en esencia las 
mismas soluciones, excepto por un signo menos, ya que sen (-a) -sen a.] 

Resolución de (7). La constante k está restringida ahora a los valores k= -p' = -{mr!L)2
, 

que resulta de (9) .. Para estas k, la ecuación (7) queda 

G + A/G = o donde 
L 

Una solución general es 

Por consiguiente, las funciones u/x, t) = F/x)Gp), escritas en forma desarrollada 

(11) (11 l, 2, · · ·), 

son soluciones de ( l ), las cuales satisfacen las condiciones en la frontera (2). Estas 
funciones se llaman las eigenfunciones, o funciones características, y los valores\, 
= cnn:IL se llaman los cigcnvalorcs, o valores característicos, de la cuerda vibratoria. 
El conjunto {A,, A.

2
, • • ·) se llama el espectro 

Discusión de las cigenfunciones. Se observa que cada un representa un movimiento 
armónico que tiene la frecuencia "A.J2n = cn/2L ciclos por unidad de tiempo Este 

\ 

(~ ci 
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~__JL O~, o '""-.._/. ~L 

n=2 n=3 n=4 

Figura 252. Modos normales de la cuerda vibratoria. 

movimiento se llama n-ésimo modo normal de la cuerda. El primer modo normal se 
conoce como el modo fundamental (n = 1) y los demás se conocen como armónicos; 
en música, dan la octava, la octava más la quinta, etc. Puesto que en ( 11) 

11'/TX 

sen L o en X= 
L 2L 
11 11 

n - 1 
--L n ., 

el 11-ésimo modo nom1al tiene n - J de los llamados nodos, es decir, puntos de la 
cuerda que no se mueven (además de los puntos extremos fijos; ver la figura 252). 

En la figura 253 se ilustra el segundo modo normal para varios valores de l. En 
cualquier instante la cuerda tiene la fonna de una onda senoidaL Cuando la parte 
izquierda de la cuerda se está moviendo hacia abajo la otra mitad se mueve hacia 
arriba y viceversa. Para los demás modos la situación es similar. 

La afinación se hace cambiando la tensión T, y la fónnula obtenida para la frecuencia 
í\. /2rc = cn/2L de u con e= TI p [ver (3), sección 11.2) confirma ese efecto pues indica 
q~e la frecuencia ;s proporcional a la tensión. T no puede incrementarse de manera 
indefinida, pero ¿sabe el estudiante qué hacer para obtener una cuerda con un modo 
fundamental alto? (Considere tanto L como p .. ) 

Tercer paso. Solución del problema completo 

Evidentemente, una sola solución uJx, t) en general no satisfará las condiciones ini
ciales (3) y (4). Ahora bien, puesto que la ecuación (1) es lineal y homogénea, por el 
teorema fundamental l de la sección 11.1 se sigue que la suma de un número finito de 
soluciones u es una solución de (1 ) .. Para obtener una solución que satisfaga (3) Y (4), 
se considera"la serie infinita (con A,,= cnrc/L como antes) 

(12) u(x, t) 

~ . . . . . . . -------. .. ------~~- .. ,: ~~;:A •, -·"•~~ .. ----------.. -.... ___ ........ . . ... 

X 

Figura 253. Segundo modo normal para varios valores de t. 

) ) ) _) ) ) ) : j ' ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ') :) } 
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) ) ) 

Satisfacción de la condición inicial (3) (dado el desplazamiento inicial). Por ( 12) y 
(3) se obtiene 

(13) u(x, O) f(x). 

Por tanto, las B,, deben elegirse de tal modo que u(x, O) quede como la serie senoidal 
de Fourier de.f{x); así, por (4) de la sección 10.5, 

(14) 
2 IL 11'/TX 

B = - f(x) sen- dx 
n L o. L , n = J, 2, · · ·. 

Satisfacción de la condición inicial (4) (dada la velocidad inicial). De manera si
milar, al derivar ( 12) con respecto a/ y usando ( 4 ), se obtiene 

au 1 [ 

00 

n?Tx] - = n~l (-BnAn senAnt + Bn*An cos Ant) sen-¡: t-O 
at t=O = -

00 

n rrx 
"-' B *A sen- = g(x), 
L.., n n L 

n=l ' 

Por tanto, las B" * deben elegirse de tal modo que para t = O la derivada aulat quede 
como la serie senoidal de Fourier de g(x); así, por ( 4) de la sección 11.5, 

o, como A,, = cnrc/ L, 

(15) = -- g(x) sen -- dx, 2 [L 11'/TX :] 

cn7T.
0 

L 11 = ], 2, .... 

Resultado. La discusión anterior indica que u(x, t) dada por (12) con coeficientes 
( 14) y ( 15) es una solución de ( 1) que satisface todas las condiciones (2), (3), ( 4) del 
problema planteado, siempre que la serie (12) converja y también lo haga la serie 
obtenida al derivar dos veces término a término (12) con respecto ax y t y que tenga 
las sumas a 2u/ax2 y a 2u/a12

, respectivamente, que son continuas, 

Solución (12) establecida. De acuerdo con la discusión anterior, la solución (12) es 
en principio una expresión puramente formal, pero en seguida se establecerá. A fin de 
simplificar, sólo se considera el caso en que la velocidad inicial g(x) forma una iden
tidad con cero, Entonces las B,, * son cero y ( 12) se reduce a 

(16) u(x, t) 
C/1'/T 

L 

) ) ) j {), '') 'Yii :zi J J •.¡ '··~ 
•. :í 
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J:;.s posible sumar esta serie, es decir, escribir el resultado en una forma cerrada o 
finita. Para ello se usa la fórmula [ ver ( 11 ), apéndice 3 .. 1) 

cos c~.
77

1 sen 't x = ~ [ sen {'t (x - et)} + sen{'~~ (x + et)} l 
Por consiguiente, ( 16) puede escribirse en la forma 

Estas dos series son las obtenidas al sustituir x - et y x + et, respectivamente, para la 
variable x en la serie senoidal de F ourier ( 13) paraj(x). Por tanto, 

(17) 1 u(x, t) = H f*(x - et) + f*(x + et)] ,j 

dondef" es la extensión periódica impar defcon el periodo 2L (figura 254). Puesto 
que la deflexión inicialj{x) es continua en el intervalo O ;;ax ;;a L y es cero en los puntos 
extremos, por (17) se sigue que u(x, 1) es una función continua de las dos variables x 
y t para todos los valores de las variables. Al derivar (J 7) se observa que u(x, t) es una 
solución de ( 1 ), siempre que.f(.x) sea derivable dos veces en el intervalo O< x < L, y 
que tenga segundas derivadas laterales en .x = O y x = L, que son cero .. Bajo estas 
condiciones, u(x, t) se establece como solución de(]), satisfaciendo (2)-(4). 111 

Figura 254. Extensión periódica impar de f(x). 

Si j'(.x) y .f"(.x) sólo son continuas por secciones (ver la sección 6.1 ), o si las 
derivadas laterales son diferentes de cero, entonces para cada t habrá un número finito 
de valores de.x en los que las segundas derivadas de u que aparecen en ( 1) no existen .. 
Excepto en estos puntos, la ecuación de onda seguirá satisfaciéndose, y entonces u(x, 1) 
puede considerarse como una "solución generalizada", como se le conoce, es decir, 
como una solución en un sentido más amplio. Por ejemplo, una deflexión inicial trian
gular como la del ejemplo 1 (siguiente) lleva a una solución general.izada. 

La representación ( 17) tiene una interesante interpretación fisica, como sigue. La 
gráfica dej"'(x- et) se obtiene a pa1iir de la gráfica de.f"(x) moviendo esta última et 
unidades a la derecha (figura 255). Esto significa quef"(x-et) (e> O) representa una 

Figura 255. Interpretación de (17) .. 

) 

@Q;l@l@(lli:,Qf)@ 
1 
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onda que se desplaza a la derecha cuando t se incrementa. Oe manera similar,.f"(x + 
el) representa una onda que se despla.za a la izquierda, .Y u(x, 1) es Ja superp9sición de 
estas dos ondas. 

E,JEMPLO 1 Cuerda vibratoria si la deflexíón inicial es :~;?'lQU!ar 

Encontrar la solución de Ja ecuación de onda ( l) ~orrespond.icnte a la dcflexión inii;;i~l triangul;ir 

-x 

(

2k 

L. 
f(x) = 315. 

L <L. 

L. 
Si Ü <X~ Z 

L 
x) si 2 < r < 1,. 

y a la velocidad ini.cial cero [En la parte superior de la ligura ;¡~6 se Hustra./l.x) se ¡1(x, O).] 

Soludón. Pue.sto que g(x) ,a O, se tienes,:= O en ( 1,2) y por el ejemplp I de la sección 1 O 5 se observa que 

los B,, están dado.s por (5). seccipn 10.5. Por lanlo, ( ! 2) .asume la forma 

u(x, t) 
.Bk [ 1 ·rr ,re 1 3,r 3,rc 
-. - sen-x cos -r - - sen--,,x cos -1 + -
,r2 . l 2 · L · L. 3.z L . L. J 

Para trazar la ¡iráfica de 1.a solución puede usars~ u(x. O) = J(x) y la inlerpretación anterior de las dos 
funcion.es en la representación () ?). Esto lleva a la gráfica ilustrada en la figura 256, en la página 
siguien~e 

Problemas de la sección 11.3 

Enconuar la deflexión u(x, 1) de la cuerda víbrator:ia (longitud L re, extremos fijos y e' Tlp = 1) 
correspondiente .a la velocidad inicial cero y a la deflexión inicial: 
l.002senx 2.ksen3x 3.k(s~nx-sen2x) 

\~. 
a Tí X 

7. k( rrx - x 2 ) 

' X ,r d.[. 
2 4 

Tí 

Encontrar la dellexíón u(x, 1) de la cuerda vibratoria ( longitud L.= ir, extremo.s _fijos, e'= 1) si 
la deflexión inicialfix) y la velocidad inicial g(.,) son 

10 . .f = O, g(x) = 0.1 sen2x 11. f(x) = 0 .. 1 senx, g(x) = -0.2 senx 

12 . .f = O, g(x) = O.Olx si O;§ x ;a, i¡?T, g(x) = O.Ol(rr - x) si i¡rr < x ;§ 7T 

13. ¿De qué manera se afecta la altura del tono fundamental a·I duplicar la tensión de una 
cuerda'.' 

14. ¿De qué manera la frecuencia del modo fundamental de la cuerda vibratoria depende de la 
longitud de la misma, de la tensión y de la masa por unidad de Jongi¡ud? 

15. ¿Cuál es la razón e.ntre las amplitudes del modo fundamental y del segundo armónico en 
el problema 7? ,¿Cuál es la razón a, 2/(a,' + a/ + ·· ·)?Sugerencia. Usar la identidad de 
Parseval de la secdón 1 0 .. 8. 

www.elsolucionario.net
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~ t = o 

O L 

J.f• (x + !: ) _,_ -e>- i,r• (:x: - !:) 
2 5~-, 5 ,- .-- < 1

~t=Ll5c 

V"'-------:::::,,.=¡ t = 2L/5c 

t = L/2c 

tr·rx+ Ti-.__ ,,- tr·r:x:- '!!:) 
i ::-,,~1 

5 
1=3L/5c _______ _,, 

~J }t•(x-L) 

= tt• (:x: ·• L) 

~lt=Llc 

Figura 256. Solución u(x, t) del ejemplo 1 para varios valores de t (parte derecha 
de la figura) obtenida como la superposición de una onda que se desplaza a la 
derecha (línea discontinua) y una onda que se desplaza a la izquierda (parte 

izquierda de la figura). 
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26. Suponer que la fuerza externa es seno ida!, por ejemplo, P = Ap sen (J)I. Demostrar que 

00 

nrrx 
Plp = A senwl = 'í;; kn(t) ser,L 

n=l 

donde k.(t) = (2A/mr)( 1 - cos nn) sen wt; por consiguiente, k. = O (n par) y k. = (4Alnn) 
sen wt (n impar). Además, demostrar que la sustitución de 

00 

n7TX 
u(x, t) = ¿ Gn(I) sen en(!) da O, 

n=l 

27. Demostrar que al sustituir 11 y Plp del problema 26 en (18) se obtiene 

C/11T 

T· 

Demostrar que si \ 2 oó al, la solución es 

A = n 
cnrr 

L 

28. Determinar B. y B.* del problema 27 de tal modo que 11 satisfaga las condiciones iniciales 
11(.x. O)= j(x), u,(x, O)= O. 

29. Demostrar que en el caso d.: resonancia (A,,= w). 

A 
Gn(t) = Bn cos w/ + Bn* sen w/ - -;;-;;:;:; (1 - cos nrr)t cos wt 

30. Demostrar que un problema ( 1)-(4) con condiciones en la frontera más complicadas, poi 
ejemplo, 11(0, t) = O, u(l, 1) h(I), puede reducirse a un problema para una nueva función 
v que satisface las condiciones v(O, t) = v(l. t) = O. v(x, O)= J,(x), v,(x, O)= g

1
(x) pero a una 

ecuación de onda no homogénea, Sugerencia. Hacer 11 = v + w y determinar w de manera 
apropiada. 

11.4 SOLUCIÓN DE D'ALEMBERT DE LA ECUACIÓN DE ONDA 

Encontrar las soluciones u(x, y) <ie las ecuaciones siguientes por separación de variables. Es interesante observar que la solución ( ¡ 7), sección J J ,3, de la ecuación de onda 

16. ux + uy = o 17. 

19. yux - xuy = o 20. 
22. ux + uy = 2(x + y)u 23. 

u -
X 

u=+ 
UX1J -

uy = o 
uYY = O 
u = o 

18. xux - yuy = O 

21. ux - yuy = O 

24. x 2uxy + 3y2 u = O 

Vibraciones forzadas de una cuerda elástica 

25. Demostrar que las vibraciones forzadas de una cuerda elástica están gobernadas por 

(18) 

donde P(x, t) es la fuerza externa por unidad de longitud que actúa perpendicular a la 
cuerd~. 

) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) j ) ) !, ) ) ), ) ) ), ) ): 

(1) 
a2 u c2 __ 

ax2 ' 

T 
c2 = -

p 

puede obtenerse de manera inmediata al .hacer la transformación adecuada de ( 1 ), a 
saber, introduciendo las nuevas variables independientes' 

(2) V = X + Cl, Z = X - Cl. 

1 Cabe mencionar que la teoría general de las ecuaciones diferenciales parciales proporciona una manera 
sistemática para encontrar esta transformación que simplificará la ecuación Ver la referencia [C9] en el 
apéndice 1 

'j ) ), ) ) ··t 
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Entonces u queda como una función de v y z, y las derivadas de ( I) pueden expresarse 
en términos de derivadas con respecto a v y z mediante la aplicación de la regla de la 
cadena de la sección 8.8. Al denotar las derivadas parciales con subíndices, a partir de 
(2) se observa que v, 1 y z, J, Para simplificar se denota u(x, t), como función de 
v y z, con la misma letra 11. Fntonces 

Al aplicar la regla de la cadena en el segundo miembro y usando v, 
encuentra 

y z, = 1 se 

La otra derivada de ( 1) se transforma con el mismo procedimiento, encontrándose 

Al incluir estos dos resultados en (]) se obtiene (ver la nota de pie de página 2 del 
apéndice 3.2) 

(3) ¡ azu ¡ u =--=O 
uz az au · 

Evidentemente, el punto del presente método es que la ecuación resultante (3) puede 
resolverse con facilidad por dos integraciones sucesivas. De hecho, al integrar con 
respecto a z se encuentra 

au 
ao 

h(v) 

donde h(v) es una función arbitraria de v. La integración con respecto a v da como 
resultado 

u = J h(v) dv + 1/1(z) 

donde Vl(:z) es una función arbitraria de z. Puesto que la integral es una función de v, 
por ejemplo, ,p(y), la solución u es de la forma u= </>(v) + V'(z). Por (2), 

(4) u(x, t) = q,(x + el) + ip(x - el). 

Esta expresión se conoce como la solución de D' Alembert2 de la ecuación de onda ( 1 ). 
Esta deducción fue mucho más elegante que el método de la sección 11.3, pero el 

método de D' Alembert es especial, en tanto que el uso de series de Fourier se aplica 
a varias ecuaciones, corno se verá. 

' JEAN LE ROND D'ALEMBERT (171 7-1 783), matemático francés, quien es conocido también por sus 
importantt!s trabajos en mecánica 

1 
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Solución de D' Alembert que satisface las condiciones iniciales. Estas son 

(.5) u(x, O) 

"lv m """t\"'-, v¡ 

f(x) 

g{x) 

~orno en la sección 1 J.J. Al derivar (4) se tiene 

(7) u/x, t) = t<f;' (x + et) - cip' (x - et), 

donc;e las primas denotan derivadas con respecto a los argumentos completos x + et Y 
x - et, respectivamente .. Por (4)-(7) se tiene 

(8) 

(9) 

u(x, O) 

u¡(x, O) 

<f;(x) + 1/1(x) = f(x), 

eq,'(x) - c1/f1 (x) = g(x). 

Al dividir (9) entre e e integrar con respecto ax, se obtiene 

(10) 
J X 

rp(x) - if1(x) = k(x0 ) + ;; J g(s) ds, 
xo 

Si se suma esta expresión a (8), entonces y, se cancela y al dividir entre 2 se obtiene 

(11) rp(x) 
J J X i 

2 f(x) + 
2

e J g(s) ds + 2 k(x0) 
XQ 

De manera similar, al restar ( 1 O) de (8) y dividir entre 2 se obtiene 

(12) 
I I x I 

ip(x) = - f(x) - - J g(s) ds - - k(x0 ). 
2 2e 2 

XQ 

En (JI) se sustituye x por x + et; se obtiene así una integral de x0 ax+ et. En ( I 2) se 
sustituye x por x - et y se obtiene una integral de x 0 ax - et con signo menos o una 
integral de x - et a x

0 
con signo más. Al sumar se obtiene justamente la expresión que 

se necesita en ( 4 ); por tanto, el resultado final es 

(13) u(x, t) 
l l Jx+ct 
- [f (x + et) + f(x - et)] + - g(s) ds. 
2 · 2c x-ct 

Si la velocidad inicial es cero, se observa que esta expresión se reduce a 

( 14) u(x, t) = t[J(x + el) + f(x - et)], 

o 
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que concuerda con ( I 7) de la sección J J ,3. El estudiante puede demostrar que debido 
a las condiciones en la frontera (2) en esa sección, la función/ debe ser impar y debe 
tener periodo 2L. 

El resultado obtenido indica que las dos condiciones iniciales y las condiciones 
en la frontera determinan la función de manera única. 

La solución de la ecuación de onda por los métodos de la transformada de Laplace 
y de Fourier se presentará en las secciones 11. 13 y 11. 14. 

Problemas de la sección 11.4 

Usando ( 14 ), trazar una figura (del tipo de la figura 256, sección 11.3) de la deflexión u(x, t) 
de una cuerda vibratoria (longitud l = 1, extremos fijos, e= 1) empezando con una veloci
dad inicial cero y las siguientes deflexiones inicialesj(x), donde k es pequeña, por ejemplo, 
k= 0.01. 

l. f(x) 

4. f(x) 

kx(I - x) 

k(x 2 - x 4 ) 

2. f(x) = k sen 2rrx 

S. f(x) = k sen 2 rrx 

3 . .f(x) 

6. f(x) 

7. Demostrar que e es la rapidez de las dos ondas dadas por ( 4 ). 

k(x - x 3 ) 

k(x3 - x 5 ) 

8. Si un alambre de acero de 2 metros de largo pesa 0,8 nt (aproximadamente O. 16 lb) y se 
estira por una fuerza tensora de 200 nt (unas 45 lb), ¿cuál es la rapidez e correspondiente 
de las ondas transversales? 

9. ¿Cuáles son las frecuencias de las eigenfunciones del problema 8? 

JO. Resolver la ecuación ele una cuerda de longitud L 

que se mueve en un medio elástico (y'= const, proporcional al coeficiente de elasticidad 
del medio), que está fija en los extremos y sujeta al desplazamiento inicial j(x) y con 
velocidad inicial cero. 

1 l. Demostrar que, debido a la condición en la frontera (2) de la sección 113, la función/de 
( 14) de la presente sección debe ser impar de periodo 2l. 

Usando las transformaciones indicadas, resolver las siguientes ecuaciones., 

12. "xv - UYY O (v = X, z = x + y) 

13. xuxy = yuYY + "v (v = x, z = xy) 

14. ti= 2uxy + uyy O (v x, z = x + y) 

15. "xx + 2u""J + uyy O (v = x, z = x y) 

16. uxx + "xy - 2uYY O (v = x + y, z 2x - y) 

17. uxx 4ur,J + 3uyy = O (v = x + y, z = 3x + y) 

Tipos y formas normales de ecuaciones diferenciales parciales lineales. Se dice que una 
ecuación de la forma 

(15) 

es elíptica si AC-B' > O, parabólica si AC - B' O e hiperbólica si AC-B' < O [Aquí, A, B. 
C pueden ser funciones de x y y, y el tipo de ( 15) puede ser diferente en diferentes partes del 
plano.,y..J · 
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·1 -~,: '1), 

18. 

19. 

20. 

Demostrar que 

La ecuación de Laplace u,,+ u,,= O es elíptica, 

la ecuación del calor u, c'u,, es parabólica, 

la ecuación de onda uu = c 2u .. 'l,. es hiperbólica. 

la ecuación de Tricomiyu,, +u,,,= O es de tipo mixto (elíptica en el semi plano superior 
e hiperbólica en el semiplano iri'ferior) 

Si la ecuación ( 15) es hiperbólica, puede transformarse a la/arma normal u.,,= F*(v, z, u, 
u,. u) haciendo v = <t>(x,y), z = 'l1(x, y), donde<!>= const y 'I' = const son las soluciones y 
= y(x) de la ecuación AyQ -2By' + C= O (ver la referencia [C9])., Demostrar que en el caso 
de la ecuación de onda ( 1 ), 

Q) =X+ CI, 'JI = X - CL 

Si ( 15) es parabólica, la sustitución v = x. z 'f' (x, y), con 'l' definida como en el 
problema 19, la reduce a la forma normal u,,.= F*(v, z, u, u,,, u,). Comprobar este resultado 
para la ecuación u..1.,,. + 2u.i:" + u.

1
,, O 

Vibraciones de una viga. Puede demostrarse que las pequeñas vibraciones libres verticales de 
una viga uniforme (figura 257) están gobernadas por la ecuación de cuarto orden 

a2u a4 u 
(16) - + c 2 - = O at 2 ax 4 (Ref [C9].) 

donde e'= ElfpA (E= módulo de elasticidad de Young, I = 11Jomento de inercia de la sección 
transversal con respecto al eje y en la figura, p densidad, A área de la sección transversal) 

" 
y 

Figura 257. Viga no deformada del problema 21. 

21. Sustituyendo u= F(x)G(y) en ( 16) y separando variables, demostrar que 

F<4>/F = -Glc 2G = /3 4 = co11St, 

F(x) A cos f3x + B sen f3x + C cosh f3x + D senh f3x, 

G(I) a cos cf3 2 t + b sen cf3 2 t 

22. Encontrar las soluciones u.= F.(x)G.(t) de ( 16) correspondientes a la velocidad inicial 
cero y que satisfagan las condiciones en la frontera (ver la figura 258) 

u(O, t) = O, u(L, t) = O (extremos simplemente apoyados para lodos los instantes 1), 

u,, (0. 1) = O, u"(L. t) O (momentos cero. por consiguiente curvatura cero, en los extremos) 

Figura 258. Viga del problema 22. 

') ·D ?) ':} :0 ) 
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2.3. Encontrar la solución de ( 16) que satisface las condiciones del problema 22 Y la condición 
inicial u(x, O)= j(x) =x(L-x). 

24. Ccimparar los resultados del problema 23 y del problema 7, sección 11.3 .. ¿Cuál_ es la 
diferencia básica entre las frecuencias de los modos normales de la cuerda vibratoria Y la 
viga vibratoria? 

25. ¿Cuáles son las condiciones en la frontera si la viga está empotrada en ambos extremos? 
(Ver la figura 259.) 

o x=L 

Figura 259. Viga del problema 25. 

26. Demostrar que F(x) del problema 21 satisface las condiciones del problema 25 si f3L es 
una raíz de la ecuación 

(17) cosh f3L cos f3L = 1. 

27. Determinar las soluciones aproximadas de ( 17). 

28. Si la viga está empotrada a la izquierda y está suelta en el otro extremo (figura 260), las 
condiciones en la frontera son 

29. 

30. 

u(O, t) = O, ux(O, 1) O, uxx(L, 1) = O, 

Demostrar que F(x) del problema 21 satisface estas condiciones si /3L es una raíz de la 
ecuación 

(18) cosh f3L cos f3L = - 1. 

1 
1 
1 

x=O x=L 
Figura 260. Viga del problema 28. 

Encontrar las soluciones aproximadas de ( 18). 

Las vibraciones longitudinales de una barra o varilla cl:istica en la dirección del eje x 
están gobernadas por la ecuación de onda u = c2u , e'= Elp (ver Tolstov (C 11 J, p. 275). Si 
la varilla está sujeta en uno de los extremos.\= O,'; está suelta en el otro, x = L, se tiene u(O. 
t) O y u .(L, 1) = O (ya que la fuerza en el extremo suelto es cero). Demostrar que el mo
vimiento ~orrespondiente al desplaw.miento inicial u(x, O)= j(x) y a la velocidad inicial cero es 

u = L An senpnx cos PnCI, 
n=O 

2 L 

An = L J f(x) sen PnX dx, 
o 

Pn = 
(2n + 1),r 

2L 

31. (Ecuación de Airy) Demostrar que por separación de variables a partir de la ecuación de 
Tricomi (problema J 8) puede obtenerse la ecuación de Airy G" - yG = O, (Para las solu
ciones, ver la página 446 de la referencia [ 1 J mencionada en el apéndice 1 Ver asimismo 
el problema de repaso 30 del capítulo 5.) 

1 

e e 
1 ) 1 1 
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11.5 ECUACIÓN DEL CALOR: SOLUCIÓN POR SERIES DE FOURIER 

De la ecuación de onda se pasa ahora a la siguiente ecuación "grande'\ la ecuación 
del calor 

cz 
K 
ap 

que da la temperatura u(x, y, z, t) de un cuerpo de material homogéneo. Aquí c2 es la 
difusividád térmica, K es la conductividad tém1ica, aes el calor especifico y pes Ja den
sidad del material del cuerpo. v'2 u es el Japlaciano de u, y con respecto a las coordena· 
das cartesianas x, y, z, 

(La ecuación del calor se dedujo en la sección 9 .. 8.) 
Como importante aplicación, se considera primero la temperatura de una barra o 

alambre delgados de sección transversal constante y material homogéneo, la cual se 
orienta a lo largo del eje x (figura 261) y está aislada perfectamente en su superficie 
lateral, de tal modo que el calor sólo fluye en la dirección x. Entonces u depende 
únicamente de x y del tiempo t, y la ecuación del calor queda como la ecuación 
unidimensionai del calor 

(1) 

Esta expresión parece diferir muy poco de la ecuación de onda, que tiene un término 
u,, en lugar de u,, pero se verá que esto hará que el comportamiento de las soluciones 
de ( 1) sea por completo diferente al de las soluciones de la ecuación de onda .. 

Se resolverá ( 1) para algunos tipos importantes de condiciones en la frontera e 
iniciales. Se empieza con el caso en que los extremos x O y x = L de la barra se 
mantienen en la temperatura cero, de tal modo que se tienen las condiciones en la 
frontera 

(2) u(O, t) = O, u(L, t) = O para toda t, 

y la temperatura inicial de la barra es.f(x), por lo que se tiene la condición inicial 

(3) u(x, O) f(x) [fix) dada). 

O L 

Figura 261. Barra bajo consideración .. 

o CD 
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Se determinará una solución u(x, t) de ( 1) que satisface (2) y (3)-una condición inicial 
será suficiente, a diferencia de las dos condiciones iniciales para la ecuación de onda. 
Técnicamente, el método discutido será un paralelo del de la ecuación de onda de la 
sección 11.3: una aplicación de la separación de variables, seguida del uso de series de 
Fourier. El estudiante puede encontrar ilustrativa una comparación paso a paso. 

Primer paso. Dos ecuaciones diferenciales ordinarias. Al sustituir 

(4) u(x, t) = F(x)G(t) 

en (]) se obtiene FG = c1F"G con G = dG!dt y F" = d'Fldx1
• Para separar las varia

bles, se divide entre c2FG, obteniéndose 

G F" 
(5) F 

El primer miembro sólo depende de t y el segundo lo hace sólo.~e x, por lo que ª1:1bos 
miembros deben ser iguales a una constante k (como en la secc10n 11.3). El estudiante 
puede demostrar que para k ~ O la solución única u= FG que satisface (2) es u= O. 
Para k = -p' negativa se tiene por (5) 

G 
c 2 G = 

F" 

F 
= -pz. 

Se observa que esta expresión da como resultado las dos ecuaciones diferenciales 
ordinarias lineales 

(6) F" + p 2 F o 

y 

(7) o. 

Segundo paso. Satisfacción de las condiciones en la frontera. Se resuelve 
primero (6). Una solución general es 

(8) F(x) = A cos px + B senpx. 

Por las condiciones en la frontera (2) se sigue que 

u(O, t) = F(O)G(t) = O y u(L. t) = F(L)G(t) = O. 

Puesto que G = O daría como resultado u= O, se requiere que F(O) = O, F(L) O y por 
(8) se obtiene F(O) = A = O y entonces F(L) = B sen pL = O, c0n B * O (a fin de evitar 
F = O); por tanto, 

sen pL O, por tanto p 
117T 

T· 11 = ], 2, .... 
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Así, al hacer B = 1, se obtienen las siguientes soluciones de (6) que satisfacen (2): 

11 = 1' 2, . : . 

(Como en la sección 11.3, no es necesario considerar valores enteros negativos den.) 
Se resuelve ahora la ecuació.n diferencial (7), que para p = nnl L, como acaba de 

obtenerse, es 

G + A/G 
Cll'IT o donde 
L 

Tiene la solución general 

11 = !, 2, .. 

Donde B,, es una constante. Por tanto las funciones 

(9) (n !, 2, .. ·) 

son soluciones de la ecuación del calor ( l ), las cuales satisfacen (2) .. Estas son las 
eigenfuncioncs del problema, que corresponden a los eigenvalores ')..."= cnnll. 

Tercer paso. Solución del problema completo. Hasta este punto se tienen las 
soluciones (9) de (1) que satisfacen.las condiciones en la frontera (2). Para obtener 
una so)ución que también satisfaga la condición inicial (3), se considera una serie de 
estas eigenfunciones, 

(10) u(x, t) = ~ un(x, t) 
n=l 

A partir de esta expresión y de (3) se tiene 

u(x, O) n'ITX 
~ BnsenL 

n=l 

C/17T) 
L . 

f(x). 

Así, para que ( l O) satisfaga (3), las B,, deben ser los coeficientes de la serie senoidal 
de Fourier, como se dan por (4) de la sección 10 .. 5; por tanto, 

(11) 
2 JL ll7TX 

Bn = L f(x) senL dx 
o 

(n 1, 2, · ·). 

La solución del problema planteado puede establecerse, suponiendo que fix) es 
continua por secciones en el intervalo O ;;áx;;;: L (ver la sección 6. 1) y que tiene deriva
das laterales' en todos los puntos interiores de ese intervalo; es decir, bajo estos su-

~ Ver la nota de pie de página 7 de la sección 10.2 

) j j ) ) 
~ 
1 ) ) ·; / j ~) J ) ) ,; . ..! _, .) 
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puestos la serie ( l O) con coeficientes (11) es la solución del problema físico plantea
do .. La demostración, que requiere del conocimiento de la convergencia uniforme de 
series, se dejará para más adelante (problemas 23 y .24 de la sección 14 .. 6). 

Debido al factor exponencial, todos los términos de ( l O) tienden a cero cuando 1 

tiende a infinito .. La rapidez del decremento varía con n" 

EJEMPLO 1 Temperatura inicial senoidal 

Encontrar la temperatura u(x, t) de una barra de cobre con aislamiento lateral de 80 cm de largo si la 
temperatura inicial es 100 sen (m:/80) ºC y los extremos se mantienen a O ºC ¿En cuánto tiempo deseen~ 
derá a 50 ºC la lempCratura máxima de la barra., Empezar con una conjetura, para después calcular la 
respuesta Datos fisicos del cobre: densidad 8.92 g/cm', calpr cspccifi~o 0.092 cal/g ºC. conductividad 
t6nnica O 95 cal/cm s ºC 

Solución. Por la condición inicial se obtiene 

u(x. 0) )' B 117TX 

~:'i 1l sen so f(x) 
TrX 

100 sen 
80 

. 

En consecuencia. por inspección o por ( 10) se obtiene B, 1 OO. B, = B, = = O En ( J.0) se necesita'-,'= 
thr'IL' .. donde e'= Klap = O 9510 092 8.92 = 1 158 [cm'is] Se obtiene por tanto\'= l 158 9.870/6 400 = 
·Ü 001785 [s-'J La solución ( 10) es 

u(x, 1) 100 sen 1TX e-o 001785t 
80 

Además. IOOe"'"""'' = 50 cuando t = (In O 5)/(-0001785) = 388 [segundos]= 6.5 .[minutos]. 11 

EJEMPLO 2 Rapidez del descenso de la temperatura 

Resolver el problema del ejemplo I cuando la temperatura inicial es 100 sen (Jn:x/80) ºC y los datos 
restantes son los mismos 

Solución. En ( 10) .. en lugur den= 1 se tiene ahora n = 3 y'-,'= 3''-,' = 9 O 001785 = O O 1607, por lo que 
ahora la solución es 

'(( • 1) - JOOscn 3
1rx,,-00Hi07t .. ,, - 80 

En consecuencia. la temperatura máxima desciende a 50 ºCent= (In O 5)/(-0.01607) = 43 [segundos]. 
que es mucho mas r3pido (9 veces más rápido que en el problema J) 

Si se hubiera escogido unan mils grande. el dcscc:nso habría sido aun rnits rápido, y en una suma o 
sait: de los t~nninos. cada uno de ellos tiene su propia rapidez de descenso y los tt!rminos con n grandt~ 
son pnicticaml!nte O dcspuCs de un tiempo muy corto El ejemplo siguiente es de este tipo, y la curva de la 
figura 262 correspondiente a t = O 5 se parece a una curva senoidal: es decir. es pni.cticamente la grá.ficci 
de! primer término de la solución · 1 

EJEMPLO 3 Temperatura inicial "triangular" de una barra 

Encontrar la temperatura de la barra con aislamiento lateral de longilud L. cuyos extremos se conservan a 
la temperatura O, suponiendo que la temperatura inicial es 

{ .\ 

f(x) = L 
si 

si 

Ü < X < L./2, 

L/2 <X< l. 

(!::.n la parte superior de la figura 262 se ilustra esta función para el caso especial en que L.= rr) 

\ 1 

;"'.'@ (;) (&.1 @ OCOOGC) 
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X 

~s 
X 

f~-----1=2 
~ =:::::::---..1 

rr X 

Figura 262. Soluciór;i del ejemplo 3 
para L = 1r:, e= 1 y varios valores de t.. 

Solución. Por ( 11) se obtiene 

( 11 *) 2 (JU2 f17TX : x sen-- d.\ -+ 
L 

O 
L 

[. 

[ 
ll7TX ) tL - x) sen-L d.r 

·u2 
B,, 

. 4L[ TTX [ ('-rr) 2] J 3-rrx [ (Jc-rr)2] u(~ .. t) = 2 sen-exp -- - t - -sen-exp - -- 1 + --rr L. L. 9 L. L. J 
La figura 262 indica que la te"mperatur.a desciende cuando t se ·incrementa. como consecuencia de la 
pérdida de calor debida al enfriamiento de los extremos 

El estudiante puede comparar la figura 262 con la figura 256 de la sección 11 3 y comentar 1 

E,JEMPLO 4 Barra con extremos aislados. Eigenvalor o 
Encontrar una fórmula de las soluciones de ( 1 ). (3) con (2) reemplazada por la condición de que ambos 
extremos de la barra est.in aislados 

Solución.. Experimentos físicos indican que la rapidez del flujo de calor es proporcionul al gradiente de la 
temperatura Por tanto. si los extremos x = O y x = L de la barra est.in aislados. de tal modo que no ef: 
posible el tlujo del calor por los extremos. se tienen las condiciones en la frontera 

(2*) 11x(O, .1) = O, "x(L. t) = O para toda t. 
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Puesto que u(x. 1) = F(x)G(t), se obtiene 

ux(O, t) = F'(O)G(t) = O, uz(L, !) = F'(L)G(t) o. 

Al derivar (8) se tiene F'(x) = -Ap sen px + Bp cos px, de donde 

F'(O) = Bp = O y entonces F'(L) -Ap sen pl. O. 

Por la segunda de estas condiciones se obtiene 

P = Pn 

Por esta expresión y (8) con A= 1 y B =Ose obtiene 

mr 

L' 

nrrx 
F,,(x) = cos L , 

Con GH como anles a partir de e.5ta expresión se obtienen las cigenfunciones 

(12) 

11 o, l, 2, .... 

17 O, l, 2," 

(n = O, 1, · ·) 

correspondientes a los eigcnvalores "" = cnrcll. Estos ultimas son como antes, pero ahora se tienen el 
eigenvalor A.

11 
= O y la eigcnfunción u

0 
= const adicionales. que es la solµción del problema si la tempera~ 

tura inicial/{x) es constante. Se demuestra asi el notable hecho de que una constante de separación bien 
puede ser cero y que cero puede ser un eigcnvalor 

Además. mientras que (9) dio una serie senoidal de Fouricr, por ( 12) se obtiene ahora una serie cosenoidal 

de Fourier 

(13) u(x, t) ¿ u,.(x, t) 
n=O 

con coeficientes resultantes de la condición inicial (3), 

u(x, 0) 

en la forma [ver (2), sección 10,5) 

(14) 
J L 

A 0 = -L J f(x) dx, 
' o 

nrrx ¿ Ancos-¡-
n=O ' 

f(x), 

An 
2 JL nrrx 
- f(x) cos -L dx, 
L. o ' 

~) 
L. 

n I, 2, 11 

EJEMPLO 5 Temperatura inicial "triangular" de una barra con extremos aislados 

Encontrar la temperatura de la barra del ejemplo 3, suponiendo que los extremos están aislados (en lugar 
de conservarse a la temperatura cero) 

Solución.. Para la temperatura inicial triangular, por ( 14) se obtiene A,,= L/4 y (ver también el ejemplo 1 
.de la sección I O 5 con k = l/2) 

A = ~ [Ju\ cos ::.!!!. dx + J\L - x) cos n:x dx] 
n Lo L.' L/2 

2L ( tm 
112

rr2 2 cos 2 - cos nrr 

:> J. ) ) '_) i ) ~) ) ) ) ,\ ) D D ) 0") . ~ \ 
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_J. .Jr 

Por r.anto la solución ( 13) es 

L 8L { 1 2rrx [ (2crr)
2 J u(x, t) = 4 - rr2 Í2cosL exp - L t 

Se observa que los términos se decrementan cuando r se incrementa y que u-? L/4, el valor medio de la 
temperatura inicial. Esto es plausible porque no es posible que escape calor de esta barra totalmente 
aislada En contraste. el enfriamiento de los extremos en el ejemplo 3 llevó a una pérdida de calor y u ~ O, 
la temperatura a la que se conservan los extremos 1 

Flujo de calor bidimensional de estado estacionario 

La ecuación bidimensional del calor es (ver el principio de esta sección) 

Si el flujo de calor es estacionario (es decir, independiente del tiempo), entonces oulot 
= O y la ecuación del calor se reduce a la ecuación de Laplace4 

(15) 1

--- - ~2u---~-2-
11
---·-·-

V2u = - + - = O. 
1 axz ayz 
''---------------' 

Un problema de calor consiste entonces en esta ecuación que debe considerarse en 
alguna región R del plano .xy y con una condición en la frontera dada sobre la curva 
frontera de R. A éste se le llama prnblema con valor en la frontera. Se le llama: 

problema de Dirichlet si u se prescribe en C, 
problema de Neumann si la derivada nonnal 
u,, c!uldn se prescribe en C, 
problema mixto si u se prescribe en una por
ción de e y un se prescribe en el resto de e 

Problema de Dirichlet en un rectángulo R (figura 263). Se considera un problema 
de Dirichlet para ( 15) en un rectángulo R, suponiendo que la temperatura u(x, y) es 

r u= f (x) 

":º1 R I"., 
o 1 

u=O 1 r 
o a 

Figura 263. El rectángulo R y los valores en la frontera dados. 

' Esta ecuación, que es muy importante, apareció en la sección 9 8 y se discutirá con mayor detalle en las 
secciones 11 9, 11 11, 11.12, 12.5 y en el capitulo 17 

,} ) ) ; --1 ) ) ) ) ) 1 ,1 ) J ' - __ , 
·'1 J 

~ .. 
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igual a una función/(x) dada en el lado superior y que es igual a O en los otros tres 
lados del rectángulo .. 

Este problema se resuelve por separación de variables .. Al sustituir 

u(x, y) = F(x)G(y) 

en (15) y dividir entre FG se obtiene 

- ..!_ .. d2G = -k. 
G dy 2 

A partir de esta expresión y de las condiciones en la frontera izquierda y derecha, 

d 2 F 
- + kF = O 
dx 2 ' 

F(O) = O, F(a) = O. 

De esta expresión se obtiene k = (mrla)' y las soluciones diferentes de cero correspon
dientes 

(l 6) 
n1r 

sen -x, 
a 

n = I, 2, · · ·. 

Entonces la ecuación para G queda como 

J2G - (~)2G O .. 
dy 2 a 

Las soluciones son 

Ahora la condición en la frontera u= O en el lado inferior de R implica que G"(O) = O; 
es decir, Gn(O) = An + Bn = O o bien Bn = -An Se obtiene así 

nrry 
2An senh -;;- .. 

Por esta expresión y ( 16), escribiendo 2A" = A,,*, se obtienen como eigenfunciones 
del problema en cuestión 

(17) 
111TX nrry 

u (x, y) = F (x)G (y) = An* sen -- senh -- .. n - n n a a 

Éstas satisfacen la condición en la frontera u = O en los lados izquierdo, derecho e 
inferior .. 

Para llegar a una solución que satisfaga también la condición en la frontera 

(18) u(x, b) = f(x) 

(''' e e· e ' (' (' e,, (< (¡ ( ._:.-· 
( (" r· 1~ e ('', ( ( e . (-" (· 
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en el lado superior, se considera la serie infinita 

u(x, y) = ¿ un(x, y). 
n=l 

A partir de esta expresión, de ( 1 8) y de ( 1 7) con y= b, se obtiene 

u(x, b) 
fl1TX n1rb 

"' A* sen-- senh--. ~ n a a f(x) 
n=l 

Esta expresión puede escribirse en la forma 

"' ( 111Th) u(x, b) = ¿ A~ senh-;-
n= l 

n1rx 
sen-

a 

Esto indica que las expresiones entre paréntesis deben ser los coeficientes de Fourier 
bn dej{x); es decir, por (4) de la sección 10.5, 

n1rb 2 Jª 111rx b = A* senh -- = - f(x) sen-- dx. 
n n a a O a 

Por esta expresión y ( 17) se observa que la solución del problema planteado es 

(19) u(x, y) n1rx ~1irJ' ¿ A* sen -- senh --
n a a 

__ ,. ______ _ n=I 

donde 

(20) 

'

-·---- 2 Jª n 1rx 
A* = f(x) sen -- dx. 

1 n a senh (111rb/a) 
0 

a 
L_ 

Esta solución, obtenida formalmente haciendo caso omiso de la convergencia y de las 
sumas de las series para u, u,, y u,,,, puede establecerse cuando/y f so~. continuas y f' 
es continua por secciones en el intervalo O ;;; x ;;; a. La demostracwn es un tanto 
complicada y se apoya en la convergencia uniforme; puede encontrarse en la referen
cia [C2] del apéndice 1. 

Potencial electrostático. Membrana elástica 

La ecuación de Laplace ( 15) también gobierna el potencial electrostático de cargas 
eléctricas en cualquier región que esté libre de estas cargas. Así, el problema del calor 
de estado estacionario anterior también puede interpretarse como un problema de 

C· ;:1 (";'1 
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potencial electrostático, de tal modo que (19), (20) es el potencial en el rectángulo R 
cuando el lado superior de R está en el potencial /(x) y los otros tres lados están 
conectados a tierra. 

En realidad, en el caso de estado estacionario, la ecuación bidimensional de onda 
(que se considerará en las secciones 11. 7, 1 l .8) también se reduce a ( 15), y (19), (20) 
es entonces el desplazamiento de una membrana elástica rectangular (hoja de caucho, 
el parche de un tambor) que está fija,a lo largo de su frontera, con tres lados en el 
plano .1.y y el cuarto dando el desplazamiento/(x). 

Es esta otra demostración impresionante del poder unificador de las matemáti
cas, la cual ilustra que sistemas físicos por completo diferentes pueden tener el mismo 
modelo matemático y, en consecuencia, pueden tratarse con los mismos métodos ma
temáticos. 

Problemas de la sección 11.5 

1. Trazar u
1
, u,, u, [ver (9), con B. 1, e= 1, L = n:] como funciones de x para los valores I 

= O, 1, 2, 3 .. Comparar el comportamiento de estas funciones 

2. ¿De qué manera la rapidez de descenso de (9) paran fija depende del calor específico, la 
densidad y la conductividad térmica del material? 

3. Si la primera eigenfunción (9) de la barra se decrementa hasta la mitad de su valor en I O 
segundos, ¿cuál es el valor de la difüsividad? 

Encontrar la temperatura u(x, 1) de una barra de plata ( 1 O cm de longitud, sección transversal 
constante de área I cm', 10 .. 6 g/cm' de densidad, L04 cal/cm s ºC de conductividad térmica, 
calor específico 0.056 cal/g ºC) que está perfectamente aislada por los lados, cuyos extremos 
se mantienen a una temperatura de O ºC y cuya temperatura inicial (en° C) es/{x), donde 

4. f(x) sen 0.4rrx 5 . .f (x) k sen 0 .... 1 rrx 

6. f(x) x si O < x < 5 y O en caso contrario 

7. f(x) 5 - lx - 51 8. J(x) = O. Lr(IOO - .r 2 ) 

9. f(x) O.Olx(lO - x) 

10. f(x) =xsi0<x<2.5,f(x) = 2 .... 5si25<x<7 .... 5,J(x) = 10 xsi 
7 ... 5 < X < JO 

1 L Suponer que una barra satisface los supuestos del texto y que sus extremos se mantienen 
a diferentes temperaturas constantes u(O, t) = U, y u(L, t) = u,. Encontrar la temperatura 
u,(x) de la barra después de un tiempo prnlnngado (e:n teoría: cuando t--, =) .. 

12. En el problema 11, sea la temperatura inicial u(x, O)= f{x). Demostrar que la temperatura 
para cualquier tiempo/> O es u(x, t) = u¡(x) + u

1
¡(x, t) con u

1 
como antes y 

donde 
2 JL ll1TX L [f(x) - u¡Cx)] sen L dx 

o 

2 JL nrrx 2 
- f(x) sen -- dx + - [(- l)nu

2 
- l/

1
] .. 

L 
O 

L nrr 

) ) ) ) -~ ) ·''') ) ) 'J ) 'j 'y 'J "í;r ") ') ""J) ') ) ) ) ). 
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13. (Extremos aislados, condiciones en la frontera adiabáticas) Encontrar la temperatura 
u(x, !) de una barra de longitud l que está aislada perfectamente, también en los extremos 
en x = O y x = L, suponiendo que u(x, O)= f{x). lnformació11fis1ca: El flujo de calor por las 
caras en los extremos es proporcional a los valores de ou/ox ahí. Demostrar que esta 
situación corresponde a las condiciones 

u(x, O) = f(x). 

Demostrar que el método de separación de variables da la solución 

u(x, t) = A 0 + '¿ A cos ~ e-Ccn7t/L)2t 
n=l n L 

donde, por (2) de la sección 10.5, 

] L. 

A 0 = L J f(x) dx, 
o 

2 JL ll7TX 
An = -L f(x) cos -- dx, 

o L 
n = ), 2, · · 

Obsérvese que u--, A,, cuando t--, = .. ¿Concuerda este hecho con la intuición fisica del 
estudiante? 

14. Encontrar la temperatura de la barra del problema I J si el extremo izquierdo se mantiene 
a la temperatura cero, el derecho está aislado perfectamente y la temperatura inicial es U,, 
= const, 

Encontrar la temperatura de la barra del problema 13 si l = 1r, e= 1 y 

15. f(x) = 1 16. .f(x) = X 

17. f(x) 0.5 cos 2x 18. f(x) = x2 

19. f(x) x si O < x < i rr, f(x) rr - x si f rr < x < 7T 

20. f(x) ] Si Ü < X < t7T, f(x) Osifrr<x<7r 
21. f(x) xsiO<x<!rr, f(x) 0 SÍ t 7T < X < 7T 

22. Considerar la barra de los problemas 4-1 O .. Suponer que los extremos se mantienen a l 00 
ºC durante un tiempo prolongado .. Después, en algún instante, por ejemplo, en t = O, la 
temperatura en x = L cambia repentinamente a O ºC y se mantiene en este valor, en tanto 
que la temperatura en x O se mantiene a l 00 ºC. ¿Cuáles son las temperaturas a la mitad 
de la barra en t = 1, 2, 3, 1 O, 50 segundos? 

23. (Radiación en el extremo de la barra) Considérese una barra de longitud 7r con aisla
miento lateral y tal que e= 1 en ( 1 ), cuyo extremo izquierdo se mantiene a O ºC y cuyo 
extremo derecho irradia libremente haciaaire de temperatura constante O ºC.. Información 
física: La "condición en la frontera de radiación" es 

'), 

- u/ rr, t) = k[u(rr, 1) - u
0

], 

donde u0 = O es la temperatura del aire circundante y k es una constante, por ejemplo, k = 
l para simptificar. Demostrar que una solución que satisface estas condiciones en la fron
tera es u(x, t) = senpx e-"'', donde pes una solución de tanpn:= -p. Demostrar gráficamen
te que esta ecuación tiene una infinidad de soluciones positivas p,, p,, P,, , donde P.> 
n - f y ,,1~m- (p,, - n + f ) = O. 

') -) ) ) ) ) 'D .;.0 .. '.¡ :') {) '{;\ :·.:) ::.:., 
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24. (Ecuación no homogénea del calor) Considerar el problema que consta de 

y las condiciones (2), (3) Aquí el término del segundo miembro puede representar pérdi
da de caior debida a ia desintegración radiactiva de la barra. üemostrar que este problema 
puede reducirse a un problema de la ecuación homogénea al hacer u(x, t) v(.x, t) + w(x) 

y determinando w(x) de tal modo que v satisfaga la ecuación homogénea y las condiciones 
v(O, 1) = v(L, 1) = O, v(x, O) =j{x) w(x). 

25, (Radiación) Si la barra del texto tiene la libertad de irradiar en el medio circundante 
mantenido a una temperatura cero, la ecuación queda 

v, = c 2 v= {3u. 

Demostrar que esta ecuación puede reducirse a la forma ( 1) al hacer v(x, 1) = u(x, t)w(l). 

26, Considérese v, = c'v = - v (O< x < l, 1 > O), v(O, 1) O, v(L, 1) O, v(x, O) =.fix), donde el 
término -v corresponde a la transferencia de calor al medio circundante mantenido a 
temperatura cero, Reducir la ecuación haciendo v(x, 1) = u(x, 1)w(1) con w tal que u esté 
dada por ( 1 O), ( 11 ). · 

27. (Flujo de calor) ¿Cuál es el ílujo de calor </J(.1) = -Ku,(O, 1) a través de x = O para la solución 
( 1 O)? Obsérvese que </l(.I)-.¡. O cuando 1-.¡. = ¿Puede entenderse fisicamente este hecho? 

28. Resolver(]), (2), (3) con L = 11:y f{x) = u\l = cons/ si O< x < 7d2 y f{x) = O si 7r/2 < x < 11: 

29. Si lf\ barra del problema 28 se compone de dos partes de h.ierro (c:2 = O. l 6 unidades cgs) de 
temperaturas iniciales 20 ºC y O ºC que se ponen en contacto perfecto en 1 = O, ¿cuál es la 
temperatura aproximada en su superficie de contacto en 1 = 1 O, 20, 30 segundos? (Usar 
sólo el primer término de la solución.) 

30. (Barra con generación de calor) Si se genera calor a una razón constante en una barra de 
longitud l = 71: con temperatura inicialj{x) y los extremos en x = O y x = 71: se mantienen a 
temperatura cero, la ecuación del calor es u = c1u + H con H> O constante Resolver este 
problema. Sugerencia Hacer u= v - Hx(x'- n:)!2"'c2, , 

Problemas bidimensionales 

3 J, (Ecuación de La place) Encontrar el potencial en el cuadrado O ::ax;;; 2, O ;:.y;:. 2 si el lado 
superior se mantiene en el potencial sen f ;,rx y los otros lados se mantienen en cero. 

32. Encontrar el potencial en el rectángulo O ::a x ::a 20, O ::a y ::a 40 cuyo lado superior se 
mantiene en el potencial 220 V y cuyos lados restantes están conectados a tierra .. 

. 3.3. (Flujo de calor en una placa) Las caras de una placa cuadrada delgada (figura 264, 
donde a 24) están aisladas perfectamente. El lado superior se mantiene a una tempera
tura de 20 ºC y los lados restantes se mantienen a O ºC Encontrar la temperatura de estado 
estacionario u(x, y) de la placa .. 

Figura 264. Placa cuadrada. 

! 
(¡ ~. •' 
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34.Encontrar las soluciones u de la ecuación bidimensional del calor 

", = e 2(u:rx + '·'yy) 

en la placa delgada de la figura Í64 con a n:tal que u= O en los lados venicales, suponien
do que las ca.ras :y los lados horiL-ontaics Je::: ia piuca <;stán aisiados perfectamente. 

35. Encontrar fórmulas similares a ( 19), (20) para la distribución de temperatura en el rectán
gulo R considerado en el texto cuando el lado inferior de R se mantiene a una temperatura 
j{x) y los tres lados restantes se mantienen en O 

36; Encontrar la temperatura de estado estacionario de la placa del problema 33 si el lado 
inferior se mantiene a U0 ºC, el superior a L/

1 
ºC y los otros dos lados a O ºC. Sugerencia 

Partir el problema en dos problemas en los que la temperatura en la frontera es cero en tres 
lados para cada problema. 

37. (Problema con valor frontera mixto) Encontrar la temperatura de estado estacionario de 
la placa del problema 3.3 con los lados superior e inferior perfectamente aislados, el lado 
izquierdo mantenido a O ºC y el lado derecho aj(y) ºC. 

38. (Radiación) Encontrar las temperáturas de estado estacionario en el rectángulo de la figu
ra 263 con los lados superior e izquierdo perfectamente aislados y el lado derecho irra
diando hacia un m~dio de temperatura cero de acuerdo con u (a, y)+ hu(a, y)= O, h > O 
constante. (Se encontrarán muchas soluciones debido a que ~o se da ninguna condición 
para el lado inferior.) 

39. (Región infinita) Encontrar la temperatura de estado estacionario u(x,y) en la franja O< 
x· < 71:, y> O con los lados verticales perfectamenie aislados y el lado inferior mantenido a 
la temperaturaf{x), (Suponer que ful está acotado,) 

40. (Problema de Neumann) Resolver v'2u = O en el rectángulo de la figura 263 sujeto a las 
condiciones de Neumann u)x, O)= /(x) y 11. O en los otros lados, 

11. 6 ECUACIÓN DEL CALOR: 
SOLUCIÓN POR INTEGRALES DE FOURIER 

La discusión de la sección anterior se generaliza a barras infinitas, con las series de 
Fourier reemplazadas por integrales de Fourier (sección 10.9); estas barras son bue
nos modelos de barras o alambres muy largos (como un alambre de 100 m de largo). 
Específicamente, se encontrarán soluciones de la ecuación del calor 

(1) 
au 
ar 

de una barra que se extiende hasta el infinito por ambos lados (y está aislada lateral
mente, como antes). En este caso no se tienen condiciones en la frontera, sino única
mente la condición inicial 

(2) u(x, O) = f(x) (-oo < x < oo) 

dondej(x) es la temperatura inicial dada de la barra. 
Para resolver este problema, se empieza como en la sección anterior, sustituyendo 

u(x, 1) = F(x)G(t) en ( 1 ). Se obtienen asi las dos ecuaciones diferenciales ordinarias 

(3) [ver (6), sección 11.5] 

@ ® o .. (;) 
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y 

(4) o [ver (7), sección 11.5]. 

Las soluciones son 

F(x) = A cos px + B senpx y 

respectivamente; aquí A y B son constantes cualesquiera. Por tanto, una solución de 
( 1) es 

(5) u(x, t;p) = FG = (A cospx + B senpx)e-c
2

P
21

• 

[Como en la sección anterior, tuvo que escogerse la constante de separación k negati
va, k = -p', debido a que valores positivos de k hubieran llevado a una función 
exponencial creciente en (5), lo cual no tiene ningún significado fisico .. J 

Cualquier serie de funciones (5), encontrada de la manera usual al tomar p como 
múltiplos de un número fijo, llevaría a una función que es periódica en x cuando t = O. 
Sin embargo, como no se supone que fix) en (2) sea periódica, resulta natural usar 
integrales de Fourier en lugar de series de Fourier. Además, A y Ben (5) son arbitra
rios y pueden considerarse como funciones de p, escríbiéndose A =· A(p) y B = B(p). 
Ahora bien, puesto que la ecuación del calor (1) es lineal y homogénea, entonces la 
función 

(6) u(x, t) = f 00u(x, t; p) dp = f 00[A (p) cos px + B(p) sen px]e-c2
p

2
t dp 

o o 

es una solución de (1 ), siempre que esta integral exista y pueda derivarse dos veces 
con respecto ax y una con respecto a t. 

Determinación de A(p) y B(p) a partir de la condición inicial. Por (6) y (2) se 
obtiene 

(7) u(x, O) = J00

[A(p) cos px + B(p) senpx] dp = f(x). 
o 

Por esta expresión A(p) y B(p) se obtienen en términos defix); de hecho, por (4) y (5) 
de la sección 10.9 se tiene 

(8) 
1 00 

A(p) = ; .{
00

f(u) cos pu du, 
1 00 

B(p) = ; .{
00

f(u) sen pu du. 

Y por ( 1 *), sección I 0 .. 11, la integral de Fourier (7) con estas A(p) y B(p) puede 
escribirse 

j 

00 

[ 

00 

J u(x, O) = ; ~ .{
00

f(u) cos (px - pv) du dp. 

) j ) _) i ) j ) .... ) ) _J; ) ) ) ) ~)' ') 
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A partir de esta u(x, O) se obtiene u(x, t) escribiendo la función exponencial dentro de 
la integral [comparar (7) y (6)]: 

u(x, t) = ; ~

00 

[i:f(u) cos (px - pv) e-c
2

p
2

t du] dp. 

Suponiendo que puede invertirse el orden de integración, se obtiene 

(9) u(x, t) = ; f 00 f(u) [f 00 e-c2
p

2
t cos (px - pv) dp] dv. 

-oo o 

Entonces la integral interior puede evaluarse por la fórmula 

(10) Joo _? v"; -b2 
e-s- cos 2bs ds = Te . 

o 

[En los problemas de la sección 15.4 (problema 14) se da una deducción de (10).] 
Esta expresión asume la forma de la integral interior si se elige p = sl(cJt) como 
nueva variable de integración y se hace 

X - V 
b =--

2cVt 

Entonces 2bs = (x - v)p y ds = cJT dp, por lo que ( I O) queda como 

1
00 

2 2 v"; { (x - v)
2

} e-e P t cos (px - pv) dp = . r: exp -
o 2c v t 4c 2 t . · 

Al introducir este resultado en (9) se obtiene la representación 

(11) 
J f 00 { (x - v)

2
} t) = . r-. f(v) exp - 2 du. 

2c v TTt _ 00 4c t 

Tomando z (v-x)/(2cJT) como variable de integración, se obtiene la forma alter
nativa 

(12) 

Sifix) está acotada para todos los valores de x y es integrable en todo intervalo finito, 
puede demostrarse (ver la referencia [C 12)) que la función ( 1 1) o ( 12) satisface ( 1) Y 
(2). Por tanto esta función es la solución requerida en el presente caso. 

) ) ·., ) ') ), ) ) } J 
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Figura 265. Temperatura inicial en el ejemplo 1, 

EJEMPLO 1 Temperatura en una barra infinita 

Encontrar la temperatura en la barra infinita si la temperatura inicial es (figura 265) 

SoludórL Por ( 11) se tiene 

f(x) = {
Uo = con.H 

o 
si lxl < l. 

si lxl > L 

U J1 
{ (x - 0)2} u(x, t) = . ~ exp - --2- dv. 

2cvrrl _
1 

4ct 

Si se introduce la variable de, integración z anterior, entonces la integración respecto a v de -1 a 1 corres
ponde a la integración respecto a z de (-1 -x)/2cJi a ( 1 - r)/2cJi y 

(13) 
U (1- x)l2c\/i 

u(x, t) = ~ J e-z
2 

dz 
-(1 +x)l2cv't 

(t > O). 

Cabe mencionar que esta integral no cs una función elemental. aunque puede expresarse con facilidad en 
termines de la función error. cuyos valores se han tabulado (La tabla A4 del apéndice 5 contiene algunos 
valores; tablas más amplias se cnliston en la referencia fl] del apéndice 1 Ver asimismo los problemas 
16-25 siguientes.) La figura 266 ilustra u(x, t) para u0 = 100 ºC, c2 = 1 cm2/s y varios valores 
~/ 1 

-3 -2 -1 

U(:r, t) 

100 
---t 

~" t = l 
'\ 8 

\ 

o 

O 2 3 

Figura 266. Solución u(x, t) del ejemplo 1 para U
0 

= 100 ·e, 
c2 = 1 cm2/s y varios valores de t. 

:r. 
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Problemas de la sección ll.6 

l. Trazar las temperaturas del ejemplo 1 (con U
0 

= 100 ºC y c2 = J cm2/s) en los puntos x = 
0 . .5, 1 y 1.5 como funciones de t. ¿Estos resultados concuerdan con la intuición física del 
lector? 

2. Si./{x) = 1 cuando .x > O y J(x) = O cuando x < O, demostrar que ( 12) queda como 

l 00 

u(x, t) = -...r;¡. J e-z2 dz 
-z/2r:Vt 

(1 > O). 

3. Demostrar que para x = O la solución del problema 2 es independiente de l. ¿Puede espe
rarse este resultado por razones fisicas? 

4. Si la barra es semi infinita, extendiéndose de O a=, el extremo en x =Ose mantiene a 
temperatura O y la temperatura inicial es./{x), demostrar que la temperatura de la barra es 

(] 4) u(x, 1) 

donde,= 2cJT. 
5. Obtener (14) a partir de (11) suponiendo queJ{v) de (J 1) es impar. 

6. Sij(x) = 1 en el problema 4, demostrar que 

2 :r.l-r 

u(x, 1) = -- J e-v? dw -...r;;. o 
(t > O). 

7. ¿Qué forma asume (14) sij(x) = 1 cuando a <x < b (donde a> O) yj(x) = O en caso 
contrario? 

8. Demostrar que el resultado del problema 6 puede obtenerse a partir de ( J 1) o ( 12) usando 
J(x) 1 si x > O y J(x) = -1 si x < O. ¿Cuál es la razón? 

9. Demostrar que en el problema 6 los tiempos requeridos para que dos puntos cualesquiera 
alcancen la misma temperatura son proporcionales a los cuadrados de sus distancias a la 
frontera en x = O. 

10. (Distribución normal) Introduciendo w = z .Ji como nueva variable de integración, de
mostrar que ( 12) queda 

u(x, t) = ~ f 00 J(.x + cwV2t)e-w'12 dw. 
- -oo 

Los estudiantes familiarizados con la teoría de la probabilidad notarán que esta expresión 
incluye la densidad e-wui¡JTñ de la distribución normal (ver la sección 23. 7) .. 

Usando (6), obtener la solución de ( 1) (en forma de integral) sujeta a la condición inicial 
u(x, O)= J(x), donde 

IL./{x) = e-¡,¡. [Usar el ejemplo 3, sección 10.9.) 

12 . .l(x) = 1/(1 +x'). [Usar (15), sección 10.9.) 

13./(x) = 1 si ¡x¡ < 1 y O en caso contrario. [Usar el ejemplo 2, sección l 0.9 J 
14.J(x) = (sen x)lx. [Usar el problema 4, sección I 0.9 .. ] 

15. Comprobar por integración que en el problema 14 u satisface la condición inicial 
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Función de error. La función de error se define por la integral 

2 X 

erf x = -- J e-w' dw, 
Vrr o 

que es importante en las matemáticas para ingeniería. A fin de familiarizarse con esta 
función, el estudiante puede resolver los problemas siguientes. [En el apéndice .1.1 se 
incluyen algunas fórmulas; ver (35)-(3 7) .. ] 

16. Trazar el integrando de erfx (la llamada curva acampanada). 

17. Demostrar que erf x es impar. 
18. Demostrar que (13) puede escribirse 

u(x, 1) = !!Ji [erf .!_~ rf 
1 + x] 

2 2cVI + e 2c\,r¡ 
(t > O). 

19. Demostrar que en el problema 6 se tiene u(x, t) = erf(x/2cJi ). 
20. Puede demostrarse que erf(=) = 1. Usando este hecho, demostrar que en problema 2, 

u(x, 1) = t + t erf (x/2cVI). 

J
b ., Vrr 

21. Demostrar que e-w- d11• = -
2
- (erf b - erf a), 

a 

b J e-wc dw = Vrr erf b. 
-b 

22. Obtener la serie de Maclaurin de erfx inte,,,,-ando término a término la serie del integrando. 
23. Calcular erfx para x = 0(0. J )0.5 usando el problema 22 y comparar el resultado con los 

valores tridimensionales 0.000, 0.112, 0.223, 0.329, O. 428, 0.520. 

/2 x\12 
24. Demostrar que erf x = '{:;; f e-s212 ds. 

7r o 

25. (Cuadrante del plano) Concluir por el problema 19 que la temperatura en el cuadrante 
x > O, y> O con temperatura inicial 1, aislamiento lateral y frontera mantenida a tempera
tura cero es u(x, y, 1) = erf (x/2c Ji ) erf (y/2c Ji ) .. 

11. 7 MODELADO: MEMBRANA, 

.) j : .) 

ECUACIÓN BIDIMENSIONAL DE ONDA 

Como otTo problema básico de vibraciones, se considera el movimiento de una mem
brana elástica tensada, como el parche de un tambor. Se trata del análogo bidimensional 
del problema de la cuerda vibratoria; de hecho, el modelado será similar al de la 

sección 11.2. 

Supuestos físicos. Se supone lo siguiente: 

) 

l. La masa de la membrana por unidad de área es constan/e ("membrana ho
mogénea), La membrana tiene.flexibilidad pe,fecta y no ofrece resistencia a 
la flexión. 

2. La membrana se tensa y luego se fija a lo largo de /oda su frontera en el 
plano xy La tensión T por unidad de longitud, causada por el estiramienlo de 

J ) J J ··:¡ ) ) ') ) ) ) ) j), ) -, 0 } ) :) ·;-.., 
). ~'.):' 

.Y _J ,, ) ). 
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la membrana, es la misma en todos los puntos y en todas las direcciones, y no 
cambia durante el movimiento .. 

3. La de.flexi"ón u(x, y, t) de la membrana durante el movimiento es pequeí'íá en 
comparación con el tamaí'ío de la membrana y todos los ángulos de inclina
ción son pequeí'íos. 

Aun cuando estos supuestos no pueden ponerse en práctica exactamente, se cumpli
rán con relativa precisión para las vibraciones transversales pequeñas de una mem
brana elástica delgada, de tal modo que se obtiene un buen modelo, por ejemplo, para 
el parche de un tambor, como se verá. 

Deducción de la ecuación. La ecuación diferencial que gobierna el movimiento de la 
membrana se obtiene considerando las fuerzas que actúan sobre una porción pequeña 
de la membrana de la figura 267. Puesto que las deflexiones de la membrana y los 
ángulos de inclinación son pequeños, los lados de la porción son iguales aproximada
mente a fu y by .. La tensión Tes la fuerza por unidad de longitud. En consecuencia, 
las fuerzas que actúan sobre los lados de la porción son aproximadamente T fu y T Lly. 
Puesto que la membrana tiene flexibilidad perfecta, estas fuerzas son tangentes a la 
membrana. 

Componentes horizontales de las fuerzas. Se consideran primero las componentes 
horizontales de las fuerzas, las cuales se obtienen al multiplicar las fuerzas por los 
cosenos de los ángulos de inclinación. Puesto que estos ángulos son pequeños, sus 
cosenos están cerca de 1. En consecuencia, las componentes horizontales de las fuer
zas en lados opuestos son aproximadamente iguales. Por Jo tanto, el movimiento de 

u 

') ) j 

--
Tt.y 

Membrana 

--t-
y + t.:: = =====~ 

1 1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 1 
1 1 

'-x + t.x 

Tt.y 

Tt.y 

1 ,,,...,.J~J;-,,f_ 1 

---J.-.S{Sj~:~itJTu1~~,) 
X 

Figura 267. Membrana vibra.aria 

) ~) ') ) ) ) ..•. } -

X+ llx 

j --· ) --{ .. 
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las partículas de la membrana en una dirección horizontal será prácticamente despre
ciable. Por lo anterior puede concluirse que es posible considerar el movimiento de la 
membrana como transversal; es decir, que cada partícula se mueve verticalmente. 

Componentes verticales de las fuerzas. Estas componentes a lo largo del lado dere
cho y del lado izquierdo son5 (figura 267) 

T ti.y sen f3 y - T 6.y sen a, 

respectivamente; aquí el signo menos aparece porque la fuerza sobre el lado izquier
do está dirigida hacia abajo. Puesto que los ángulos son pequeños, sus senos pueden 
sustituirse con sus tangentes. Por tanto, la resultante de esas dos componentes vertica
les es 

T L:i.y(sen f3 - sen a) = T ti.y (tan f3 - tan a) 
(1) 

= T 6.y [ux(x + 6.x, y 1 ) - ux(x, y2 )] 

donde los subíndices x denotan derivadas parciales y y
1 

y y
2 

son valores entre y y y+ 
iiy De manera similar, la resultante de las componentes verticales de las fuerzas que 
actúan sobre los otros dos lados de la porción es 

(2) 

donde x, y x, son valores entre x y x + ii.x. 

La segunda ley de Newton da la ecuación. Por la segunda ley de Newton (ver la 
sección 2 . .5), la suma de las fuerzas dadas por ( 1) y (2) es igual al producto de la masa 
p iiA de esa porción pequeña y la aceleración a2 u(éJ1'; aquí pes la masa de la membra
na no flexionada por unidad de área y ti.A= L:i.x ti.y es el área de esa porción cuando no 
está flexionada. Por tanto, 

a2u 
p l.x e.y ar2 Te.y [ux(x + l.x, y 1) 

+ T L:i.x [uy<x 1 , y + 6.y) 

ux(x, y 2 )] 

uy(x2 , y)] 

donde la derivada del primer miembro se evalúa en algún punto adecuado (x, y) 
correspondiente a esa porción. La división entre p iix iiy da como resultado 

azu = !_ [ux(x + l.x, y 1 ) - ux(x, y2 ) + uy(x1 , y+ e.y) - uy(x2 , y)]. 
a, 2 p t.x e.y 

' Obsérvese que el ángulo de inclinación varia a lo largo de los lados, y que a y f3 representan valores de 
est'. angulo en un punto adecuado de los lados bajo consideración 

) 1 ) i ) ' 1 1 ) 1 ) 1 
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Si se hace que L:i.x y 6y tiendan a cero, se obtiene la ecuación diferencial parcial 

(3) c2 

127 

T 

p 

Esta ecuación se llama la ecuación bidimensional de onda .. La expresión entre pa
réntesis es el laplaciano 'v2u de u (sección 11.5), y (3) puede escribirse 

(3') 

En la siguiente sección se obtendrán y discutirán las soluciones .. 

11.8 MEMBRANA RECTANGULAR. 
USO DE SERIES DOBLES DE FOURIER 

Para resolver el problema de una membrana vibratoria, es necesario determinar una 
solución u(x, y, t) de la ecuación bidimensional de onda 

(1) 

que satisfaga la condición en la frontera 

(2) u = o en la frontera de la membrana para toda l G O 

y las dos condiciones iniciales 

(3) u(x, y, O) = f(x, y) [dado el desplazamiento inicialfix,y)] 

y 

(4) - = g(x, y) au 1 

at t=O 

(dada la velocidad inicial g(x,y)J. 

u(x,y, t) da el desplazamiento del punto (x, y) de la membrana desde el reposo (u O) 
en el tiempo l. Se observa que las condiciones (2)-(4) son similares a las de la cuerda 
vibratoria. 
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Como primer caso importante, se considera la membrana rectangular R ilustrada 
en la figura 268. 

b 

a X 

Figura 268. Membrana rectangular. 

Primer paso. Tres ecuaciones diferenciales ordinarias 

Al aplicar el método de separación de variables se determinan primero las soluciones 
de ( l) que satisfacen la condición en la frontera (2). Se empieza con 

(5) u(x, y, t) = F(x, y)G(t). 

Al sustituir esta expresión en la ecuación de onda ( l) se tiene 

donde los subíndices denotan derivadas parciales y los puntos denotan derivadas con 
respecto a t. Para separar las variables, se dividen ambos miembros entre c'FG: 

Puesto que el primer miembro sólo depende de 1, en tanto que el segundo es indepen
diente de 1, ambos miembros deben ser iguales a una constante. Investigando un poco 
se observa que sólo valores negativos de esa cons.tante llevarán a soluciones que satis
fagan (2) sin formar una identidad con cero; esto es similar a la sección 11.3. Al 
denotar esa constante negativa por-v', se tiene 

G l 2 
- = - (F + F ) = - V .. c2G F xx YY 

De esta expresión se obtienen dos ecuaciones: para la "función del tiempo" G(I) se 
tiene la ecuación diferencial ordinaria 

(6) donde A = cv, 

y para la "función de la amplitud" F(x,y) se tiene la ecuación diferencial parcial 

(7) 

conocida como la ecuación bidimensional de Helmholtz6 .. 

•· HERMANN VON HELMHOLTZ ( J 82 J.¡ 894), fisico alemán, conocido por su trabajo fundamental en 
tcm1odinamica, dinámica de fluidos y acustica 

) ) ) ) .J 
., 

j; ) ) ) :) \) ')1, )¡ ·'y, \)¡ '\;J ''3, ·'') 
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La separación de la ecuación de Helmholtz se consigue si se hace 

(8) F(x, y) = H(x)Q(y). 

Al sustituir esta expresión en (7) se obtiene 

Para separar las variables, ambos miembros se dividen entre HQ, encontrándose 

Ambos miembros deben ser iguales a una constante, por las consideraciones anterio
res. Esta constante debe ser negativa, por ejemplo, -k', ya que sólo valores negativos 
llevarán a soluciones que satisfagan (2) sin formar identidades con cero .. Por tanto, 

J_ d2H = - _!_ (d2Q + vzQ) = -kz 
H dx 2 Q dy 2 · 

De esta expresión se obtienen dos ecuaciones diferenciales lineales ordinarias para H 
yQ: 

(9) 

y 

(10) donde p 2 

Segundo paso. Satisfacción de las condiciones en la frontera 

Las soluciones generales de (9) y ( 1 O) son 

H(x) = A cos kx + B sen kx y Q(y) = C cos py + D sen py 

donde A, B, C y D son constantes .. Por (5) y (2) se sigue que la función F = HQ debe 
ser cero en la frontera, que corresponde ax= O, x = a, y= O y y= b; ver la figura 268. 
Se obtienen así las condiciones 

H(O) = O, H(a) O, Q(O) º· Q(b) o. 

Por lo tanto, /-/(0) = A = O y entonces 

H(a) B sen ka o. 

") "º0, ) ) ). ) ) ) ), _;\ ' ) ) ) ) ) 
.. 

\ ·-\ )1 . , ./ . ' '· 
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Debe tomarse B a= O, pues de otro modo H = O y F= O. Por tanto, sen ka= O o ka= mn, 
es decir, 

k = :!!!!. (m entera). 
a 

.Justamente del mismo modo se concluye que C = O y p debe restringirse a los valores 
p = nnlb donde 17 es un entero .. Se obtienen así las soluciones 

Jn7TX 
Hm(x) = sen-

a 
y 

m 
ll 

], 2, 
!, 2, 

(Como en el caso de la cuerda vibratoria, no es necesario considerar m, 17 = -.J, -2, · · ·, 
ya que las soluciones correspondientes son esencialmente las mismas que para m y n 
positivas, excepto por un factor-1.) Por tanto las funciones 

(11) m 
17 

1, 2, 
1, 2, 

son soluciones de (7) que son cero en la frontera de la membrana en cuestión. 

Eigenfunciones y eigenvalores. Una vez que se ha analizado (7), se considera (6). 
Puesto que p' = v2 - k2 en (1 O) y A= cv en (6), se tiene 

A = cVk2 + p 2 . 

Por tanto, a k mnla y p = 17nlb les corresponde el valor 

m 1, 2, 
(12) 

n 
.A.mn 

!, 2, 

en la ecuación diferencial (6). La solución general de (6) correspondiente es 

Se sigue que las funciones u.,.(x, y, t) = F,,,,,(x, y)G,,,,,(t), desarrolladas 

(13) 
n17rx ney 

(Bmn cos "mn t + s;;,n sen "mn t) sen -- sen --
a b 

con 'J.. .. ,, de acuerdo con ( 12), son soluciones de la ecuación de onda ( 1) que son cero 
~n la frontera de la membrana rectangular de la figura 268. Estas funciones se llaman 
las eigenfunciones o fimciol7es carac1eristicas y los números 'J.. se llaman los 
eigenvalores o valores característicos de la membrana vibratoria. L~ frecuencia de 

u"'" es A.111"/2 n. 

Discusión de las eigenfunciones. Resulta interesante observar que, dependiendo de 
a Y b, varias funciones F .. ,, pueden corresponder al mismo eigenvalor. Físicamente, 

) 1 ) ) 1 ) 1 

()o@, e, <?i o e, e o e,@)® 0)@ fIB,@ G)@ @®@©@@(¡) 
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esto significa que pueden existir vibraciones que tienen la misma frecuencia pero 
líneas nodales (curvas de puntos sobre la meinbrana que no se mueven) por completo 
diferentes. Este hecho se ilustra con el ejemplo siguiente. 

EJEMPLO 1 Eigenvalores y eigenfunciones de la membrana cuadrada 

Considérese la membrana cuadrada para la que a = b = 1 .. Por ( 12) se obtienen los cigenvalores 

(14) 

De donde 

pero para m ~ n las funciones correspondientes 

Fnm = sennrrx senm71}' 

sin lugar a dudas son diferentes Por ejemplo, a \
2
= A.

21 
= crrJs le corresponden las dos (unciones 

F 12 = sen rrx sen 2,ry y F 21 = sen 2n.:r sen 7T)'. 

Por tanto, las soluciones correspondientes 

y 
u21 = (B21 cos crrVSt + B(iJ sen C7rV5t)F21 

tienen las lineas nodales y= f y x = f, respectivamente (ver la figuro 269) Al tomar B12 = 1 y 8 12 * = 
8 21 "' = O, se obtiene 

(15) 

que representa otra vibración correspondiente al eigenvalor crr Js La línea nodal de esta función es la 
solución de la ecuación 

sen rrx sen 2 ny + B 21 sen 2 rrx sen 7T)' o 

o, como sen 2a = 2 sen a cos a. 

(16) sen rrx sen 1TJ' (cos rry + B 21 cos ·rrx) O. 

Esta solución depende del valor de B,, (ver la figura 270) 

821= -0.5 
:,,,:;-~~-e'-:,~ .. -,, 8

21
= O 

8 21 = 0 .. 5 

821= J 

Figura 269. Líneas nodales de las 
soluciones u,1' u12, u

21
, u22, u, 3 , u311 

en el caso de 1~ membrana cuadrada. 

Figura 270. Líneas nodales de la 
solución (15) para algunos --~~ 

valores de 8 21 • 6.f·~Z·'•, 
1~·,'.) <_;;;,-'~~~ "~~-., 

f . ~f' '\,~ . 'iH .. _, ~ 
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Por (14) se observa que incluso más de dos funciones pueden corresponder al mismo valor numérico 
de 11.,,.,,· Por ejemplo, las cuatro funciones F 1K. FRI' F47 y F,.. corresponden al yalor \ 8 = Á81 = A.n =A., ... = 
c,r /65, ya que 

¡ l + 32 = 42 + 72 = 65, 

Esto ocurre porque 65 puede expresarse de varias maneras como la suma de dos cuadrados de enteros 
positivos, De acuerdo con un teorema de Gauss, este es el caso para cualquier suma de dos cuadrados 
entre cuyos factores primos hay al menos dos diferentes cuya forma es 4n + 1. donde n es un entero 
positivo En el caso presente, 65 = 5 13 = (4 + 1)(12 + !). 111 

Tercer paso. Solución del problema completo 

Para obtener la solución que también satisface las condiciones iniciales (3) Y (4), se 
procede como en la sección J 1,3. Se consideran las series dobles7 

u(x,y, t) = ¿ ¿ um,/x,y, t) 

(17) m=l n=l 

m7TX nrry 
= " "(B cos). t + B* sen). t)sen--sen-b ,L..J L..J mn mn mn mn a 

m=l n=l 

A partir de esta expresión y de (3) se obtiene 

(18) u(x, y, O) 
m -rrx nrry ¿ ¿ Brnn sen -a- sen b 

m=l n=l 

f(x, y), 

Esta serie se llama serie doble de Fourier, Supóngase quej{x,y) puede desarrollarse 
en una serie como ésta. 8 Entonces los coeficientes de Fourier B,,,,, de fix, y) en ( 18) 
pueden determinarse de la siguiente manera. Al hacer 

(19) 

(18) puede escribirse en la forma 

f(x, y) 

"' 1171)' _¿, Bmn sen--¡;-
n=l 

m=l 

m7TX 
Km(y) sen -a-, 

Para y fija esta es la serie senoidal de Fourier defix,y) considerada como una función 
de x. Por ( 4) de la sección 10.5 se observa que los coeficientes de este desarrollo son 

(20) 2 Jª m-rrx K (y) = - f(x, y) sen -- dx. 
m a o a 

7 No se considerarán los problemas de convergencia y unicidad 
H Condiciones suficientes:f, ajlax, ajlay, ª'flªx ay continuas en el rectangulo R bajo consideración 

) ) ) :) i j ) ) ) ). ;) ), ) .'! ) , } _), 
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f J 

Además, ( 19) es la serie seno ida! de Fourier de K.,(y) y por ( 4) de la sección J 0.5 se 
sigue que los coeficientes son 

Por esta expresión y (20) se obtiene la fórmula generalizada de Euler 

(21) 
4 Jbfa m7TX 11-rry 

Bmn = -b f(x, y) sen-- sen-- dx dv 
a 

O O 
a b · 

11 = 1, 2,-

n1 1, 2,-

para los coeficientes de Fourier dej{x, y) en la serie doble de Fourier (18). 
Los B.,,, de (17) se determinan ahora en términos dej{x, y), Para determinar los 

B.,,,* se deriva (17) término a término con respecto a t; usando (4), se obtiene 

- = ¿ ¿ B* A sen-- sen 
1

71)' 
au 1 

00 00 

m TrX / 

at t=O m=l n=l mn mn a b 
g(x, y), 

Suponer que g(x, y) puede desarrollarse en esta serie doble de Fourier.. Entonces, 
procediendo como antes, se encuentra 

(22) 4 Jbfa m-rrx 11rry 
-b, g(x, y) sen-- sen-- dx dy 
a "mn o o a l:, 11 = 1, 2, 

111 1, 2, 

El resultado es que, para que (J 7) satisfaga las condiciones iniciales, los coeficientes 
B,,,,, y B,,,,, * deben elegirse de acuerdo con (21) y (22). 

EJEMPLO 2 Vibraciones de una membrana rectangular 

Encontrar las vibraciones de una membrana rectangular de lados a = 4 ft y b = 2 ft (figura 271) si la 
tensión es de 12.5 lb/ft, la densidad es 2.5 slugs/ft2 (como la del caucho ligero), la velocidad inicial es O y 
el desplazamiento inicial es 

(23) f(x, y) 

2 

Figura 271. Membrana del ejemplo 2. 

) ) ·1 
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Solución. e'= Tlp = 12 5/2 . .5 = 5 [ft'/s'] Además, Bm" • = O por (22) Por (21) y (23), 

4 
2 4 

mrrx n ITT 
Bmn = -- [ J O .. I (4x - x 2)(2y - y 2) sen -- sen--· dx dy 

4·2 00 4 2 

1 4 -I (4, 20 
0 

• 

2 

x 2 ) sen -- dx (2y - y 2 ) sen--· dy. m1rx f n,ry 

4 0 2 

Al integrar por partes dos veces se obtiene para la primera integral del segundo miembro 

128 256 
m3rr3 [J - (- l)m) = m3rr3 (m impar) 

y para la segunda integral 

16 32 

11
3rr3 [J - (- l)n) = 

11
3rr3 (n impar). 

Para m o n pares se obtiene O Junto con el factor J/20 se tiene Bm~ = O simones par y 

256 32 0.426 050 
Bmn = 20m3n3rrfi = m3n3 (m. n son ambas impares). 

A partir de esta expresión y de ( 17) se obtiene la respuesta 

u(x, y, 1) = 0426 050 ¿ ¿ ~ cos ( 5
,r Ym 2 + 411 2), sen~ sen nrry 

. mn 4 4 2 
m 111111rnrts 

(24) 
( 

5 rrVS rrx rry 1 5rrV37 rrx 3rrv 
0.426 050 cos -

4
-, scn 4 sen 2 + rÍ cos --

4
-, sen 4 sen 2 

1 5rrVÍ3 3rrx ·1rv J 5rrv'45 3rrx 3rry 
+ rÍ cos --

4
- t sen -

4
- sen 2 + 

729 
cos --

4
-t sen 4 scn-

2
- + 

Para discutir esta solución, se observa que el primer término es muy similar a la forma inicial de la 
1.icmbrana, no tiene lineas nodalcs y es por mucho el tCnnino dominante ya que los coeficientes de los 
tC:rminos siguientes son mucho más pequeños. El segundo término tiene dos lineas nodales horizontales (y 
= 2/3, 4/3), el tercer término tiene dos lineas nodalcs verticales (x = 4/3, 8/3), el cuarto tiene dos horizon
tales y dos verticales, y asi sucesivamente, 1 

problemas de la sección 11.8 

J. ¿Cómo cambia la frecuencia de una solución ( 13) si la tensión de la membrana se 
incrementa? 

2. Detenninar y trazar las lineas nodales de las soluciones ( 13) con m = 1, 2, 3, 4 y n = 1, 2, 
3, 4 en el caso a= b = 1. 

3. Repetir el problema 2 cuando a= 3 y b = 1. 

4. Encontrar otros eigenvalores de la membrana cuadrada de lado I de tal modo que cuatro 
eigenfunciones diferentes correspondan a cada eigenvalor encontrado. 

5. Encontrar eigenvalores de la membrana rectangular de lados a= 2, b = I de tal modo que 
dos o más eigenfunciones diferentes correspondan a cada eigenvalor encontrado. 

6. Demostrar que, entre todas las membranas rectangulares con la misma área A = ab y la 
misma e, la membrana cuadrada es aquella para la que u

11 
[ver ( 13)] tiene la frecuencia 

m~baja · 

7. Encontrar un resultado similar al del problema 6 para la frecuencia de una solución ( 13) 
con m y n arbitrarias pero fijas. 

\ \ 1 
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8. Usando integración por partes, comprobar los cálculos de Bm" del ejemplo 2. 

9. Bmn del ejemplo 2 es un producto de dos integrales Detenninar a qué funciones corres
ponden estas integrales y comprobar sus valores. 

Serie doble de Fourier. Representar /(x, y) por una serie doble de Fourier de la fonna ( 18), 
donde O < x < n, O <y< n .. 

IO. f(x, y) 

12. j(x, y) 
si 

si 

Ü < X < rr/2 

rr/2 < X < 1T 

11. f(x,y) X 

13. f(x, y) 
sirr/2<x,y<rr 

en caso contrario 

Representar las siguientes funciones/(x,y) (0 <x < a, O <y< b) por una serie doble de Fourier 
de la fonna ( 18). 

14. f 
16. f 
18. f 

k 

0.125(x + y) 

xy(a - x)(b - y) 

15. f 
17. f 
19. f 

0.25 xy 

(x + 1 )(y + 1) 
xy(a2 - x2)(b2 - y2) 

Encontrar la deflexión u(x, y, t) de la membrana cuadrada con a b = 1 y e= I si la velocidad 
inicial es cero y la deflexión inicial es/(x, y), donde 

20. f(x, y) 

22. f(x, y) 

24. f(x, y) 

O I sen rrx sen -rry 

O .. Olxy(I - x)(I - y) 

k sen 2 -rrx sen 2 -rry 

21. f(x, y) 

23. f(x, y) 

k sen -rrx sen 2-rry 

k sen 3 -rrx sen 4 71)' 

25. (Vibraciones forzadas de una membrana) Demostrar que las vibraciones forzadas de 
una membrana están gobernadas por la ecuación 

donde P(x, y, t) es la fuerza externa por unidad de área que actúa nonnal al plano xy. 

11.9 LAPLACIANO EN COORDENADAS POLARES 

En relación con los problemas con valores en la frontera para ecuaciones diferencia
les parciales, es un principio general usar coordenadas con respecto a las cuales la 
frontera de la región bajo consideración se da por fórmulas simples. En la siguiente 
sección se discutirán las membranas circulares (parches de tambor). Entonces las co
ordenadas polares comunes r y e, definidas por 

X = /" COS 8, y = r sen e, 

resultarán apropiadas, ya que dan la frontera de la membrana mediante la ecuación 
simple r = consl. Su uso requiere la transformación del Japlaciano 

de la ecuación de onda en estas nuevas coordenadas" A continuación se hace esto de 
una vez por todas. 
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Las lTansformaciones de expresiones diferenciales de un sistema de coordenadas 
a otro se requieren con frecu.encia en la práctica y el estudiante deberá seguir la pre
sente discusión con gran atención. 

Las derivadas parciales se denotan por subíndices y u(x, y, t) como función de r, 
e, t por la misma letra u, para simplificar .. Como en la sección 11 A, se usa la regla de 
la cadena (sección 8.8), para obtener 

Al derivar otra vez con respecto ax y aplicar la regla del producto se obtiene 

(1) 
(urrx)x + (ueex>x 

(UT)XrX + lir'.xx + (L10)X8X + Uo 8 xx• 

Ahora bien, al aplicar de nuevo la regla de la cadena se encuentra 

y 

Para determinar las derivadas parciales rx y e,, es necesario derivar 

,. = Vxz + y2 

encontTándose 

X X 
r = -,==== 

x Vx2 + y2 r 

y e = are tan l, 
X 

ex = 1 + ( y!x)2 ( - :2) 

Al derivar de nuevo estas dos fórmulas se obtiene 

y 
- r2. 

r = r - xrx 
XX r2 

= -y(- ~)r = 2xy. 
,-3 X /'4 ,. 

Todas estas expresiones se sustituyen en ( 1 ) .. Suponiendo la continuidad de las deriva
das parciales primera y segunda, se tiene u,0 = u

0
, y al simplificar, 

x2 X)' y2 y2 xy 
(2) ll = -u 2 3 11 ro + 0 uoo + /'3 LIT + 2 4 ue. :r:x ,.2 rr r ,. 

De manera similar se sigue que 

y2 ') xy x2 x2 xy 
(3) uYY = -u + + -u + - ll 2 0 uo. /'2 TT - r3 LITO ,-4 00 /'3 T 

Al sumar (2) y (3) se observa que el laplaciano de u en coordenadas polares es 

(4 ) [ 'í!Zu = a2
u + 2_ au + J a

2
u 

ar2 r ar r2 ae2 • 

En la siguiente sección se aplicará esta fórmula para estudiar las vibraciones de un 
parche de tambor (membrana circular). 

-~J ) ) ) ') ) ) ) ·y J ) '"' ') 
·','>-,. 
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Problemas de la sección 11.9 

J. Efectuar los detalles de los cálculos que llevan de (2) a (3 ) .. 

.Z. Transformar (4) de nuevo a coordenadas cartesianas. 
3. Demostrar que ( 4) puede escribirse 

4. Si u es independiente de e, entonces ( 4) se reduce a v'2u u + u Ir .. Deducir este resultado 
di rectamente del laplaciano en coordenadas cartesianas s'~po~iendo que u es indepen
diente de e 

5. Demostrar que la única solución de v'2u =Oque sólo depende de r = ~x 2 + y 2 es u= 
a In r + b. 

6. Demostrar que u = ,,, cos ne, u I" sen ne, n O, 1, · · ·, son soluciones de v''u O con 
v''u dado por ( 4 )~ " 

7. Suponiendo que es posible la derivación término a término, demostrar que una solu
ción de la ecuación de Laplace en el disco R < J que satisface la condición en la fron
tera u(R, 8) = ./{ 8) (/dada) es 

ªo + ~~1 [ ªn (i) 71 

cos 118 + b71 (j) 
71 

sen nB J 

donde a,, b, son los coeficientes de Fourier de/(ver la sección 10.3) 

Potencial electrostático. Problemas de calor de estado estacionario. El potencial electrostático 
u satisface la ecuación de Laplacc v''u = O en cualquier región libre de cargas, Además, la 
ecuación del calor u, = c'v''u (ver la sección 1 J .5) se reduce a la ecuación de Laplace si la 
temperatura u es independiente del tiempo t ("caso de estado estacionario"). Encontrar el 
potencial electrostático (equivalente: la distribución de la temperatura de estado estacionario) 
en el disco r < l que corresponde a los siguientes valores en la frontera. 

8. u(B) JO cos 2 () 9. u(8) 40 sen 3 () 

{ 
1

0

10 si - rr/2 < () < rr/2 

si rr/2 < () < 3rr/2 

{-100 si - rr <()<O 
J]. u(B) 

100 si O<B<rr 
10. u(8) 

G si - rr/2 < () < rr/2 
13. u(B) 

si rr/2 < () < 3 rr/2 
1.2. u(()) 

si -7r/2 < () < rr/2 

si rr/2 < () < 3rr/2 

14. u(B) = () 2 ( - rr < () < rr) IS. u(B) = IBI rr < () < rr) 

16. Encontrar una fórmula para el potencial u sobre el ejex en el problema 15. Usar los cuatro 
primeros términos de esta serie para calcular u en x = -0, 75, -0. 5, -0.25, O, 0.25, 0.5, 0 .. 75 
(dos decimales) 

17. Encontrar una fórmula para el potencial u sobre el eje y en el problema 15. 
18. Encontrar el potencial electrostático en el semidisco r < 1, O < e< rr, que es igual a 

l 108(rr- 8) en la semicircunferencia r = 1 y O sobre el segmento -1 < x < 1 

19, Encontrar la temperatura de estado estacionario u de una placa semicircular delgada r < a. 

O < () < IT, si la semicircunferencia r a se mantiene a una temperatura constante "u y el 
segmento frontera -a< x <ase mantiene a u= O. (Usar separación de variables.) 

:'él) ':0 ) :.) :) ) ·.·i ' .:¡ .:\ : .. ) ) ) ·;,:, 
- .:,;¡ j .,, .;;, 

.. --- ··--,.·-·--·-···----·-··--·-
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20. (Laplaciano en coordenadas cilíndricas) Demostrar que el laplaciano en coordenadas 
ciJíndricas r, 8, Z definidas por X= r COS 8, y= r sen 8, Z = Z es 

Expresar 'í72u =u,,+ u,, en términos de las coordenadas x*, y* dadas por 

21. x* = ax + b, y* = cy + d 22, x* = x + y, y* = x - y 

23. x* = x 2 , y* = y 2 24. x* = 1/x. y* = lly 

25. x* = x cos a - y sen a, y* x sen a + y cos a ("rotación a través de ex") 
26. (Problema de Neumann) Demostrar que la solución del problema de Neumann 'v'u = O 

si r < R, u,,(R, B) = j( B) (n la normal exterior) es 

u(r, e) = A 0 + ¿ rn(An cos ne+ Bn sen ne) 
n=l 

con A,, arbitraria y 

2 rr 

-R _1 J f(e) cos 118 de, 
rrn n _'IT 

? Jrr 
rrn;n-I -rrf(e) sen ne de. 

27. Demostrar que (9), sección 9 4, impone sobrej(B) del problema 26 la condición 

jwf(e) de = O, 
-rr 

denominada generalmente "condición de compatibilidad" 

28. (Problema de Neumann) Resolver 'v'u = O en la corona J < r < 3 si u,(I, B) = sen B, 
u,(3, B) = O. 

11.10 MEMBRANA CIRCULAR. 
USO DE LA SERIE DE FOURIER-BESSEL 

Las membranas circulares se presentan en tambores, bombas, micrófonos, teléfonos, 
etc .. , lo cual explica el porqué de su gran importancia en la ingeniería. Siempre que 
una membrana circular es plana y su material es elástico, pero sin ofrecer resistencia 
alguna a la flexión (¡se excluyen así las membranas metálicas delgadas!), sus vibra
ciones están gobernadas por la ecuación bidimensional de onda (3'), sección 11. 7, que 
se escribe ahora en las coordenadas polares definidas por x = r cos B, y= r sen e en la 
fom1a [ver (4) en la sección anterior] 

a2 u c 2 (a 2 u + 1 é!u I a2 u) 
af2 ar2 r ar + -;:-z ae2 . 

1 ) 1 

e C, ( 
.. r: ( ( ( ( (" ( ( e : t ( ( ( / ( r r r ( ( e 
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• .H; 
Figura 272. Membrana circular. 

En la figura 272 se ilustra la membrana de radio R para la que se determinarán las 
soluciones u(r, t) que son radialmente simétricas; es decir, que no dependen de e. 
Entonces la ecuación de onda se reduce a 

(1) a
2
u = c2 (ª 2

u + _!_ au). 
a,2 ar2 r ar 

Condiciones en la frontera e iniciales. Puesto que la membrana está fija a lo largo de 
su frontera r = R, se tiene la condición en la frontera 

(2) u(R, t) = O para toda t;:;; O. 

Habrá.soluciones que no dependen dé e si las condiciones iniciales no dependen de e, 
es decir, si son de la forma 

(3) u(r, O) f(r) [defiexión inicial/(r)] 

y 

(4) au ¡ - = g(r) 
at t=O 

[velocidad inicial g(r)]. 

Primer paso. Ecuaciones diferenciales ordinarias. 
Ecuación de Bessel 

Por separación de variables, se determinan primero las soluciones 

(5) u(r, t) = W(r)G(t) 

que satisfacen la condición en la frontera (2). Al sustituir (5) y sus derivadas en ( l) y 
dividiendo el resultado entre c2 WG se obtiene 

9 Para las soluciones que dependen de e. ver los problemas de esta sección 

(:, o 
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donde los puntos denotan derivadas con respecto a t y las primas denotan derivadas 
con respecto a r. Las expresiones de ambos miembros deben ser iguales a una cons
tante, la cual debe ser negativa, por ejemplo, -k1, a fin de obtener soluciones que 
satisfagan la condición en la frontera sin formar una identidad con cero. Por tanto, 

0 
= ..!.. (w" + .!_ w') = -k2 • 

c 2G W r 

Se obtienen así las dos ecuaciones diferenciales linales ordinarias 

(6) donde A ck 

y 

(7) W" + _! W' + k 2 W 
r 

o. 

La expresión (7) puede reducirse a la ecuación de Bessel (sección 5.5) si se haces= 
kr. Entonces 1/r = kls y por la regla de la cadena se obtiene 

W' dW 
dr 

dW ds 
ds dr 

dW k 
ds 

y W" = d2W k2 
ds 2 

Al sustituir esta expresión en (7) y omitiendo el factor común k2 se obtiene 

(7*) 1 d
2

W 1 dW 1 ~+-.¡-;¡;+W=O. 

Ésta es la ecuación de Bessel ( 1 ), sección 5 .5, con parámetro v = O. 

Segundo paso. Satisfacción de la condición en la frontera 

Las soluciones de (7*) son las funciones de Bessel J
0 

y Y
0 

la primera y segunda clase 
(ver las secciones, 5.5, 5 .. 7), pero Y

0 
se hace infinita en O y no puede usarse ya que la 

deílexión de la membrana debe conservarse siempre finita. Queda entonces 

(8) (s = kr). 

Ahora en la frontera r = R se obtiene W(R) = J
0
(kR) = O por (2) (ya que O= O implica

ría u= O). Esta condición puede satisfacerse porque J
0 

tiene (una infinidad de) ceros 
positivos, s = a., a

2
, ···(ver la figura 273), con valores numéricos 

º'i = 2.4048, ª2 = 5 . .5201, ª3 = 8.6537, 0'.4 = 11.7915, 0'.5 14.9309, 

). ) ). j 1 ) 

. , 
) j, ), ) ') ), ) 
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Jo(s) 

Figura 273. Función de Bessel J
0
(s). 

y así sucesivamente (ver la referencia [l ], apéndice 1, para tablas más extensas). Como 
puede verse, estos valores tienen un espaciamiento irregular. La ecuación (8) implica 
ahora 

(9) kR = ªm por tanto k k m m 1, 2, · · · . 

En consecuencia, las funciones 

(10) Wm(r) = J (k r) = J (ªmr) o m o R • m 1, 2, · · · , 

son soluciones de (7) que se hacen cero en r = R. 

Eigenfuncioncs y cigcnvalores. Pan\ W., en (1 O), una solución general de (6) corres-
pondiente con '),_=A. = ck es 

m m 

Por tanto las funciones 

(11) 

donde m = 1, 2, ····,son soluciones de la ecuación de onda ( 1 ), las cuales satisfacen la 
condición en la frontera (2). Estas son las eigenfunciones del problema planteado y 
los eigcnvalores correspondientes son A .• , 

A la vibración de la membrana que corresponde a u., se le llama el m-ésimo 
modo normal; tiene la frecuencia'),_ /2:rr: ciclos por unidad de tiempo. Puesto que los 
ceros de la función de Bessel J

0 
no ;stán espaciados regularmente en el eje (en con

traste con los ceros de las funciones senoidales que aparecen en el caso de la cuerda 
vibratoria), el sonido de un tambor es totalmente diferente al de un violín, Las formas 
de los modos normales pueden obtenerse con facilidad de la figura 273 y se ilustran 
en la figura 274. Para m = 1, todos los puntos de la membrana se mueven hacia arriba 
(o hacia abajo) al mismo tiempo, Para m = 2 la situación es la siguiente. La función 

'') :~¡ ~ . ') .r.l+ '9 "') Y, ) 'J ) ), ). ') ) 
, ____________________ ------
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m= 1 m = 2 m=3 

Figura 274. Modos normales de la membrana circular 
en el caso de vibraciones independientes del ángulo. 

es cero para cx,r!R = ex,, por tanto r = cx,Rla.
2

• El círculo r= cx,Rla.2 es, por lo tanto, u~a 
línea nodal y cuando en algún instante la parte central de la membrana se mueve hacia 
arriba, la parte externa (r > a.

1
Rlcx

1
) se mueve hacia abajo y viceversa. La solución 

u,.,(r, t) tiene m - 1 líneas nodales, que son círculos (figura 274). 

Tercer paso. Solución del problema completo 

Para obtener una solución que satisfaga también las condiciones iniciales (3) Y (4), 
puede procederse como en el caso de la cuerda, es decir, se considera la serie'º 

(12) u(r, t) = :i Wm(r)Gm(t) = :i (am cos Ami+ bm senAmt)J0 (~'r). 
m=l m=l 

Al hacer t = O y usar (3), se obtiene 

(13) u(r, O) 

Por tanto, para que (12) satisfaga (3), las constantes a"' deben ser los coeficientes de la 
serie de Fou rier-Bessel (13) que representa aj(r) en términos de J 0 ( a.,n1·1R); es decir 
[ver (9) de la sección 5.9 con n = O], 

(14) 

-···-··--·-···--- ----~ 

1 
a = 

2 
fRrf(r)J (°'m,.) dr 

m RZJ 2(a ) O R 
1 1 m O 

(111 1, 2, ' . ·). 

La derivabilidad def(r) en el intervalo O~ r ~Res suficiente para la existencia del 
desarrollo (13); ver la referencia [A9]. Los coeficientes b., de (12) pueden determi-

1
•.1 No se considerarán los problemas de conv(!rgcncia y unicidad 

) , , ,1 

@@@@@G®@@@@©@@©®©@@ 
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narse a partir de (4) en una forma similar. Para obtener valores numéricos de a y b · 1 
puede aplicarse uno de los métodos comunes de integración aproximada, usando ta~ ¡; 
bias de J

0 
y .1

1
• En ocasiones es posible evitar la integración numérica, como se ilustra ;1• 

en el "jemplo siguiente. · 

EJEMPLO 1 Vibraciones de una membrana circular 

Encontrar las vibraciones de un parche de tambor circular de I ft de radio y 2 slugs/ft2 de densidad si la 
tensión es de 8 lb/ft, la velocidad inicial es O y el desplazamiento inicial es 

f(r) = 1 - r 2 [ft]. 

Solución. e'= Tlp = 8/2 = 4 [f12/s 2] Además, bm = O, ya que la velocidad inicial es O Por ( 14) y el 
problema 29 de la sección 5 9, dado que R = 1, se obtiene 

donde la última igualdad se sigue de (3J, sección 5 .. 6, con v = 1, es decir, 

En la tabla 9 5 de [1] se danª"' y Jo'(u"'). A partir de esto se ob\iene J 1(a"') = -J11'(u"') por (2), sección 
5 6, con v = O. y se calculan las am: 

111 ªm J 1(a 111 ) lz(am) ª111 
2.40483 O 51915 043176 1 10801 

2 5 52008 -o 34026 -0.12328 -0.13978 
3 8 65373 O 27145 O 06274 O 04548 
4 IU9153 - o. 23246 -o 03943 0.02099 
5 14.93092 0.20655 0 .. 02767 O 01164 
6 18 07106 -0, 18773 -0.02078 -o 00722 
7 21.21164 0 .. 17327 O 01634 0.00484 
8 24 35247 -o 16170 -001328 -o 00343 
9 27.49348 O. 15218 0.01107 O 00253 

10 30.63461 -o 14417 -0.00941 -0.00193 

Por tanto 

f(r) = L 108.J0(2.4048r) - O. 140.10(5 520lr) + 0.045.10(8 6537r) 

Se observa que los coeficientes se decrementan con relativa lentitud La suma de los coeficientes dados 
explicitamente en la tabla es O. 99915 La suma de todos los coeficientes debería ser l. (¿Por qué?) Asi, 
por el criterio de Leibniz del apéndice 3 .3, la suma parcial de esos términos da la amplitudj\r) con tres 
cifras decimales de precisión 

Puesto que 
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por ( 12) se obtiene la solución (con r medida en pies y r en segundos) 

u(r, r) = L108.!0(2A048r) cos 4.80971 - 0.140J0(5.5201r) cos 1 L0402r 

+ O 045.!0 (8.6537r) cos 17.30751 

En la figura 274. m = 1 da una idea del movimiento del primer término de la serie obtenida. m = 2 del 
segundo término y m = 3 del tercero, por lo que el resultado obtenido puede .. verse" casi tan bien como el 
de la cuerda vibratoria de la sección 11.3. 1 

Problemas de la sección 11.1 O 

l. ¿Cuál es la razón para usar coordenadas polares en la presente sección? 
2. Si la tensión de la membrana se incrementa, ¿de qué manera cambia la frecuencia de cada 

modo normal ( 11 )? · 

3. Un tambor pequeño debería tener un modo fundamental más alto que el de un tambor 
grande, siendo la tensión y la densidad las mismas. ¿Cómo puede concluirse esto a partir 
de las fórmulas estudiadas? 

4. Usando el valor numérico de ex,, encontrar una fórmula para la frecuencia fundamental de 
un tambor circular. 

5. Encontrar una fórmula para la tensión T necesaria para producir una nota fundamental 
deseada en un tambor circular. 

6. Detem1inar los valores numéricos de los radios de las lineas nodales de u, y u, [ver ( 11 )] 
cuando R = l. 

7. Trazar una figura similar a la figura 274 para u,, u,, u,. 
8. Repetir el problema 6 para u,, u,, u,. 
9. ¿Es posible que, para e y R fijas, dos o más funciones um [ver ( 11 )] que tienen líneas 

nodales diferentes correspondan al mismo eigenvalor? 

JO. ¿Por qué es a;+ a
2 
+ · · · = 1 en el ejemplo 1? Calcular las cinco primeras sumas parciales 

de esta serie. 

11. Comprobar los cálculos de las am en el ejemplo 1. 
12. Usando los valores del texto, comprobar que cxm = (m - f )rrpara m = l, · ·, 5. 
13. Demostrar que para que ( 12) satisfaga (4), 

(15) m l, 2, · · · . 

14. Encontrar la deflexión u(r, 1) de la membrana circular de radio R = l si e=!, la velocidad 
inicial es cero y la deflexión inicial esj(r) = k( l - r'). Sugerencia .. Recordar los problemas 
25-32, sección 5, 9. 

15.. Resolver el problema 14 cuandoj(r) = k( l - r2 }, con los datos restantes como antes. 

Vibraciones de una membrana circular que dependen de r y 8 

16. Demostrar que al sustituir u F(r, B)G(l) en la ecuación de onda 

(16) 

j ) 
J 

1 ) ) ) .1 j 1: ) ) ) )r )< .,:, .. : ) ), . .f· 
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lleva a 

(17) a + ;.,. 2c = o, donde A = ck, 

(18) F + .!_ F + ..!._ F + k2 F = rr r r r2 oo O. 

17. Demostrar que al sustituir F = W(r)Q(B) en ( 18) se obtiene 

(19) 

(20) 

Q" + n 2 Q = O .• 

18. Demostrar que Q( B) debe ser periódica con periodo 2,r y que, por lo tanto, n O, ¡, ... en 
( 19) Y (20). Demostrar que esto da las soluciones Q = cos nB, Q * = sen nB W = J (kr) 
n = o, 1, " "" n n . • n 11 , 

19. Demostrar que la condición en la frontera 

(21) u(R, e, t) = O 

lleva a k =km"= cx.jR, dondes= <Xmn es el m-ésimo cero positivo de J (s). 

20. Demostrar que las soluciones de ( 16) que satisfacen (2 l) son (figura 275) 

(22) umn 

u* mn 

(Amn cos ckmnt + Bmn sen ckmnt)./n(kmnr) cos ne, 
(A;:'.,n cos ckmnl + B;:'.,n sen ckmnl).!n(kmnr) sen ne. 

/---Y---·, 

(/) 
-----1---" 

U12 U23 

Figura 275. Líneas nodales de algunas de las soluciones (22). 

21. Demostrar que la condición inicial u,(r, B, O)= O lleva a Bmn O, Bm• •=O en (22). 

22. Demostrar que um/ = O y umu es idéntica a ( l l) en la presente sección. 

23. Demostrar que u11 representa el modo fundamental de una membrana semicircular y en-
contrar la frecuencia correspondiente cuando c2 I y R = 1 

11.11 ECUACIÓN DE LAPLACE. 

\ ' 

,'( j, 

POTENCIAL 

Una de las ecuaciones diferenciales parciales más importantes de la física es la ecuación 
de Laplace 

(1) 

), :, )1 ); ): ): 1 
/ / .1, j ). ·, .J, ~A ~), ) ... )e 



www.elsolucionario.net

www.elsolucionario.net

) 

:,nc1occcnc e o co O 00 O O 0 C} Q;, G) Q:0 Q 

146 ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES 

Aquí v''u es el laplaciano de u. En coordenadas cartesianas x, y, zen el espacio 

(2) 

La teoría de las soluciones de la ecuación de Laplace se llama la teoría del potenciaL 
Las soluciones de ( l) que tienen segundas derivadas parciales contüzuas se llaman 
funciones armónicas. 

Se ha encontrado esta ecuación antes, en tres dimensiones (secciones 8,,9, 9,,8) así 
como en dos dimensiones (sección 11.5) y se considerará ahora en coordenadas cilín
dricas y esféricas, junto con problemas típicos con valores en la frontera. Se dirán 
antes algunas palabras acerca de su importancia al mencionar algunas de las áreas 
principales donde desempeña un papel fundamentaL 

Áreas de aplicación 

La gravitación está gobernada por la ecuación de Laplace, como se explica a conti
nuación, En el ejemplo 3, sección 8,9, se vio que si una partícula A de masa M está fija 
en un punto (X, Y, Z) y otra partícula B de masa m está en un punto (x, y, z), entonces 
A atrae a B, siendo la fuerza gravitacional el gradiente de la función escalar 

u(x, y, z) = !:_ , ,. 
r = Y(x - X) 2 + (y 

e = GMm = const, 

Y)2 + (z - Z)z (> O). 

Esta función de x, y, z se llama el potencial del campo gravitacional y satisface la 
ecuación de Laplace. 

La generalización al potencial y a la fuerza debida a una distribución continua de 
masa es bastante directa. Si una masa de densidad p(X, Y, Z) está distribuida en una 
región T del espacio, entonces el potencial u correspondiente en un punto (x, y, z) no 
ocupado por masa se define como 

(3) u(x,y,z) k J Jip(X, rY, Z) dX dY dZ 

T 

(k > 0), 

con r como está dada por la formula anterior. Puesto que l/r (r > O) es una solución de 
C 1 ), es decir, v''( 1 Ir) = O y p no depende de x, y, z, se obtiene 

V2u = k J J J p v2 (7:) dX dY dZ = O; 
T 

es decir, el potencial gravitacional definido por (3) satisface la ecuación de Laplace 
en cualquier punto que no esté ocupado por materia. 

) 

@([.• ('('((((( e r e : r e e, r ( , r: n e o o 
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Electrostática. La fuerza eléctrica de atracción o repulsión entre partículas cargadas 
está gobernada por la ley de Coulomb (ver la sección 8,,9), cuya forma matemática es 
igual a la ley de la gravitación de Newton. A partir de este hecho se sigue qué el 
campo creado por una distribución de cargas eléctricas puede describirse matemáti
camente por una función de potencial que satisface la ecuación de Laplace en cual
quier punto no ocupado por cargas, 

El flujo de calor está gobernado por la ecuación del calor 

que en el caso de estado estacionario (u,= O) se reduce a la ecuación de Laplace, como 
se sabe por la sección l l .5 para problemas bidimensionales, y en tres dimensiones 
esto es similar. 

Hidrodinámica. La ecuación de Laplace también aparece en relación con el flujo de 
fluidos incompresibles de estado estacionario, como se demostrará en el capítulo l 7 
(donde también se verá que los problemas bidimensionales pueden resolverse por 
métodos del análisis complejo). 

El laplaciano en coordenadas cilíndricas y esféricas 

En la mayoría de las aplicaciones que llevan a la ecuación de Laplace, es necesario 
resolver un problema con valores en la frontera, es decir, determinar la solución de 
( l) que satisface las condiciones en la frontera dadas sobre la superficie frontera S de 
la región Ten la que se considera la ecuación,, A este se Je llama: 

(J) Primer problema con valores en la frontera o problema de Dirichlet 
si u se prescribe en S. 

(11) Segundo problema con valores en la frontera o problema de Neumann 
si la derivada normal u.= aulan se prescribe en S, 

(III) Tercer problema, o problema mixto, con valores en la frontera si u se 
prescribe en una porción de S y u,, se prescribe en el resto de la porción 
deS, 

Entonces es necesario introducir coordenadas en el espacio tales que S esté dada por 
fórmulas simples. Para ello debe transformarse el laplaciano a otras coordenadas" Se 
trata de lo mismo en principio que para dos dimensiones en la sección 11.9. 

De hecho, para las coordenadas cilíndricas r, e, z, relacionadas con las coorde
nadas cartesianas por (ver la figura 276 en la página 147) 

(4) X = r COS 8,, y = r sen e, Z = Z, 

se obtiene de inmediato v'2u sumando u,, a (4), sección 11.9, obteniéndose 

(5) \12u = a2
u + .!_ au + _!_ a2u + a2u 

ar2 r ar r2 ae2 az 2 

www.elsolucionario.net
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? (r, 8, z) 

1 
1 
1 
12 

:--
e ~' / Y ', 

Figura 276. Coordenadas cilíndricas. 

e 

1 
1 

r 1 
1 
1 

(r, e, q,) 

:--
' 1 y 
'J 

Figura 277. Coordenadas esféricas. 

De igual importancia en la práctica son las coordenadas esféricas r, 8, ip, relaciona
das con las coordenadas cartesianas por (ver la figura 277) 11 

(6) x = r cos 8 sencp, y = r sen 8 sen cp; z r cos cp. 

El laplaciano de una función u en coordenadas esféricas es 

(7) 
l iJ 2 u cot cp iJu I ,J2u 

+---+---+ -
r2 iJq, 2 r 2 iJ<f; r 2 sen 2 <f; ae2 • 

Esta expresión también puede escribirse 

(7') "i! 2 u = - - r 2 - + -- - sen <f; - + --- -- . I [ a ( au) J a ( au) 1 a2 u] 
r2 ar ar sen <f; iJcp iJ<f; sen 2 <f; ae2 

Esta fórmula puede deducirse de una manera similar a la de la sección I 1.9; los deta
lles se dejan como ejercicio al estudiante. 

En la sección siguiente se demuestra que la separación de variables en coordena
das esféricas lleva a la ecuación de Legendre, la cual se discutió en la sección 53. 

Problemas de la sección 11.11 

1. Comprobar que u= c/r satisface la ecuación de Laplace en coordenadas esféricas 

2. Demostrar que la (mica solución de la ecuación de Laplace que sólo depende de 
r = ~x2 + y2 + z2 es u= c/r+ k; aquí e y k son constantes. 

3. Determinar e y k en el problema 2 de modo que u represente el potencial electrostático 
entre dos esferas concéntricas de radios r, = 2 cm y r, = 4 cm mantenidas en los potencia
les U, = 11 O volts y U, 70 volts, respectivamente. 

4. Demostrar que la única solución de la ecuación bidimensional de Laplace que sólo depen
de de r = ~x2 + y1 es u= e In r + k. 

11 La ecuación (6) se usa en c:ilculo elemental y generaliza la conocida notación para coordenadas pola
res Desafortunadamente, en algunos libros se usan e y <f, intercambiadas, una extensión de la notación 
x = r cos cp, y= r sen cp (usada en algunos países europeos) 

) ) ) ) :) ~) ), ) ) 
.. 
1 1 ) ) ) ) ~0 ) ) }, y ··1Y .., , f )! j) ·), 
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5. Encontrar el potencial electrostático entre dos cilindros coaxiales de radios r, = 2 cm y r, 
= 4 cm mantenidos en los potenciales U, = 11 O volts y U, 70 volts, respectivamente 
Trazar y comparar las líneas equipotenciales en los problemas 3 y 5. Comentar. 

6. Al sustituir u(r), r como en el problema 2, en u,,.+ u,,,+ u,,= O, comprobar que u"+ 2u'/ 
r = O, en concordancia con ( 7). · 

7. Deducir (7) a partir de 'v'u en c.oordenadas cartesianas 
8. Comprobar (5) transformando 'v2u de nuevo a coordenadas cartesianas. 

Demostrar que las siguientes funciones u = j(x, y) satisfacen la ecuación de Laplace y trazar 
algunas de las líneas equipotenciales u= consr 

9. xy 10. x2 - y2 ll. x 3 - 3xy 2 12. x/(x 2 + y 2 ) 

13. y/(x2 + y2) 14. (x + l)(y - 1) 15. (x2 _ y2)/(x2 + y2)2 

Encontrar la distribución de temperatura de estado estacionario (independiente del tiempo): 

16. Entre dos placas pai-alelasx=x
0 

y x =x, mantenidas a las temperaturas u
0 

y u
1

, respectivamente. 

17. Entre dos cilindros circulares coaxiales de radios r
0 

y r, mantenidos a las temperaturas u0 

y u 1, respectivamente. 

18. Entre dos esferas concéntricas de radios r
0 

y r
1 

mantenidas a las temperaturas u
0 

y u,, 
respectivamente 

19. Si las superficie de la bola r2 = x' +y'+ z';:;, R' se mantiene a temperatura cero y la 
temperatura inicial de la bola esfir), demostrar que la temperatura u(r, t) de la bola es 

la solución de u, c2 (u"+ fu,), la cual satisface las condiciones u(R, t) O, u(r, O)= j(r). 

20. Demostrar que haciendo v = ru, las fórmulas del problema 19 asumen la forma v, = c1v,,, 
v(R, t) = O, v(r, O)= rj(r). Incluir la condición v(O, t) = O (la cual se cumple porque u debe 
estar acotada en r O) y resolver el problema resultante por separación de variables. 

21. (Ecuación de Helmholtz) Demostrar que la sustitución de u= U(x: y, z)e-'"v (1 = .¡:::f) en 
la ecuación tridimensional de onda u c''v'u da como resultado la llamada ecuación 
tridimensional de Helmholtz (ver también la sección 11.8) 

k = wlc.. 

22. Sean r, 6, ,¡, coordenadas esféricas. Si u(r, 6, ,P) satisface 'v'u = O, demostrar qne v(r, 8, </>) 
= r·'u(r- 1, 6, ,P) satisface 'v'v = O. 

23. Si u(r, 6) satisface u = O, demostrar que v(r, 6) u(r"', 6) satisface 'v'v = O .. (r y 6 son 
coordenadas polares.) 

24. Resolver el problema con valores en la fi'ontera 'v'u = O (O <x < n;y> O), u(O,y) = O, u(n;y) 
= O, u(x, O) 1, lu(x, y)I acotado. (Usar separación de variables.) 

25. Es posible demostrar que la solución del problema 24 puede escribirse en la forma u= (2/n) 
are tan (sen x/senhy). Comprobar directamente que esta u satisface todas las condiciones 
del problema 24. 

11.12 LAPLACIANO EN COORDENADAS ESFÉRICAS. 

"2)¡ J¡ ")°' Y' 

ECUACIÓN DE LEGENDRE 

Se considera ahora un problema típico con valores en la frontera que incluye la ecuación 
de Laplace en coordenadas esféricas. Suponer que una esfera S de radio R se mantiene 
en una distribución fija de potencial eléctrico 

(]) u(R, 8, ,p) = f(cp) 

':) ] ji ') ::;:¡ 9 \.\ :·;~, 
\~ 

··:~ 

::> ::··\ 'i5 ./' ,, . ..) ;) ;;, ~t ; 
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donde r, e, <P son las coordenadas esféricas definidas en la sección anterior, con el 
origen en el centro de S, y dondej(<ji) es una función dada .. (En la figura 278 de la 
página 689 se ilustra un ejemplo especial.) Quiere encontrarse el potencial u en todos 
los puntos .:!::I espacio, el cual se supone libre de otras cargas. Puesto que el potencial 
en Ses independiente de 8~ ta1nbién lo es el potencia! en el espacie" Por le ta.."1to, 
o 2" /88 2 

= O en (7') de la sección anterior, por lo que la ecuación de Laplace se reduce a 

(2) _ ,.2 - + -- - sen cp - = O. a ( au) 1 a ( au) 
ar ar sen <P a<p é!cp 

Además, en el infinito el potencial será cero; es decir, debe tenerse 

(3) lím u(r, </,) = O. 
r-oo 

Así, debe resolverse el problema con valores en la frontera para (2) con la condición 
en la frontera (1) y condición en el infinito (3). Al sustituir 

u(r, </,) = G(r)H(r/>) 

en (2) y dividiendo la ecuación resultante entre la función OH, se obtiene 

1 d ( dG) 1 d ( dH) 
G dr r

2 
dr = - H sen 1> cl1> sen <P dcp 

y se tienen las variables separadas. Por el razonamiento usual, los dos miembros de 
esta ecuación deben ser iguales a una constante, por ejemplo, k, de tal modo que 

(4) 1 d ( dH) --- sen1;- + kH 
sen cp dcp dcp 

o 
y 

1 d ( 2 dG) G dr I dr k. 

La última ecuación puede escribirse C,C20')' kO o 

r 2 G" + 2rC/ - kG = O. 

Esta es una ecuación de Euler-Cauchy. Por la sección 2.6 se sabe que tiene soluciones 
O= rª. É.stas tendrán una forma particulam1ente simple si se cambia la notación y se 
escribe n(n + 1) en lugar de k. Entonces 

(5) / r 2G" + 2rG' - n(n + l)G o 

donde n sigue siendo arbitraria .. Al sustituir G = rª en (5) se tiene 

[a(a - ]) + 2a - n(n + l)]r" = O. 

}r:, 
1 

(\ e (' ( ( ( (" ( ( / (- (- ( r-. (' 
l ¡ e r (' ( ( r e ( 
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Los ceros de la expresión entre corchetes son o: 11 y a= -n- 1. Por tanto, se obtienen 
las soluciones 

(6) y 0;;(r) = rn+I 

Transformación de la ecuación (4). Al hacer cos <P = w, se obtiene sen' <P = 1 -w2 y 

d 

d1, 
d dw 

dw d<p 

d 
- sen 1, cfH, 

Por consiguiente, (4) con k = n(n + 1) asume la forma 

(7) - ( 1 - w 2 ) - + n(n + 1 )H d [ dHJ 
dw dw 

o. 

Esta es la ecuación de Legendre (ver la sección 5.3), que desarrollada queda 

(7') 
dH 

2w- + n(n + l)H 
dw 

Solución usando una serie de Fourier-Legendre 

Para el entero 12 n = O, 1, · · ·, los polinomios de Legendre 

1-f = P n(w) = P n(cos </,), 

o. 

11 = O, 1, · 

son soluciones de la ecuación de Legendre (7) .. Se obtienen así las dos sucesiones de 
soluciones siguientes u= OH de la ecuación de Laplace (2): 

(8*) u~(r, 4,) = ,.!:1 Pn(cos </,) 

donde n = O, 1, ···,y A" y B" son constantes. 

Solución del problema interior. Esto significa una solución de (2) dentro de la este
ra y que satisfaga ( 1 ). Para ello se considera la serie 13 

r 
u(r, </,) = i An~npn(cos </,). 

n=O 
(8) 

1~ Hasta este punto, n era arbitraría ya que k también Jo era Puede demostrarse que la restricción den a 
enteros es necesaria para hacer continua la solución de (7), junto con su derivada de primer orden, en 
el intervalo -1 ~ w ~ 1 o O~ ,P ~ 11: 

Ll No se considerará la convergencia" Puede demostrarse que sifiq',) yf{r/J) son continuas por se'ccioncs en 
el intervalo O:,; ,p ~ 11:, la serie (8) con coeficientes ( 10) puede derivarse dos veces término a t¿rmino con 
respecto ar y con respecto a </J y que la serie resultante converge y representa a cFu!cJr:1 Y iru!Oifr, 
respectivamente En consecuencia, la serie (8) con coeficientes ( 1 O) es la solución del problema plan
teado en el interior de la esfera. 

( c"·l 
-...," r 
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Para que (8) satisfaga ( 1) debe tenerse 

(9) u(R, cp) = ¿ AnRnPn(cos <p) = f(cp); 
n=O 

es decir, (9) debe ser la serie de Fourier-Legendre dej(rp). Por (7) de la sección 5.9 
se obtienen los coeficientes · 

2n + 1 f 1 -
AnRn = --

2
- f(w)Pn(w) dw 

-1 

donde / (w) denotafi <P) como una función de w = cos rp. Puesto que se tiene dw =-sen <P d<P 
y los limites de integración -1 y I corresponden a <P = n: y <P = O, respectivamente, se 
obtiene también 

(10) 
2n + 1 [" An = ~R" .f(cp)P n(cos cp) sen e/;, dcp, 

. o 
n = O, 1, · · ·. 

Por tanto, la serie (8) con coeficientes ( 1 O) es la solución del problema planteado para 
puntos interiores de la esfera. 

Solución del problema exterior. Fuera de la esfera no es posible usar las funciones 
11,,(r, </!) porque estas funciones no satisfacen (3), pero pueden usarse las funcio
nes u,, *(r, </J), las cuales satisfacen (3), y proceder como antes. Esto lleva a la solución 

(11) 

con coeficientes 

(12) 

ro B 
u(r, q,) = ¿ 7+i: P n (cos q,) 

n=O r 

211 + 1 ;r 

--
2

- Rn+l [ f(cp)Pn(cos <p) sen q, dq,. 
. o 

EJEMPLO ·1 Capacitar esférico 

(r i;; R) 

Encontrar el potencial dentro y fuera de un capacitar esferico compuesto por dos semiesferas metálicas de 
1 ft de radio separadas por una pequeña hendedura por razones de aislamiento, si la semiesfera superior se 

mantiene a 11 O volts y la inferior está conectada a tierra (figura 278) 

Figura 278. Capacitar esférico del ejemplo 1. 

) ) ). '\ ') ·::\. 
) ) } ) J ) ) J j ) ., 
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SolucióTL La condición en la frontera dada es (recuérdese la figura 2 77 de la sección I l. 11) 

{ 
110 

!(</>) = . o 
si O ;¡¡ q, < rr/2 

si rr/2 < </> ;¡¡ rr. 

Puesto que R = 1, por ( 1 O) se obtiene 

2n + J J'"12 

A =---·110 Pn(coscj,)sencj,dcj,. 
n 2 O 

Se hace w = cos c/J Entonces P.(cos c/J) sen c/J dcp = -P.(w) dw y se integra de I a O .. El signo menos se 
elimina integrando de O a L Entonces por ( 11) de la sección 5.3, 

M (2 - 2m)! 1 

An = 55(2n + !) ¿'. (- l)m zn I( n )'( 
2 

)' l wn-2m dw 
m=O m. n - m . n - 1n . 0 

donde M = n/2 paran par y M = (n - 1 )/2 paran impar, La integral es igual a 1/(n - 2m + 1) Por tan lo, 

(13) 
55(2n + 1) f, (- l)m (2n - 2m)! 

An = 2n ,,;_
0 

m!(n - m)!(n - 2m + !)! 

Al lomar n = O se obtiene A
0 
= 55 (ya que O! = 1) Para n = 1, 2, 3, se obtiene 

165 2! 165 
A¡= 2, 0!1!2! = 2' 

275 ( 4! 2! ) 
Az = 4 0!2!3! - l!I!I! 

O, 

385 ( 6 1 4! ) 
A3 = 8 0!3!4! - I !2!2! 

y así sucesivamente. Por tanto el potencial (8) dentro de la esfera es (ya que ?
0 

= 1) 

165 385 
u(r, cp) = 55 + 2 rP1 (cos cp) - 8 ,3P3(cos cj,) + 

con P,, P_,. dadas por (11'), sección 5.J, Puesto que R = 1, por (!Cl) y (12) de la presente sección se 
observa que B.= A. y por ( 11) se obtiene el potencial fuera de la esfera 

u(r, q,) 
55 165 385 
-; + zrZ P1 (COS cp) - Br4 P3 (cos e/>) + 

Es posible ahora usar sumas parciales de estas series para calcular los valores aproximados del potencial 
Además, resulta interesante observar que lejos de la esfera el potencial es aproximadamente el de una 
carga puntual, a saber, 55/r (Comparar este resultado con el ejemplo 3 de la sección 8 9 ) 11 

Problemas de la sección 11.12 

J. Comprobar por sustitución que u.(r, </J) y u_*(r, q>), 11 O, 1, 2 en (8*) son soluciones de (2). 

2. Encontrar las superficies en las que las funciones u,, u,, u3 son cero. 

3. Trazar las funciones P.(cos q>) para 11 O, 1, 2 [ver ( 11 '), sección 5.JJ 

4. Trazar las funciones P
3
(cos 1/>) y PaCcos q>). 

) ) ) j :c:;l ' :¡ }¡ ) ,: 1 ·:,'.'l. 'D 
~ 

., 
o' :.,,¡ _;1 

'':') ·,;.{ 
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Sean r, e, ,¡, las coordenadas esféricas usadas en el texto .. Encontrar el potencial en el interior de 
la esfera R = J, suponiendo que no hay cargas en el interior y que el potencial en la superficie 
es/{ q,), donde 

5. 

8. 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 

21. 

¡. ( ~I,) 6 f(,:t,) CQS q, 7, .f (<f>) cos 2</, ,I \'f'I 

f(</>) - cos 2 ,¡, 9. f(,t,) cos 3 ,¡, 
f(q,) cos 3q, + 3 cos ,¡, 
f(<f,) 10 cos 3 </> - 3 cos 2 q, - 5 cos 1, - 1 

Demostrar que en el problema 5 el potencial exterior de la esfera es el mismo que el de 
una carga puntual en el origen 
Trazar las intersecciones de las superficies equipotencíales del problema 6 con el plano xz. 

Encontrar el potencial exterior de la esfera de los problemas 5-11. 

Deducir los valores de A,,, A 1, A2, A, del ejemplo I a partir de ( 13 ). 

En el ejemplo 1, trazar la suma de los tres términos dados explícitamente parar= 1 y ver 
qué tan buena aproximación de la función frontera dada es esta suma. 

Encontrar la temperatura de una esfera homogénea de radío I sí su semiesfera frontera 
inferior se mantiene a O ºC y la superior a 20 ºC. 

Demostrar que P'" + 
1
(:x) - P'" _ 

1
(x) = (2n + 1) P)x). (Usar el problema 8, sección 5.3 .. ) 

Demostrar que J
0
1 P)x) cfr [P,,, 

1
(0) - P" + ¡(0))/(211 + 1 ). (Usar el problema 18 y el 

problema 12, sección 5 3.) Usando esta igualdad, comprobar 11
1
, A,, A, del ejemplo I y 

calcular A, 

(Ecuacio~es de la linea de transmisión) Considérese un cable largo o un alambre telefó
nico (figura 279) cuyo aislamiento no es perfecto, de tal modo que ocurren fugas a lo 
largo de todo el cable. La fuente S de la corriente i(:x, t) del cable está en x = O, el extremo 
receptor Testá en x = I La corriente fluye de S a T, a través de la carga, y regresa a tierra 
Sean las constantes R, L., C y G que denotan la resistencia, la inductancia, la capacitancia 
a tierra y la conductancia a tierra, respectivamente, del cable por unidad de longitud. 
Demostrar que 

au 
ax 

a, 
Ri + L 

di 
(Primera ecuación de la línea de transmisión) 

donde u(x, t) es el potencial del cable Sugerencia Aplicar la ley de las tensiones de 
Kírchhoff a una porción pequeña del cable entre x y x + 6.x (diferencia de los potenciales 
en x y x + 6.x = caída resistiva+ caída inductiva) 

Demostrar que para el cable del problema 20, 

a; au 
- - = Gu + e-

ax a1 (Segunda ecuación de la linea de transmisión) 

Sugerencia Usar la ley de las corrientes de Kírchhoff ( diferencia de las corrientes en x y 
x + 6.x = pérdida debida a las fugas a tierra+ pérdida capacitiva). 

s T 

Figura 279. Linea de transmisión. 

"¡ 

e, o () () o ó'é) 
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22. Demostrar que la eliminación de i o u de las ecuaciones de la linea de transmisión lleva a 

23. 

24. 

25. 

u= LCu" + (RC + GL)u, + RGu, 

LCi .. + (RC + Gfli + Rr.; 
H • ·-,·¡ , •"••-••• 

(Ecuaciones del telégrafo) Para un cable submarino, Ges despreciable y las frecuencias 
son bajas, Demostrar que esto lleva a las llamadas ecuaciones del cable submarino 

0 
ecuaciones del telégrafo 

Encontrar el potencial de un cable submarino con extremos (x = O y x = /) conectados a 
tierra y distribución del voltaje inicial U.,= consl. 

(Ecuaciones de la linea de alta frecuencia) Demostrar que en el caso de corrientes alter
nas de frecuencias altas las ecuaciones del problema 22 pueden aproximarse por las lla
madas ecuaciones de linea de alta frecuencia 

uxx = LCuu, 

Resolver la primera, suponiendo que el potencial inicial es U
0 

sen (m:1/), u,(x, O)= O y u= 
O en los extremos x = O y x = f para toda 1. 

SOLUCIÓN POR TRANSFORMADAS DE LAPLACE 

Los lectores familiarizados con el capítulo 6 quizás se pregunten si las transfom1adas 
de Laplace pueden usarse también para resolver ecuaciones diferenciales parciales. 
La respuesta es sí, en particular si una de las variables independientes varía sobre el 
~je positivo. Los pasos para llegar a la solución son similares a los del capítulo 6. Para 
una ecuación en dos variables se procede como sigue. 

l. Se toma la transfo1·mada de Laplace con respecto a una de las dos variables, por lo 
general t. Se obtiene así una ecuación diferencial ordinaria para la transformada 
de la función desconocida. Esto es así porque las derivadas de esta función con 
respecto a la otra variable pasan a la ecuación transformada. Esta última también 
incorpora las condiciones en la frontera e iniciales dadas. 

2. Al resolver la ecuación diferencial ordinaria se obtiene la transforrnada de la fun
ción desconocida. 

3. Al tomar la transformada inversa se obtiene la solución del problema dado 

Si los coeficientes de la ecuación dada no dependen de t, el uso de transfomrndas 
de Laplace simplificará el problema. 

El método se explica en términos de dos ~jemplos típicos. 

EJEMPLO 1 Una ecuación de primer orden 

Resolver el problema 

(1) aw aw 
+ x-

ax a1 º· w(x, O) = O, w(O. 1) 

Se escribe w porque u se necesita para denotar la función escalón u.iitario (sección 6,3) 

(1;;; O) .. 
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Solución. Se toma la transformada de Laplac, de ( l) con respecto a t .. Por ( l) de la sección 6.2, 

(2) {ª"'} ;E ax + x[s!E{w) - w(x, O)] = O .. 

Aquí w(x, O)= O En el primer ténnino se supone que es posible intercambiar la integración y la deriva
ción: 

(3) ':f..{ª"'} = J00 

e-•< a,v dt = j_ J00 

e-•'w(x, t) dt 
. ax o ax ax o 

Escribiendo w(x, s) = ;f.(w(x, 1)), por (2) se obtiene 

aw + xsW = o. 
ax 

j_ !E{w(x, t)). ax · .. 

Esta expresión puede considerarse como una ecuación difGrcncj~i ordinaria con x ~amo la variable inde
pendiente, ya que en la ecuación no están presentes derivadas con respecto as ··La soluCión general es 

W(.x, s) = c(s)e::.'~ii'-12 '' ' (Sección 1.7). 

Puesto que ;f.(11 = lis', por la condición w(O, 1) = t se obtiene W(O, s) = lis', es decir, 

W(O, s) = c(s) = 1/, 2. 
Por tanto 

l ''" W(x, s) = 2 e-sx •. 
s 

Ahora ~ 1 ( 1/,s'} = t, de donde por el segundo teorema de traslación (sección 6.3) con a= x'l2 se qbt)ené 

(4) w(x, 1) = (1 ~) u(I - tx2) = {
1 

O 
- }x2 

si t < x 2 /2 

si t > .x 2/2. 

Pado que se procedió formalmente, es necesario comprobar qu~ (4) satisfa~e ( J ). Esto se deja al estu
diante 1 

EJEMPLO 2 Cuerda semiinfinita 

Encontrar el desplazamiento w(x, 1) de una cuerda elástica sujeta a las siguientes condiciones. 
(i) La cuerda inicialmente esta en reposo sobre el eje x de x = O a = ("cuerda semiinfinila ") 
(ii) En el tiempo J > O el extremo izquierdo de la cuerda se mueve de una manera dada (figura 280) 

si O ;;¡ r ;;¡ 2,r 
w(O, t) f(t) 

en caso contrario 

lp.(t) 
1 ;, 

·, 
) ) ) ) ) ) j: ) ) ), • 1 ·, 

:) ' ) 
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(ii/) Ademas 

lím w(.x, 1) = O para t ;;; O. 
x-oo 

Desde luego~ no hay cuerdas infinitas, pero el modelo planteado describe una cuerda o soga larga (de peso 
despreciable) con su extremo derecho fijo a gran distancia sobre el eje xº (De nueva cuenta se escribe w 
porque u se necesita para denotar la función escalón unitario,) 

So/uciárL. Es necesario resolver la ecuación de onda (sección J J 2) 

(5) 

para x y t positivas, sujeta a las "condiciones en la frontera" 

(6) w(O, t) = f(r). lím w(x, 1) o 

conj como se dio arriba, y las condiciones iniciales 

(7) w(x, O) º· 
(8) aw ¡ 

Bt t=D 
o. 

Se toma la transformada de Laplace con respecto a t, Por (2) de la sección 6..2 

{ 
a2w} a,v ¡ { a2w} ::f. -- = s 2!f.{w} - sw(x, O) - - = c 2 ;f. --
a12 a1 ax 2 

t=O 

c2 
T 
p 

(1;:; O) 

Dos términos se cancelan, por (7) y (8) En el segundo miembro se supone que la integración y la deriva
ción pueden intercambiarse: 

{
a2w} 00 

a2 w ;E -- = J e-st -- d1 
ax 2

. O ax2 

Al escribir rV(x, s) = éf(w(x, I)} se obtiene 

2 00 

ª
a 2 J e-"w(x, 1) dt 
X O 

por tanto 
s2 
-w 
c2 

az 
-¡¡ ;f.{w(x, 1)), 
ax 

o 

Puesto que esta ecuación contiene una sola derivada con respecto a x, puede considerarse como una 
ecuación diferencial ordinaria para W(x, s) considerada como una función de x Una solución general es 

(9) W(x, .¡) = A(s)esx/c + B(s)e-sxlc. 

Por (6) se obtiene, escribiendo F(s) = ~(/\/)}, 

W(O. s) = !f.{w(O. l)j = !f{f(I)} = F(s) 

y, suponiendo que el orden de integración con respecto a t y tomando el limite cuando x-;. c,,o pueden 
intercambiarse. 

lím W(x. s) 

> ) J .) 

"' 
lím J e- 51 w(x. 1) di 

x-oo o 

•• ·I 
: 

,\ 

e-s< lím w(x. t) dt O. 
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(t = O)'----···-· ... --·. -··· ----------. : 

--~-
% 

(t = 4rr) 

(t = 6,r) 1 

Figura 281. Onda en movimiento del ejemplo 2. 

Esto implica que A(s) = O en (9) ya que e > O, por lo que para toda s positiva fija la función e"' se 
incrementa cuando :x lo hace .. ObsCrvese que es posible suponer que s > O ya que una transformada de 
Laplace por lo general existe pará todas mayor que alguna y fija (sección 6..2). Se tiene por tanto 

W(O, s) = B(s) = F(s), 

de donde (9) queda 
W(x, s) = F(s)e-sxlc_ 

Por el segundo teorema de traslación (sección 6 3) con a = xlc se obtiene la transformada inversa 

(10) w(x, 1) (Figura 281), 

es decir, 

w(x. !) = sen ( 1 - ~) si 
.X X 
- < 1 < - + 2rr o et > x > (1 - 2rr)c 
e e 

y cero en caso contrario Esta es una sola onda scnoidal que se desplaza hacia la derecha con una rapidez 
e Obst!rvesc que un puntox se mantiene en reposo hasta t = xlc, el tiempo necesario para llegar a esa x si 
se empieza en t O (inicio del movimiento del extremo izquierdo) y se desplaza con una rapidez c .. El 
resultado concuerda con la intuición fisica" Puesto que se prOccdió formalmente, debe comprobarse que 
( 1 O) satisface las condiciones dadas Esto se deja al estudiante 1 

Problemas de la sección 11.13 

J. Trazar una figura similar a la figura 28 l si e= 1 y fes "triangular" como en el ejemplo l, 
sección l 13, con k = L/2 = l 

2. ¿De qué manera la rapidez de la onda del ejemplo 2 depende de la tensión y de la masa de 
la cuerda? 

3. Comprobar la solución del ejemplo 2. ¿Qué onda en movimiento se obtiene en el ejemplo 
2 si se impone un movimiento senoidal (que no termina) del extremo izquierdo a partir de 
1 = 0'.I 

Resolver por transformadas de Laplace: 

au au 
4. ax + 2x at = 2x, u(x, O) = J, u(O, 1) = J 

au au 
5. x ax+ at = xr, u(x, O)= Osix ,e; O. u(O, 1¡ O si 1 :e;; O. 

6. Resolver el problema 5 por otro método. 

! 

e r:, Gi (i C:C,(:(·· e(;(' ere 

SOLUCIÓN POR TRANSFORMADAS DE FOURIER 159 

Encontrar la temperatura w(x, r) de una barra scmiinfinita con aislamiento lateral que se extien
de de .x = O a lo largo del eje x hasta=, suponiendo que la temperatura inicial es O, w(x, r)-, O 
cuando .x-, = para toda r;,,; O fija y w(O, r) = j{I). Proceder de la siguiente manera. 

7. Establecer el modelo y demostrar que la transformada de Laplace lleva a 

a2 w 
sW(.x, s) c2 __ 

ax 2 • 
w ;i;{w}, 

y 

W(x, s) F(.s)e-Vsxlc, F ;i;{f}. 

8. Aplicando el teorema de convolución en el problema 7, demostrar que 

.X ¡' . 2 " w(x, 1) = --- f(I - ,)r-312e-x l4c·T dr. 
2cVrr 0 

9. Sea w(O, t) = j{r) = u(t) (sección 6.3). Denotar las w, Wy F correspondientes por w
0

, 11~
1 
y 

F
0

. Demostrar que entonces en el problema 8, 

J - erf(-x ) 
2cVt 

con la función error como se definió en los problemas de la sección l J .6 . 

10. (Fórmula de Duhamel 14 ) Demostrar que en el problema 9 

y por el teorema de convolución se obtiene lafórmula de Duhamel 

t 

w(x, t) = J f(r 
o 

r) ~ d,, ar 

11. 14 SOLUCIÓN POR TRANSFORMADAS DE FOURIER 

Las ecuaciones diferenciales parciales también pueden resolverse con otros métodos 
operacionales. En esta sección se explica lo anterior para las transformadas de Fourier. 
De hecho, si se cuenta con datos iniciales o en la frontera sobre el semieje positivo, 
entonces las transformadas cosenoida]es o senoidales de Fourier (sección 1 O.! O) pue
den ser apropiadas, y si se cuenta con datos sobre el eje completo, pueden usarse 

transformadas de F ourier (sección I O. 11 ). Se discuten estos métodos en términos de 

aplicaciones típicas. 

" JEAN MARlE CONSTANT DUHAMEL ( 1797-J 872), matemático francés 
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EJEMPLO 1 Un problema de calor sobre el eje x 

Encontrar la temperatura u(x, t) de una barra homogénea de sección transversal constante con aislamiento 
lateral que se extiende de x =-oo a 00

1 
para el tiempo t > O, suponiendo que la temperatura inicial dada es 

(1) u(x, O) = f(x) (-oo<x<oo), 

y que para toda t ~ O la solución y su derivada con respecto ax satisfacen 

(2) u(x, t)-> O, cuando lxl _,. oo. 

Como caso particular, encontrar u(x, t) cuando 

(3) f(x) = U0 = const si lx\ < 1 y f(x) o si lx\ > L 

S0/ució11- Tit:nc que resolverse la ecuación del calor 

(4) 

sujeta a las condiciones ( 1 ), (2) La estrategia es tomar la 1ransformada de Fourier con respecto ax y 
desput!s resolver la ecuación diferencial ordinaria en I resultante .. Los detalles son los siguientes, 

Sea que zi = ~(u) que denota la transforma~a de Fouricr de u, considerada como unafu11ción de x. 
Por ( 1 O) de la sección 1 O .. 1 1 se observa que ( 4) da como resultado 

En el primer miembro, suponiendo que puede intercambiarse el orden de la diferenciación y la integra

ción, 

!J'(u,) 

Por tanto, 

1 1"' . -- u e-iwx dx 
"\l'h -oo ' 

aíi 
ar 

t a 1"' . -- - ue-iwx dx 
vI; a1 _

00 

aii 
a1 

Puesto que esta ecuación sólo incluye una derivada con respecto a t pero ninguna con respecto a w~ se trata 
de una ecuación diferencial ordinaria de primer orden con t como variable independiente y con w como 
panimetro Por separación de variables (sección 1 2) se obtiene la solución general 

con la ··constante" arbitraria C(w) dependiendo del parámetro w La condición inicial ( 1) da ii (w, O)= 
C(w) = j (w) = 5'(/) El resultado intermedio es 

Por la fórmula de inversión (7), sección I O 11, ahora se obtiene la solución 

= 
(5) u(x, 1) = f_ooÍ(w)e-c'w'<eiwx div. 

En esta expresión puede incluirse la transformada de Fourier 

~ 1 1"' . .f(w) = Vh f(v)e-,wc dv. 
1T -oo 

) 

SOLUCIÓN 'OR TRANSFORMADAS DE FOURIER 

Suponiendo que es posible invertir el orden de la integración, se obtiene 

Por la fórmula de Euler (3 ), sección I O. 1 1, el integrando de la integral interior es igual a 

e-c2w
2
t cos (wx - wv) + ie-c2

w
2
t sen {w.x - wv). 

161 

Con esto se demuestra que su parte imaginaria es una función impar de w, por lo que la integral" de esta 
parte es O, y la pane real es par, por lo que su integral es el doble de la integral de O a =: 

00 00 

u(.x, 1) = ;. 1 f(v) [J e-c'w't cos (wx - wv) dw] dv. 
-oo o 

Este resultado concuerda con (9), sección 11 6, y lleva a las fórmulas adicionales ( 11) y ( 13) de ta 
sección 11 .6 1 

E,JEMPLO 2 Problema del ejemplo 1 resuelto por el método de convolución 

Resolver el problema de calor del ejemplo I por el método de convolución. 

So/ucióTL Se empieza como antes y se llega a (5), es decir, 

00 

(5) 1 J - '' . u(K, 1) = vT; f(w¡e-c w·teiwx dw. 
-oo 

Ahora se introduce la idea crucial Esta expresión se identifica como de la forma ( 13) de la sección 1 O. 11, 
es decir, 

00 

(6) u(x, 1) U* ¡¡)(x) J Í(w)g(w)eiwx div 
-oo 

donde 

(7) 'jj(w) 

Puesto que, por la definición de convolución ((11), sección JO 11), 

00 

(8) ( f • ¡¡)(x) = J f( p)¡¡(x - p) dp, 
-oo 

Como siguiente y último paso debe determinarse la transfomiada inversa de Fourier g de g Para ello 
puede usarse la fórmula 9 de la tabla 111 de la sección 10.12 (la cual se estableció en el ejemplo 2 de la 
sección I O. 1 1 ), 

con una a adecuada Con c1 t = 114a o a= 1 /4c't, al aplicar (7) se obtiene 

" En realidad, la parte principal de la integral; ver la sección 15 3 
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Por tanto. g tiene la inversa 

Al reemplazar x con x- p y hacer su sustitución en (8) se obtiene finalmente 

J"' { (x - p)21 
f(p) exp -~ dp. 

-o, 

(9) u(x, /) U* g)(x) 

Esta fónnula de la solución del problema planteado concuerda con ( 11) de la sección 11 6 Se escribió 
(/ • g)(x), sin indicar el para.metro t con respecto al cual no se integró 1 

EJEMPLO 3 Transformada de Fourier de seno aplicada a la ecuación del calor 

Encontrar una fórmula de la solución del ejemplo 1, suponiendo que la barra se extiende de O a <XI, que la 
temperatura inicial es 

u(x, O) = J(x) 

y que en el extremo izquierdo se tiene la condición en la frontera 

u(O, t) = O 

(0 ;;¡;X< OO), 

Solución. En lugar de la transfomrnda de Fourier puede aplicarse ahora la transfonnada de Fourier de 
seno (sección l O I O), ya que x varia de O a oo Procediendo como en el ejemplo 1, a partir de la ecuación 
del calor y de (9b). sección 10 10, ya quej(O) = u(O, 0) =O.se obtiene 

La solución de esta ecuación diferencial ordinaria de primer orden es 

Por la condición inicial u(x, O)= j{x) se tiene 11,(w, O)= ],(w) = C(w) Por tanto, 

Tomando la transformada scnoidal inversa y sustiluyendo 

Í 5 (1v) = )!J
00

f(p) scnwpdp. 
o 

se obtiene la fónnula de la solución buscada 

(10) u(x, l) 

EJEMPLO 4 Ecuación de onda en un intervalo infinito. Solución de D'Alembert 

Resolver la ecuación de onda 

( - 00 < X < 00, / > O) 

e ( e e·; .. 
( ( ( ( ( ( ( ( ( ' 

r e e, o ( e .. ·' 
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.sujela a las condiciones 

u(x, O) 

u,(x, O) 

u --J, º· 

f(x) 

o 

donde se supone quefy g tienen transfonnada de Fourier 

(deílcxión inicial dada) 

(rapidez inicial cero) 

cuando l~i -> = para toda t, 

Solución. Se hace la transfonnación con respecto ax, haciendo u= 9F(u) Al aplicar (1 O), sección I O 11, 
a partir de la ecuación de onda se obtiene 

Por tanto, 

Puesto que no intervienen derivadas con respecto a w, está es una ecuación diferencial ordinaria de 
segundo orden cuyo co~ficicntc c!w1 es "constante" (es decir, independiente de t). Una solución general es 

u(w, t) = A(w) cos covt + B(w) sen cwt. 

Para t = O, como 9F{u(x, O))= u(w, O), a partir de las condiciones iniciales se obtiene 

Por tanto, 

u(w, O) 

u,(w, 0) 

A(w) = Í(w) 

c1vB(w) = O. 

U(W, /) = Í(w) COS CW/ 

Quiere encontrarse u. Para ello se necesita una idea ~-a idea es expresar el coseno en términos de funcio-· 
nes exponenciales para después aplicar la fónnula de traslación 

(11) 

la cual se sigue directamente de la definición de la transfonnación de Fourier haciendo x- a= p. x = p + 
a, dx = dp, de donde 

:!F{J(x - a)} 

"' 

Por tanto, 

1 . J . -- e-,wa f(p)e-,wp dp. 
vz; -o, 

Í(w) cos cwt 

tiene la transfonnada inversa de Fourier 

(12) u(x. 1) !lf(x - et) + .f(x + et)]. 

Esta es la solución de D'Alcmbcrt ( 14), sección 11 A 11 

Concluye así el capítulo 11, en el que la atención se concentró en las ecuaciones 
diferenciales parciales más importantes en la fisica y la ingeniería. Termina también 
la parte C sobre análisis de Fourier y ecuaciones diferenciales parciales. 
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES 

Se ha visto que estas ecuaciones tienen varias aplicaciones básicas en la ingenie
ría. Por esta razón son tema de muchos proyectos de investigación en marcha. 

Los métodos numéricos para ecuaciones diferenciales parciales se tratan en 
las secciones 20.4-20. 7, que son independientes de las demás secciones de la parte E 
sobre métodos numéricos. 

En la parte siguiente (parte D, capítulos 12-17) se pasa nu~':'amente a un área de 
naturaleza diferente, el análisis complejo, que también es de s~pia importancia para 
el ingeniero, como mostrarán los ejemplos y problemas presentados. 

Cuestionario y problemas de repaso del capítulo 11 

l. ¿Por cuál ley fisica se obtuvo la ecuación unidimensional de onda? 
2. ¿Qué condiciones se tuvieron en el problema de la cuerda vibratoria? 
3. ¿Qué son las eigenfunciones y sus frecuencias de la cuerda vibratoria? 

4. ¿Cómo se obtuvo la solución de D' Alembert en el problema de la cuerda vibratoria? 

5. ¿Por qué se discutieron las soluciones en series de Fourier de la ecuación de onda, si la 
solución de D'Alembert se obtuvo mucho más rápido? 

6. ¿Qué forma tiene la ecuación del calor y qué condición adicional se consideró en los 
problemas de calor? 

7. ¿Qué es el principio de superposición y a qué ecuaciones se aplican? 

8. ¿Qué son las ecuaciones elíptica, parabólica e hiperbólica? Citar un ejemplo de cada una 
de ellas. 

9. ¿Qué son las eigenfunciones de una membrana cuadrática? ¿Qué sabe el lector acerca de 
sus frecuencias? 

10. ¿Qué son las eigenfunciones de una membrana circular? ¿De qué manera las frecuencias 
de estas funciones difieren en principio de las de la cuerda vibratoria? 

ll. En la separación de la ecuación de onda se obtuvieron únicamente funciones trigo
nométricas, en tanto que en la separación de la ecuación del calor se obtuvieron también 
funciones exponenciales. ¿Cuál fue la razón? 

12. Algunas de las ecuaciones diferenciales parciales más simples pueden resolverse por mé
todos para ecuaciones tliferenciales ordinarias. Explicar; citar ejemplos. 

13. ¿Por qué aparecen las funciones de Legendre y de Bessel en este capitulo? ¿En qué parte 
de este libro aparecieron por primera vez estas funciones? 

14. ¿Qué es la función errnr y con relación a ::¡:Jé se presentó? 
15. ¿Por qué fue posible usar series de F ourier, aun cuando las funciones de interés fisico no 

eran periódicas, en general? 

16. ¿Cuántas condiciones iniciales pueden darse en el caso de la ecuación de onda? ¿En el 
caso de la ecuación del calor? 

17. Comprobar que u = x' - 6x'y' + y' y u sen x senh y son soluciones de la ecuación de 
Laplace. 

18. Comprobar que u= (x2 -y')/(x2 + y 1 ) 1 y u= 2xyl(x' + y')' son soluciones de la ecuación de 
Laplace. 

19. ¿Por qué razones se presentó la integral de Fourier en este capítulo? 

20. En el capitulo 6, la ecuación subsidiaria era una ecuación algebraica. ¿Por qué se obtiene 
una ecuación diferencial ordinaria al resolver una ecuación diferencial parcial por un 
método de transformadas (un método operacional)? 

J ), ) ) ) ) J ) 1 r \ J )¡ ·), 
/ ·' 

J¡ 

CUESTIONARIO Y PROBLEMAS DE REPASO DEL CAPÍTULO 11 165 

·:.::, :, J 'ji J¡ 

Resolver: 

21. 

23. 

+ 16u = O 

2u = 10 
22. u:ru + uy + x + y + 1 

24. u= + u = O, u(O, y) 
u,/0, y) = g(y) 

25. uyy + uy = O, u(x, O) = f(x), uy(x, O) = g(x) 

= o 
f(y), 

26. Encontrar todas las soluciones u(x,y) = F(x)G(y) de la ecuación de Laplace de dos variables. 

Usando las transformaciones indicadas. resolver las ecuaciones siguientes. 

27. u:,;y = u= (v = y, z = x + y) 

28. yu:i:y = xux:r + u:,: (v = y, z = xy) 

29. u:,::,: 2u:i:y + uYY = o (v = y, z = X + y) 

30. u:,::,: uYY (v =y + X, Z = y - x) 
31. uYY + u""J - 2u:rx = o (v = X + Y, Z = 2y - x) 
32. u:,::,: + 2u:ru + uYY = o (v = .X, z = X - y) 
33. 2uxx + Su"'" + 2uYY = o (v = 2x - y,z = 2y - x) 

Encontrar el movimiento de la cuerda vibratoria de longitud n: y c2 = Tlp = 1 empezando con 
velocidad inicial O y deflexión 

34. f(x) 

36. f(x) 

38. f(x) 

sen x - f sen 2x 

rr/2 - lx - rr/21 
x si O < x < rr/3, 

35. f(x) = - 0.1 sen 3x 

37. f(x) = sen 3 x 

f(x) = (rr - x)/2 si rr/3 < x < rr 

Encontrar la temperatura u(x, 1) de una barra de longitud L = ir y c I que está aislada perfec
tamente, también en los extremos x = O y x = ir, si la temperatura inicial u(x, O)= f{x) es 

39. f(x) 

41. f(x) 

k = consl 

cos 2 x 
40. f(x) 

42. f(x) 

senx 

1 - xlrr 

Encontrar la distribución de temperatura en una barra delgada de cobre (e' Klap = 1.158 cm2/s) 
con aislamiento lateral, de 50 cm de largo y de sección transversal constante cuyos puntos 
extremos en x O y x 50 se mantienen a O ºC y cuya temperatura inicial es 

43. f(x) 

45. f(x) 

47. f(x) 

sen ( rrx/50) 

sen3 ( rrxl I O) 

X si O< X< 25, 

44. f (x) = 100 sen ( rrx/25) 

46. f(x) = x(SO - x) 

f(x) = 50 - x si 25 < x < 50 

Recuérdese por la sección 11.5 para condiciones en la frontera adiabáticas la temperatura u(x, 1) 
en una barra de longitud L con aislamiento lateral es 

00 

nrrx [ (c11 rr) 2 J u(x, 1) = A 0 + }
1 

An cos L exp - L 1 . 

Suponiendo que L = 1T y e= 1, encontrar a partir de esta expresión la solución que satisface la 
condíción inicial 

48. f(x) 

50. f(x) 

30x 2 

4x. si O < x < rr/2, 

49. f(x) = 95 cos 2x 

f(x) = 4(rr - x) si rr/2 < x < rr 

51. Suponer que las caras de la placa delgada dada por O;:,; x;:,; ir, O;:,; y ;:á n: están aisladas 
perfectamente, las aristas se mantienen a temperatura cero y la temperatura inicial es 

J :-, ., ., 

1 .:) 
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u(x, y, O) = f{x, y) .. Aplicando el método de separación de variables a la ecuación 
bidimensional del calor u, c'v''u, demostrar que la temperatura de la placa es 

donde 

u(x, y. t) = L, ¿ Bmn sen ,nx scnny e-c2.cm2+n2)t 

m=l n=l 

4 rr rr 

Bmn = 
772 

I f f(x, y) sen mx sen ny dx dy, 
o o 

5:Z. Encontrar la temperatura de la placa del problema 51 si/{x, y) =x(n- x)y(n-y), 

Demostrar que las siguientes membranas de área l con e'= l tienen las frecuencias del modo 
fundamental que se da ( 4 cifras decimales\ Comparar 
53, Circulo: cx/2.fré = 0.6784 

54. Cuadrado: 11/i 0.7071 
55. 

56. 

57. 

58. 

59. 

60. 

Cuadrante de un círculo: cx,/4 fié= O 7244(0. 12 5. 13562 = primer cero positivo de J,) 
Semicírculo: 3 832/ .,/8ié = O. 7644 ·-
Rectángulo (lados l :2): /sT8 = O. 7906 
Encontrar la deflexión u(x, y, t) de la membrana cuadrada correspondiente a O ;;.x;;;; 1, O;;;; 
y;,; 1 con e= 1, deflexión inicialJ(x, y) kx( 1 -x')y(l y 1 ) y velocidad inicial cero. 
Encontrar el potencial electrostático entre dos esferas concéntricas de radios 2 cm y JO cm 
mantenidas en potenciales de 11 O volts y O volts, respectivamente, 
Resolver x'u= + 2xyu,,, + y'u,,, = O haciendo v = y!x, z = y 

Resumen del capittJIO 11 

Ecuaciones diferenciales parciales 

En tanto que las ecuaciones diferenciales ordinarias (capítulos 1-6) aparecen como 
modelos de problemas más simples en los que inte1-viene una sola variable inde
pendiente, los problemas que incluyen dos o más variables independientes (varia
bles espaciales o el tiempo ty una o varias variables espaciales) llevan a ecuaciones 
diferenciales parciales, En consecuencia, dificilmente puede sobreestimarse la 
importancia de estas ecuaciones para el ingeniero y el fisico. 

Este capítulo trató principalmente de las ecuaciones diferenciales parciales 
más importantes de la fisica y la ingeniería, a saber: 

(1) utt c2uxx Ecuación unidimensional de onda 

(Secciones 1 L2 - 1 L4) 

(2) utt c2(uXI + UYY) Ecuación bidimensional de onda 

(Secciones 11.7 - 11 , 10) 

(3) "t c2uxx Ecuación unidimensional del calor 

(Secciones 11.5 - 11.6) 

RESUMEN DEL CAPÍTULO 11 

o 

(5) V 2 u = U + U + U = Ü XX yy ZZ 

Ecuación bidimensional de Laplace 

(Secciones 11.5 - 11 9) 

Ecuación tridimensional de Laplace 

(Secciones 1 LI 1 - 1 L 12) 

(1) y (2) son hiperbólicas, (3) es parabólica, (4) y (5) son elípticas. (Ver los 
problemas de la: sección 11.4 .. ) 

En la práctica, el interés se centra en obtener la solución de tJna de estas 
ecuaciones en una región dada que satisface condiciones adicionales dadas, 
como condiciones iniciales (condiciones en el tiempo t = O) o condiciones en 
la frontera (valores prescritos de la solución u o alguna de stJs derivadas en la 
superficie frontera S, o en la curva frontera C, de la región) o ambas. Para ( 1) y 
(2) se prescriben dos condiciones iniciales (desplazamiento inicial y velocidad 
inicial). Para (3) se prescribe la distribución de temperatura inicial. Para (4) y 
(5) se prescribe una condición en la frontera y al problema resultante se le llama 
(ver la sección 11.5) 

problema de Dirichlet si u se prescribe en S, 
problema de Neumann si un= r)u/dn se prescribe en S, 
problema mixto si u se prescribe en una parte de S y un se prescribe en el 

resto. 

Un método general para resolver estos problemas es el método de separa
ción de variables o método del producto, en el que se suponen soluciones en 
la fonna de productos de funciones, cada una de las cuales depende de una sola 
variable, En consecuencia, la ecuación ( 1) se resuelve haciendo (sección 11.3) 

u(x, t) = F(x)G(t); 

se procede de manera similar para (3) en la sección 11.5 .. Por sustitución en la 
ecuación dada se obtienen ecuaciones diferenciales ordinarias para F y G, y a 
partir de éstas se obtiene una infinidad de soluciones F Fn y G = Gn tales que 
las funciones correspondientes 

son soluciones de las ecuaciones diferenciales parciales que satisfacen las con
diciones en la rrontera dadas. Estas son las eigen funciones del problema y los 
eigenvalores correspondientes determinan la frecuencia de la vibración (o la 
rapidez del descenso de la temperatura en el caso de la ecuación del calor, etc.). 
Para satisfacer también la con9ición (o condiciones) inicial(es), deben conside
rarse series infinitas de las u , cuyos coeficientes resultan ser los coeficientes de 
Fourier de las funciones// g que representan las condiciones iniciales dadas 
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(secciones 11.3, 11.5). Por tanto, las series de Fourier (y las integrales de 
Fourier) son de importancia básica aquí (secciones 11.3, 11.5, I 1.6, I 1.8). 

Los problemas de estado estacionario són aquellos en los que la solución 
no depende del tiempo t. Para ellos, la ecuación del calor u,= c2v'2u se reduce a 
la ecuación de Laplace (sección I 1.5). 

Antes de resolver un problema con valor inicial o en la frontera, con frecuen
cia se hace la transformación de la ecuación a coordenadas en las que la frontera 
de la región considerada está dada por fórmulas simples. Así, en coordenadas 
polares dadas por x = r cos B,y = r sen B, el laplaciano queda (sección 11.9) 

(6) 2 _ 1 1 
v' u - urr + -; u, + ,.2 ueo• 

y para coordenadas esféricas ver la sección 11. 11. Si ahora se separan las varia
bles, a partir de (2) y (6) (membrana circular vibratoria, sección 11.1 O) se obtie
ne la ecuación de Bessel y la ecuación de Legendre se obtiene a partir de (5) 
transformada a coordenadas esféricas (sección 11.12). 

Los métodos operacionales (transformadas de Laplace, transformadas de 
Fourier) son útiles para resolver ecuaciones diferenciales parciales en regiones 
infinitas (secciones 11.13, 11. 14), en particular si los coeficientes de la ecuación 
son constantes o dependen de una sola variable. 

) ) ) J ) ) ) J ) ) ) ) ) ) ) j ) ) ) ) ) ) j ) ) J j ) ) ) 

Parte 

ANÁLISIS COMPLEJO 

Capítulo 12 

Capítulo 13 

Capítulo 14 

Capítulo 15 

Números complejos. Funciones analíticas complejas 

Integración compleja 

Series de potencias, series de Taylor, series de L.aurent 

Integración por el método de residuos 

Capítulo 16 Mapeo conforme 

Capítulo 17 Análisis complejo aplicado a la teoría del potencial 

Muchos problemas de ingeniería pueden tratarse y resolverse por medio de métodos 
que implican números y funciones complejos. Hablando en términos generales, estos 
problemas pueden subdividirse en dos grandes clases .. La primera consiste en "pro
blemas elementales", para los que basta un conocimientó de los números complejos .. 
Por ejemplo, muchas aplicaciones relacionadas con los circuitos eléctricos o sistemas 
mecánicos vibrantes son de este tipo. 

La segunda clase consiste en problemas más avanzados para los cuales es nece
sario conocer la teoría de funciones analíticas complejas (conocida con el nombre 
abreviado de "teoría de funciones complejas" o "análisis complejo"), así como sus 
métodos poderosos y elegantes. A esta clase pertenecen algunos problemas intere
santes de conducción del calor, dinámica de fluidos y electTostática. 

Los próximos seis puntos (del 12 al 17) se dedican al análisis complejo y sus 
aplicaciones .. Se verá que la importancia de las funciones analíticas complejas en las 
matemáticas aplicadas a la ingeniería está formada por las tres raíces siguientes. 

1. Las partes real e imaginaria de unafimción analilica .son soluciones de la ecuación 
de Laplace en dos variables independientes En consecuencia, lo, problemas 
bidimensionales del potencial pueden tratarse mediallle métodos desarrollados 
para las funciones analíticas 

169 

cl)))))) ) 



www.elsolucionario.net

www.elsolucionario.net

170 

(' r e r ( e r- e e e, (- e e e -e: 

PARTE D ANÁLISIS COMPLEJO 

2. tvlucha.s integrales reales y complejas complicadas que aparecen en aplicaciones 
se pueden evaluar por los métodos de la integración compleja 

3. Casi todas las.funciones de orden superior en las matemáticas aplicadas a la inge
nierfa son funciones anc:dificus, y 0u e:)iudiu para valores conzpiejos de ia variable 
independiente conduce a un conocimiento mucho más pro.fundo y detallado de ,sus 
propiedades. 

capítulo 

( ¡ . ( ! : r_ (- ( . e ( 

Números complejos. 
Funciones analíticas 
complejas 

( ( ( ( ( 

Los números complejos y el plano complejo se estudian en las secciones de la 
12.1 a la 12.3 El análisis complejo aborda el estudio de las funciones analíticas 
complejas según se define en la sección 124 En la sección 12 . .5 se explica una 
verificación de la analiticidad con base en las ecuaciones de Cauchy-Riemann, 
cuya importancia es fundamental y está relacionadas con la ecuación de Laplace. 
En las secciones restantes del capítulo J 2 se estudian las funciones complejas 
elementales más importantes (función exponencial, funciones trigonométricas, 
etc.), que generalizan funciones reales ya conocidas del cálculo. En la sección 
12.9 se estudian mapeos definidos por tales funciones. (En los capítulos 16 y I 7 
se extiende este análisis y se presentan aplicaciones a problemas de potencial.) 

Prerrequisitos para es/e capÍlulo. Cálculo elemental 
Referencias: Apéndice /, parle D 
Respueuas a los problemas Apéndice 2. 

12. 1 NÚMEROS COMPLEJOS. EL PLANO COMPLEJO 

En el estudio de las matemáticas, pronto se observó que existen ecuaciones que no se 
satisfacen con ningún número real, como x' = -1 o x' - J Ox + 40 = O, lo cual condujo 
a la introducción de los números complejos .. 1 

1 El primero en usar los numeras complejos para este fin füe el matemático italiano GIROLAMO CARDANO 
( 1501-1576), quien descubrió la fórmula para resolver las ecuaciones cúbicas La expresión «numero 
complejo» fue introducida por el gran matemático alemán CARL FRJEDRICH GAUSS (ver nota de 
pie de página 11 en la sección 5 4. página 259), quien también allanó el camino para el uso general 
de los números complejos 
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Por definición, un número complejo z es un par ordenado (x, y) de números .. 
reales x y y, escrito como ., 

z = (x,y) 

x se denomina parte real y y se denomina parte imaginaria de z, lo cual se denota 
por 

x = Re z, y= Im z .. 

Por definición, dos números complejos son iguales si y sólo si sus partes reales 
son iguales y sus partes imaginarias son iguales. 

(O, !) se denomina unidad imaginaria y se denota por 

(1) 1 i = (O, 1). 1 

La adición y multiplicación de números compl~jos se define entonces de modo que 
el sistema de números complejos "extienda" al sistema de números reales. La adición 
de z, = (x,, y,) y z

2 
= (x

2
, y

2
) se define como2 

(2*) 

y la multiplicación se define como 

(3*) 

Entonces 

(x1 , O) + (x2 , O) 

(x1 , O)(x2 , O) 

como se tiene para los números reales x, y x
2

• Por tanto, los números complejos ex
tienden a los reales, como se quería, y entonces es posible escribir 

X = (X, Ü). 

Con base en(!) y (3') para cualquier númer~ real y, se tiene que 

iy (O, J)(y,0) = (0,y). 

Como z = (x, y)= (x, O) + (O, y) por (2 '), se tiene entonces que 

(4) 1 Z = X + iy. 1 

3 Los estudiantt!S familiarizados con vectores observan que esta es la adición vectorial. mientras que esta 
multiplicación no tiene análogo en el álgebra vectorial usual 

:,, ~D ·:) ') - '9 ·') ·c1 ·Ti J ) ;) ,,/ 
') 

i,JüMEROS COMPLEJOS EL PLANO COMPLEJO 173 

·) ) ;:,. 
.! 

Si x = O, entonces z = iy y se denomina imaginario puro. También, con (l) y (J') se 
obtiene 

(5) 1 ¡2 = -1 1 

debido a que i2 = ii = (O, 1 )(O, 1) = (-1, O)= -1. 
La notación (4) para números complejos se utiliza exclusivamente en la práctica .. 3 

Para la adición se obtiene [ver (2")) 

(2) 

Para la multiplicación se obtiene la siguiente receta sencilla. Cada término se multi
plica por cada término y se aplica i2 = -1 cuando sea necesario [ver (J')] 

(3) 
X1Xz + ÍX1.Y2 + iy1Xz + Í

2Y1.Y2 

(X1Xz - Y1Yz) + i(X1.Y2 + XzY¡), 

Lo anterior concuerda con (J"). 

E,JEMPLO 1 Parte real, parte imaginaria, suma y producto de números complejos 

Sean z 1 = 8 + 31 y z, = 9 - 2i Entonces Re z 1 = 8, lm z, = 3, Re,,= 9, lm z, = -2 y 

Z1 + Z2 = (8 + 3i) + (9 - 2i) = 17 + i, 

Z1Z2 = (8 + 3i)(9 - 2i) = 72 + 6 + i(-16 + 27) = 78 + !Ji. 11 

La sustracción y la división se definen como las operaciones inversas de la adición 
y la multiplicación. Así, la diferencia z = z, -z

2 
es el número complejo z para el que 

z, = z + z
2

• Así, por (2) se tiene que 

(6) 

El cociente z = z,lz
2 

(z
2 

;,= O) es el número complejo z para el que z, zz,. Después del 
ejemplo se demostrará que 

(7*) z 
Z1 

Zz 
X + Íy, X= 

X1Xz + Y1Y2 

xz2 + Y22 
y 

XzY1 X¡Yz 

xz2 + yz2 

La regla práctica para obtener lo anterior es multiplicar el numerador y el denomina
dor de z,lz

2 
por x, - iy2 y simplificar: 

(7) 
X1 + iyl 

z = . 
Xz + lYz 

(x1 + iy1)(xz - iyz) 

(xz + íyz)(xz - íyz) 

X¡Xz + Y¡Yz .XzY¡ - X¡Yz 

x2+y2 +
1 

xZ+yZ · 
2 2 2 2 

=' Los ingenieros en electrónica suelen usar.1 a fin de reservar el uso de i para designar la corríerne 

... '') ·-. 
1 
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EJEMPLO 2 Diferencia y cociente de números complejos 

Para z, = 8 + 31 y=~= 9 - 2i se obtiene 

Z¡ - Z2 = (8 + 3i) - (9 - 2i) = - 1 + 5i 

~ = 8 + 3i = (8 + 3i)(9 + 2i) 
Z2 9 - 2i (9 - 2i)(9 + 2i) 

66 + 43¡ 66 43 ---=-+-;. 
8 I + 4 85 85 

Comprobar la división por multiplicación a fin de obtener 8 + 31 11 

Demostración de (7'). Se tiene z, = x
1 
+ iy

1 
= zz, = (x, + iy)(x, + iy,). Por la definición 

de igualdad, las partes reales e imaginarias de ambos miembros deben ser iguales: 

Y1 Y2X + XzY· 

Este es un sistema I ineal de dos ecuaciones en las incógnitas x y y Bajo la hipótesis de 
que z

0 
a= O (por lo que x,' + y,' a= O), la solución única (7') se obtiene por eliminación.111 

Las propiedades de la adición y de la multiplicación son las mismas que para los 
números reales, de las cuales se concluyen (aquí, -z = -x -iy): 

(8) 

El plano complejo 

(z1 + z2 ) + z3 

(z J Zz)Z3 

Z1(Zz + Z3) 

o + z 

z + (-z) 

z 

z2 + Z¡ } (Leyes conmutativas) 

Z¡ z2 + z1z3 (Ley distributiva) 

z + o = z 

(-z) + z = o 
z 

Lo anterior fue álgebra. A continuación se presenta la geometría: la representación 
geomén·ica de los números complejos en el plano, lo que es de gran importancia prácti
ca. La idea es bastante simple y natural: se eligen dos ejes de coordenadas perpendicu
lares, el eje horizontal x, denominado eje real, y el eje vertical y, denominado eje ima
ginario. Sobre ambos ejes se toma la misma unidad de longitud (figura 282). Lo ante
rior se denomina sistema de coordenadas cartesianas.' A continuación se grafica un 
número complejo dado z = (x, y)= x + iy como el punto P de coordenadas x, y. El plano 

4 Vt!asc la nota de pie de pñgina 3 en la sección 8"J. 

( ( e (, e (! O C1 
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(Eje 
imaginario) 

yr p 

_/z=x+ty 

ll::::_,_ 
] X 

(Eje 

real) 

Figura 282. El plano complejo. 

y 

-1 

-2 

5 

4 - 3i 

Figura 283, El número 4 - 3i 
en el plano complejo. 

xy en que los números complejos se representan de esta manera se denomina plano 
complejo.' En la figura 283 se muestra un ejemplo. 

En Jugar de decir "el punto representado por z en el plano complejo", se dice 
breve y sencillamente "el punto zen el plano complejo" .. Con lo anterior no habrá 
malentendidos 

Ahora ya es posible visualizar la adición y la sustracción como se ilustra en las 
figuras 284 y 285 

Números complejos conjugados. El conjugado complejo .z de un número complejo 

Z =X+ iy se define como Z = X - iy 

y se obtiene geométricamente reflejando el punto z en el eje real En la figura 286 se 
ilustra lo anterior para z = 5 + 2i y su conjugado z 5 - 2i. 

Los conjugados son de utilidad porque zz = x 2 + y" es real, una propiedad ya 
aplicada en la división anterior (para z

1 
en vez de z). Además, la adición y la sustrae-

y 

Figura 284. Adición de números 
complejos, 

y~··Z2• -z 

--- ! 1 

/ 
/ ---._ / 

/ • _"'"::,··/ Z¡ -Z2 

rf~--------
-22 

Figura 285. Sustracción de números 
complejos 

; Algunas veces se denomina diagrama de Argand, en honor del matemático francés JEAN ROBERT 
AH GANO ( 1768-1822), nacido en Ginebra y que posteriormente se convirtió en bibliotecario en París 
Su publicación sobre el plano complejo apareció en 1806. nueve anos dcspuCs de una memoria scmc~ 
_iantc del académico noruego CASPAR WESSEL ( I 745-18 I 8), quien fue investigador de la Academia 
Danesa de Ciencias 

i 
@ 



176 

\ 1 j ' ) 
/ 

NÚMEROS COMPLEJOS. FUNCIONES ANALÍTICAS COMPLEJAS 

2~z=x+iy=5+2i 

5 X 

- 2 Z = X - iy = 5 - 2i 

Figura 286. Números complejos conjugados. 

ción conducen a z + z = 2x, z - z = 2iy, de modo que es posible expresar la parte real 
y la parte imaginaria de z mediante las fórmulas importantes 

(9) ¡ Re z = X = ~ (z + z), 
1 

Im z = y = 2i (z - z). 

Si z es real, z = x, entonces z = z por (9) y recíprocamente. 
Trabajar con conjugados es sencillo, ya que se tiene 

<z1 + Zz) = Z1 + Zz, 
(10) 

(z1 Zz) Z1 Zz, 

EJEMPLO 3 Ilustración de (9) y (10) 

Sean =i = 4 + 3i y z, = 2 + Si Entonces por ( 1) 

<z1 -

(~) 

lm " = _I_ [(4 + 3í) - (4 - 3í)] 
•· 1 2i 

Zz) = 

~ 
Zz 

3¡ + 3i 

2i 

También, la fórmula de la multiplicación en (10) se comprueba como 

Z1 Zz, 

(z
1
z

2
) = (4 + 3i)(2 +Si)= -7 + 26i -7 - 26i, 

i:1 , 2 = <4 - 3í)(2 5íJ -7 - 26i. 

Problemas de la sección 12.1 

l. (Potencias de la unidad imaginaria) Demostrar que 

(11) 

- = -i, 

l. ¡3 -i, j4 = l, ¡5 

_!_ = -1 
¡2 ¡3 = i, 

Sean=,= 4 - 5i y z
2 

= 2 + Ji. Encontrar (en la formax + iy) 

2. Z¡ z2 4. l/z2 

i, 

5. z2 /z 1 

6. 3z 1 - fo: 2 

3. (z 1 + z2 ) 2 

7.02z¡3 8. z¡i(z 1 + z2J 9. 338/z/' 

) ·, .. .. , 
) 1 }¡ ). ) ), ) ), 

11 

i) ), 
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Encontrar 

10. Re-
1
-

1 + i 

14. (0.3 + 0Ai) 4 

11. Im 3 + 4i 
7 - i 

IS. Re z 2 , (Re z) 2 

(2 - 3i) 2 

12. Re 2 + }i 

16. Im z 3 , (lm z) 3 

18. Demostrar que z es imaginario puro si y sólo si z = -z. 
19. Comprobar las fórmulas en ( 1 O) para z, = 3 1 - 34i y z, = 2 - 5i. 

13. Im; 
z 

17. (1 + i) 8 

20. Si el producto de dos números complejos es cero, demostrar que por lo menos uno de los 
factores debe ser cero. 

12.2 FORMA POLAR DE LOS NÚMEROS COMPLEJOS. 

) ·, 

POTENCIAS Y RAÍCES 

La utilidad del plano complejo puede incrementarse sustancialmente, obteniéndose 
así un conocimiento más detallado y profundo de la naturaleza de los números com
plejos, si además de usar las coordenadas.Ay también se usan las coordenadas polares r, e 
usuales definidas como 

(1) 1 X = /" COS 8, y = r sen e. 

Entonces, z = x + iy asume la denominada forma polar 

(2) E r(cos e+ i sene). 

r se denomina valor absoluto o módulo de z y se denota por ¡z¡. Así, 

(3) 

Geométricamente, !zl es la distancia del punto z al origen (figura 287). De manera 
semejante, lz, - z

2
1 es la distancia entre z, y z

2 
(figura 288). 

(4) 

::) 

e se denomina argumento de z y se denota por arg z. Entonces (figtU'a 289), 

e = arg z = are tan ; 1 (z #- O) 

Eje 
imaginario 

y 

o X 

Figura 287. Plano complejo, forma 
polar de un número complejo 

·, ) 1 ·! i 
J ·"1 ~ ' 

Z¡ 

X 

Figura 288. Distancia entre dos 

puntos en el plano complejo. 

,. 
1 

>. ) ) ) 1 _j ,: -·, ' 1 
. í ,, 
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Geométricamente, e es el ángulo dirigido desde el eje x positivo hacia OP en la figura 
287. Aquí, como en cálculo, todos los ángulos se miden en radianes y son positivos si 
se describen en sentido contrario al del movimiento de las manecillas del reloj., 

Para z = O, el ángulo e no está definido (¿por qué?). Para z;,,, O dado, está determinado 
sólo hasta rr1Ultiplos cntcios de 2;r_ El valor de 8 que está en el intervalo - re< 8 ~ re se 
denomina valor pdncipal del argumento de z (;,,, O) y se denota por Arg z. Así, por defini
ción e= Ar~ z satisface 

EJEMPLO 1 Forma polar de los números complejos. Valor principal 

Sea z = 1 + i (figura 289) Entonces 

-'-( 7T rr) v 1.. cos - + i sen - . 
- 4 4 

1~1 = V2. arg z = rr :t 2111r (11 =º·l. · ·). 

El ,alor principal del argumento es Arg z = n14 Otros valores son -7n:/4, 9rcl4, etc. 11 

EJEMPLO 2 Forma polar de los números complejos. Valor principal 

Sea== 3 + J j3 i Entonces z = 6 ( cosf + i sin f) , el valor absoluto de z es l=I = 6 y el valor principal de 
arg ;:. es Arg z = 1tl J 1 

¡Precaución! Al aplicar (4) es necesario fijarse en el cuadrante en que está z porque 
el periodo de tan e es re:, para que los argumentos de z y de -z tengan la misma tangen
te. Ejemplo: para e,= arg (1 + i) y 8

2 
= arg (-1 - i) se tiene tan f!, tan 8

2 
L 

Desigualdad del tl'iángulo 
Para dos números complejos cualesquiera se tiene la impo11ante desigualdad del 
triángulo 

(5) (Figura 290) 

que se usará con bastante frecuencia. Esta desigualdad se concluye al observar que los 
tres puntos O, z, y z, + z

2 
son los vértices de un triángulo (figura 290) de lados lz,I, lz) 

y lz, + z
2

1, y que ninguno puede ser mayor que la suma de los otros dos lados. En el 
problema 39 se pide al lector demostrar formalmente lo anterior. 

y 

{~/ 
/ 

,r/4 

;=-1 1 + i 

Figura 289. Ejemplo 1. 

X 

Figura 290. Desigualdad del triángulo'. 

e, El triúngulo degenera si .z
1 

y z:! estñn sobre la misma recta que pasa por el origen 

1 

e, (¡) @/'@) 
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EJEMPLO 3 Desigualdad del triángulo 

Si z, = 1 + i y z1 = -2 + 3i, entonces (¡trazar la figura!) 11 

Jz 1 + z2J 1-l + 4il = VÍ7 = 4.123 < V2 + VJ3 = 5.020. 

Desigualdad del triángulo generalizada. Por inducción, a partir de (5) se obtiene 
que para cualquier suma 

(6) 

es decir, el valor absoluto de una suma no puede ser mayor que la suma de los 
valores absolutos de los sumandos. 

Multiplicación y división en forma polar 

A continuación será posible adquirir un conocimiento más profundo y detallado de la 
multiplicación y división de números complejos. 

z1 = r1 (cos B1 + i sen 8) y 

Multiplicación. Por (3), sección 12 .. 1, en principio el producto es 

Las reglas de la adición para el seno y el coseno [(6) en el apéndice 3.1 J ahora condu
cen a 

(7) 

Al tomar valores absolutos y argumentos en ambos miembros de (7) se obtienen las 
reglas importantes 

(8) 

y 

(9) arg (z1 z2) = arg z1 + arg z2 (hasta múltiplos de 2n). 

División. El cociente z = z /z2 es el número z que satisface zz2 = z1, Por tanto, lzz21 = lz/ 
/z21 = /z,/, arg (zz) = arg z + arg z

2 
= arg z

1
• Lo anterior conduce a 

(10) 

y 

(11) 
Z¡ 

arg
Zz 

arg z1 - arg z2 (hasta múltiplos de 2n). 

www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
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Al combinar las fórmulas (JO) y (J 1) también se obtiene que 

(12) 
Z¡ 

Zz 

EJEMPLO 4 Ilustración de las fórmulas (8)-(11) 

Sean z, = -2 + 2i y z, = 3i Entonces z,z, = -6 - 6i, z/z, 2/3 + (2/3)i. Por tanto, 

y para los argumentos se obtiene Arg z, = 31t/4., Arg z, = ,c/2 

37T 
Arg z1 z2 = - 4 = Arg z1 + Arg z2 - 21r, 

1T 
Arg (z¡iz2 ) = 4 Arg z1 - Arg z2 . 

Potencias enter::is de z. Por (7) y ( 12) se tiene 

z 2 r 2 (cos 20 + i sen 20), 

z- 2 r- 2 [cos ( - 20) + i sen ( ~ 2e)J 

y, más generalmente, para cualquier entero n, 

(13) Er"(cos n8 + i sen nO). 

i.:JEMPLO 5 Fórmula de De Moivre 

Para l=I = r = 1, la fóm,ula ( 13) conduce a la fórmula de De Moivrc' 

( 13*) (cos o + i sen mn cos n8 + i sen 118. 

111 

Esta fórmula es de utilidad para expresar cos ne y sen ne en términos de cos e y sen e .. Por ejemplo, si n = 2 
y se consideran las panes real e imaginaria de ambos miembros de (13'), se obtienen las fórmulas conocidas 

cos 20 = cos 2 O - scn 2 e. sen 20 = 2 cos O sen e 

Lo anterior muestra que los métodos comple1os a menudo simplifican la obtención de fórmulas reales. 

Raíces 

Si z 1-11' (n = 1, 2, ... ), entonces a cada valor de w corresponde un valor de z. De 
inmediato se verá que, recíprocamente, a un valor dado de z ;te O corresponden preci-

1 ABRAHAM DE MOIYRE (1667-1754), matemático francés, introdujo las cantidades imaginarias en 
trigonometría y contribuyó a la teoría de la probabilidad (véase la sección 23. 7) 

... 
) ·') '') .-~:, ) ') ) ''') ') ·¡> ~) j "'). -), ) ') ') '') ) ) ., a ;,, 
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) :) 
/ 

samente n distintos valores de w. Cada uno de estos valores se denomina raíz n-ésíma 
de z y se escribe 

(14) w = Vz. 
Entonces, este símbolo tiene múltiples valores; a saber, n valores, en contraste con los 
convencionalismos usuales adoptados en cálculo real. Los n valores de ''Ji pueden 
obtenerse fácilmente como sigue. En términos de las forrnas polares de z y 

w = R(cos </> + i sen <j,), 

la ecuación w = z se vuelve 

wn = Rn(cos n<f, + i sen mf,) = z = r (cos 8 + i sen e). 

Igualando los valores absolutos de ambos miembros se obtiene 

así R = ~ 

en donde la raíz es real y positiva, por lo que está determinada de manera única .. Al 
igualar los argumentos se obtiene 

n<j, = 8 + 2krr, e 2krr 
</> así + 

11 11 

en donde k es un entero .. Para k O, 1 .... , n - 1 se obtienen 11 distintos valores de w. 
Con enteros adicionales de k se obtienen valores ya obtenidos. Por ejemplo, con k = 11 

se obtiene 2krdn = 2rr, por tanto la w correspondiente a k = O, etc. En consecuencia, 
''fi, pára z ;te O, tiene los n valores distintos 

(15) 
r 

.. ~~r - _nr ( e + 2krr . 8 + 2krr) 
vz = vr cos ---- + 1 sen----

n 11 , ________________________ __¡ 

en donde k = O, l ... , n - 1. Estos n valores están en una circunferencia de radio n¡,: 
con centro en el origen, y constituyen los vértices de un polígono regular de 11 lados. 

El valor de "fi que se obtiene tomando el valor principal de arg z y k = O en ( 15) 
se denomina valor principal de w = np 

EJEMPLO 6 Raíz cuadrada 

A partir de ( 15) se concluye que w = .[i tiene los dos valores 

( 16a) w 1 = Vr ( cos ~ + i sen D 
y 

(16b) w 2 = Vr [ cos G + 1T) + i sen G + ,r) J = - w 1 

que son simétricos con respecto al origen, Por ejemplo. la raiz cuadrada de 4¡ tiene los valores 

V4i = :!: 2 ( cos ¡ + i sen¡) :!:(\12 + i\12). 

~') ) ) ') J ) ,·\ 

" 
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Con base en ( 16) es posible obtener la fónnula mucho más práctica 

(17) \/z = :!: rVtnzl + xJ + <sign yJ;Vtclzl - x)J 

en donde sign y= 1 si y~ O, sign y -1 si y< O, y todas las raíces cuadradas de nUmcros positivos se 
consiácran con ci signo positivo Lu anterior se conciuyc a partir de ( i ó) si se apiican ias h.icniiüac.ics 
trigonomCtricas 

cos !e = Vt<, + cos e¡, sen to = Y~(I - cos 8), 

se multiplican por fr, 

Vr coste Y!(r + r cos O), Yi(r - r cos 8), 

se usar cos e x, y finalmente el signo de lm .Jz se elige de modo que sign [(Re .Jz )(lm .Jz) = sign y 
(¿ror qué") 111 

EJEMPLO 7 Ecuación cuadrática compleja 

Resolver z' - (5 + i)z + 8 + i = O 

Solución. 

= i<S + il :!: Vt<5 + n2 - s - ; = t<s + n :!: V-2 + ~; 

i(5 + ;J :!: ¡Vt<~ + < - 2¡¡ + ;Y}<~ - <-2J¡J 

1 1 ;i. {3+2i 
2 cs + ;¡ :!: (2 + 2 1) = 

2 - i 111 

La circunferencia de radio l y centro en O (que aparece en el siguiente ejemplo y 
más tarde) se denomina circunferencia unitaria 

EJEMPLO 8 Raíz n--ésima de la unidad. Circunferencia unitaria 

Resolver la ecuación z" = 1 
So/uciórL A partir de (15) se obtiene 

(18) 
2krr 2krr 

cos - + i sen - , k = O, 1, ·· · , 11 - l. 
11 n 

Si w denota el valor correspondiente a k = 1, entonces los n valores de 11.[i pueden escribirse como 1, w, 
cd, , wn- 1 Estos valores son los vértices de un polígono regular den lados inscrito en la circunfcrcncin 
unitarin (circunferencia de radio l con centro en O), con uno de sus vértices en el punto 1. Cada uno de 
estos n valores se denomina raíz n-ésima de la unidad Por ejemplo, 3/f = 1, -f ±: f J3 i (figura 291) 
y 4./f = 1, i, -1, -i (figura 292) En la figura 293 se muestra 5JT 

/ 
I 

I 

1 

' \ 

,Y 

Figura 291. 3..{1,, 

y 

Figura 292. 4,/1. Figura 293. 5fi. 

·¡ i 
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Si w 1 es cualquier raiz n-é.sima de un numero complejo arbitrarioz. entonces los n valores de ''.Jz. son 

Wl. 

ya que multiplicar w 1 por w'' corresponde a incrcnicntar el argumento de w
1 

por 2k7tfn 111 

El estudiante debe resolver con cuidado especial los problemas relacionados con 
la representación polar, ya que esta representación será necesaria muy a menudo a lo 
largo del libro. 

Problemas de la sección 12.2 

J. (Multiplicación por i) Demostrar que la multiplicación de un número complejo por i 
corresponde a una rotación en sentido contrario al movimiento de las tnanccillas del 
reloj del vector correspondiente a través del ángulo:n12. 

Encontrar 

2. 1-0 2il 3. 11 . .5 + 2il 

6. m 7. 1~ ~ ;;¡ 
Representar en forma polar: 

10. 2í, -2i 11. 1 + i 

1 + í 
14. J--=-i 

ív'2 
15. 

4 + 4i 

4. lzl 4
, lz 1I 

8
" 1~ ~ : 1 

12. -3 

3V2 + 2i 
16. 

- 2i/3 

5. leos e + i sen e¡ 

9. 1 (] + Í)G 1 
i 3( J + 4i) 2 

13. 6 + 8í 

2 + 3¡ 
17

· 5 + 4i 

Determinar el valor principal de los argumentos de 

18. -6 - 6i 19. 

Representar en la forma x + iy: 

22. 4( cos :} 7T + i sen ;\, ,r) 

24. IO(cos OA + i sen 0.4) 

JO - í 20, - ,r 21. 2 + 2i 

23. 2V2(cos ~ 7T + i sen ~ ,r) 
25. cos ( 1 8) + i sen ( 1 8) 

Encontrar todos los valores de las siguientes raíces y graficarlos en el plano complejo. 

26. Vi 
30. y'-_-7_+_2_4_i 

Resolver las ecuaciones: 

27. v=si 
31. v-1 

34. z2 + z + 1 í = O 

36. z4 - ,( 1 + 2i)z 2 - 8 + 6i = O 

28. v' - 7 - 24i 
32 . ..,y::¡ 

29. lfi 
33. Vl+i 

35. z 2 - (5 + i)z + 8 + i = O 

37. Demostrar las siguientes desigualdades útiles, que serán requeridas ocasionalmente: 

() 9) IRe z:I :éa lzl, 
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38. Comprobar la desigualdad del triángulo para z
1 

= 4 + Si, z, -2 + J .,5i. 

39. Demostrar la desigualdad del triángulo. 

40. (Igualdad de paralelogramo) Demostrar que Jz, + z
2
J2 + Jz, -z

2
f2 = 2(Jz, 2 + z,f'). Esta 

expresión se denomina igualdad del paralelogramo. ¿Puede el lector darse cuenta 
por qué? 

12.3 CURVAS Y REGIONES EN EL PLANO COMPLEJO 

) ) 

En esta sección se considerarán algunas curvas y regiones importantes, así como algu
nos concept~s relacionados con éstas, que serán usados con frecuencia. Lo anterior 
también será de ayuda para familiarizarse aún más con el plano complejo., 

Circunferencias y discos. La distancia entre dos puntos z y a es lz-al. Por tanto, una 
circunferencia C de radio p y centro en a (figura 294) puede definirse como 

(1) lz - al = p. 

En particular, la circunferencia unitaria; es decir, la circunferencia de radio I y 
centro en el origen a = O, es 

lzl (Figura 295). · 

Además, la desigualdad 

(2) lz - al< P 

se cumple para todo punto z dentro de C; es decir, (2) representa el interior de C. esta 
región se denomina disco circular o, más precisamente, disco circular abierto, en 
contraste con el disco circular cerrado., 

lz - al~ p, 

el cual consta del interior de C y la propia C. El disco circular abierto (2) se denomina 
también vecindad del punto a. Resulta evidente que a tiene una infinidad de tales 

) ) 

y 

X 

Figura 294. Circunferencia 
en el plano complejo. 

j ) ) ) -) ) . ) 

y 

Figura 295. Circunferencia 
unitaria. 

) ·:';:- ) .•:0 ·''"), ''") "~ ') .~~ 
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",) 

X 

Figura 296. Corona en el plano complejo., 

vecindades, cada una de las cuales corresponde a un cierto valor de p (> O), y a es un 
punto de cada una de tales vecindades.' 

De manera semejante, la desigualdad 

lz - al> p 

representa el exterior del círculo C. Además, la región entre dos círculos concéntricos 
de radios p, y P, (> p

1
) puede definirse como 

(3) P1 < lz - al < Pz, 

en donde a es el centro de los círculos. Tal región se denomina anillo circular abierto 
o corona abierta (figura 296). 

EJEMPLO 1 Disco circular 

Determinar la región en el plano complejo definida por lz - 3 + il :¡¡ 4 

Solución. La desigualdad es valida precisamente para todos los z cuya distancia a a= 3 - 1 no es mayor 
que 4. Por tanto, se trata de un disco circular cerrado de radio 4 con centro en 3 - ¡ 11 

EJEMPO 2 Círculo unitario y disco unitario 

Determinar cada una de las siguientes regiones, 

Solución. 

(a) 1:1 < l. (b) izl ;a; 1, (c) izi > 1 

(a) El interior del circulo unitario. A éste se le conoce r.omo disco unitario abierto 

(b) El circulo unitario y su interior A éste se le conoce como disco uniindo cerrado 

{e) El exterior del circulo unitario. 

Semiplanos. Por semiplano superior (abierto) se entiende el conjunto de todos los 
puntos z = x + iy tales que y> O. De manera semejante, la condición y< O define el 
.semiplano inferior, x > O define el semiplano derecho y x < O define el .semiplano 
izquierdo .. 

i; En términos más generales, cualquier conjunto que contiene un disco abierto (2) tambié:n se denomina 
vecindad de a, Para distinguir, un disco (2) suele denominarse vecindad circular abierta de a 

'.) ) 'j '''J ') ) ) ·, ~) ) -) ) ·,, ) ") ) ) J ) •j, ,é 
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Conceptos relacionados con conjuntos en el plano complejo 

Por último, a continuación se enumeran brevemente algunos conceptos de 
interés general que serán usados ulteriormente; aquí se plantean para referencias se
gún sean necesarios, 

El término conjunto de puntos en el plano complejo significa cualquier colec
ción finita o infinita de tales puntos. Por ejemplo, las soluciones de una ecuación 
cuadrática, los puntos de una recta y los puntos en el interior de un círculo son conjun
tos de puntos. 

Un conjunto S se denomina abierto si cualquier punto de S tiene una vecindad 
que consta completamente de puntos que pertenecen a S. Por ejemplo, los puntos en 
el interior de un círculo o de un cuadrado constituyen un conjunto abierto, <!SÍ corno 
los puntos a la derecha del semiplano Re z = x > O, .. 

Se dice que un conjunto abierto S es conexo si dos puntos cualesquiera de S ·· 
pueden unirse mediante una línea quebrada constituída por un número finito de seg
mentos de recta completamente contenidos en S. Un conjunto conexo abierto se deno
mina dominio. Así, un disco abierto (2) y una corona abierta (3) son dominios. Un 
cuadrado abierto sin una diagonal no es un dominio, ya que este conjunto no es conexo 
(¿por qué?), 

El complemento de un conjunto Sen el plano complejo es el conjunto de todos 
los puntos del plano complejo que no pertenecen a S. Un conjunto S se denomina 
cerrado si su complemento es abierto, Por ejemplo, los puntos sobre y en el interior 
del circulo unitario constituyen un conjunto cerrado ("disco unitario cerrado"; ver el 
ejemplo 2), ya que su complemento ¡z¡ > 1 es abierto, 

Un punto frontera de un conjunto S es aquél para el que toda vecindad contiene 
puntos que pertenecen a S y puntos que no pe1ienecen a S. Por ejemplo, los puntos 
frontera de una corona son los puntos sobre los dos círculos frontera .. Resulta evidente 
que si un conjunto Ses abierto, entonces ningún punto frontera le pertenece; si Ses 
cerrado, entonces todos sus puntos frontera le pertenecen. 

Una región es un conjunto que consta de un dominio más, quizá, algunos o todos 
sus puntos frontera. (Se advierte al lector que algunos autores utilizan el término 
"región" para denotar lo que aqui se entiende por dominio [según la tem1inología 
moderna], y otros no hacen ninguna distinción entre los dos términos.) 

Hasta el momento se han mencionado únicamente los números complejos y el 
plano complejo (exactamente como al inicio del estudio del cálculo se habla de los 
números reales y de la recta real) .. En la siguiente sección se iniciará el estudio del 
cálculo complejo 

Problemas de la sección 12.3 

Determinar y graficar los conjuntos representados por 

L lz - 4il = 4 2. lz + 11 > 2 3. I/3 < lz al <6 

4. -rr<Imz~ 1T 5. O< Re z < rr/2 6. Re z :e; - l 

7. lz - 11 ;;; lz + 11 8. larg zl ;;; rr/4 9. lm z2 = 2 

10. lz + i/ 
lz - i 

= 1 1 l. 4 12. 
1 };z 

,2, 
;;; 
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12.4 LÍMITE. DERIVADA FUNCIÓN ANALÍTICA 

El análisis complejo estudia las funciones complejas que son diferenciables en algún 
dominio. Poi lanlu, primero es necesario estabiecer qué se entiende por función com
pleja y luego definir los conceptos de límite y derivada en los complejos. Este análisis 
es semejante al que se efectuó en cálculo. 

Función compleja 

Recuérdese por cálculo que una función realfdefinida sobre un conjunto S de núme
ros reales (casi siempre un intervalo) es una regla de correspondencia que asigna a 
todo x en S un número realj{x), denominado valor def en x. 

Ahora, en los complejos, Ses un conjunto de números complejos, y una función 
f definida sobre Ses una regla que asigna a cada zen S un número complejo w, deno
minado valor def en z. Se escribe 

w = f(z). 

Aquí, z varía en S y se denomina variable compleja. El conjunto S se denomina 
dominio de definición9 de.f 

Ejemplo: w = fiz) = z2 + 3z es una función compleja definida para todo z; es decir, 
su dominio Ses todo el plano complejo, 

El conjunto de todos los valores de una función/se denomina rango de/ 
w es complejo y se escribe w =u+ iv, en donde u y v son las partes real e imagi

naria, respectivamente. Así, w depende de z = x + iy. Por tanto, u se vuelve una fun
ción real de x y y, así como lo hace v. Por tanto, es posible escribir 

Ej<z) = u(x, y) + iu(x, y). J 

Lo anterior muestra que una función compleja j(z) es equivalente a un par de fun
ciones reales u(x, y) y v(x, y), cada una de las cuales depende de las dos variables 
reales x y y. 

'J Este es un termino estándar En la mayor parte de los casos, un dominio de definición es un conjunto 
abierto y conexo (un dominio segun se definió en lp. sección J 2 3); en las aplicaciones es raro que 
ocurran excepciones 

En la bibliogrnfia sobre análisis complejo algunas veces se usan relaciones tales que a un valor de= 
puede corresponder más de un valor de w, y esta relación suele denominarse función (una «función con 
valores multiples» o multifOrme} En este libro no se adopta tal convencionalismo, sino que se supone 
que todas las funciones que se encuentran son relaciones con un solo valor: es decir, funciones en el 
sentido usual: a cada zen S corresponde un solo valor w == ./{z} (Aunque, por supuesto. varios:: pueden 
corresponder al mismo valor w =./{z), así como en cálculo.) 

Hablando cstrictamente,j[z) denola el valor defen z, pero es un abuso acertado del lenguaje hablar 
sobre la función j[z) (en lugar de la función/), exhibiendo asi la notación utilizada para la variable 
independiente. 
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E,JEMPLO 1 Función de una variable compleja 

Sea w = j{z) = z' + 3z Encontrar u y v y calcular el valor dejen z = 1 + 3i 

S0/ució1L u= Rej{z) = x' - y'+ Jx y v = 2xy + 3y También, 

f( ¡ + 3i) ( 1 + 3i) 2 + 3( 1 + 3i) = 1 - 9 + 6i + 3 + 9i 

Lo anterior muestra que u( 1, 3) = -5 y v( 1, 3) = 15 

EJEMPLO 2 Función de una variable compleja 

Sea w =/(z) = 2iz + 6z .. Encontrar u y v y calcular el valor dejen z = f + 4i 

-5 + 15i. 

Solución. Con_/{:)= 2i(x + iy) + 6(x- iy) se obtiene u(x, y)= 6x - 2y y v(x, y)= 2x- 6y .. También, 

J<i + 4i) = 2i(i + 4i) + 6(! - 4i) = i - 8 + 3 - 24i = -5 - 23i. 

Límite, continuidad 

fil 

Se dice que ¡ es el límite de una función fiz) cuando z tiende al punto z0 , lo que se 
escribe 

(J) lím .f(z) = /, 
z-zo 

si/está definida en una vecindad de 2
0 

(excepto quizá en z0 mismo)_ Y si los v_alores de : 
J están "próximos" a I para todo z "próximo" a 20; es decir, en térmmos precisos, para 
todo E real positivo es posible encontrar un 8 real positivo tal que para todo z <" z0 en 
el disco iz - z

0
1 < 8 (figura 297) se tiene 

(2) IJ(z) - 11 < E; 

es decir, para todo z aéz
0 

en tal disco con radio 8, se tiene que el valor de/pertenece al 
disco (2). 

Formalmente esta definición es semejante a la proporcionada en cálculo, aunque 
hay una gran diferencia. Mientras que en el caso real x puede tender a un x 0 sólo a lo 
largo de la recta real, aquí, por definición, z puede tender a 2 0 desde cualquier direc
ción en el plano complejo. Este hecho será esencial en Jo que sigue. 

Si existe un límite, entonces es único. (Ver el problema 28 .. ) 
Se (]ice que una funciónfiz) es continua en z = z0 sifiz0 ) está definida Y 

(3) lím .f(z) = f(z 0 ). 
z-..zo 

y 

- ----·· 
Figura 297. Límite. 
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Observe que por la definición de límite se implica que .f(z) está definida en alguna 
vecindad de z

0
• 

Se dice que fiz) es continua en un dominio si es continua en cada uno de los 
puntos de este dominio. 

Derivada 

La del'ivada de una función complejafen un punto z0 se denota por/' (z0) y se define 
como 

(4) f '( ) 1. f(z0 + M) - f(z0)] z0 = zm 
. Az->O ÁZ 

en el supuesto de que este límite existe. Así, se dice entonc,;s que/ es diferencia ble en 
z

0
• Si se escribe !::,z = z - z

0
, entonces también se tiene que, como z = z

0 
+ fu, 

(4') l
. f (z) 
un 

z-zo z 

A c;ontinuación se abordará una cuestión importante. Recuérdese que, por la de
finición del límite,/(z) está definida en alguna vecindad de z

0 
y zen (4') puede aproxi

marse a z0 desde cualquier dirección en el plano complejo .. Por tanto, diferenciabilidad 
en z

0 
significa que, a lo largo de cualquier trayectoria por la cuai z tienda a z

0
, el 

cociente en (4') siempre tiende a un cierto valor, y todos estos valores son iguales. 
Este hecho es importante y debe tenerse presente. 

EJEMPLO 3 Diferenciabilidad. Derivada 

La función}(=)= z' es diferenciable para todo z y su derivada es f' (z)"' 2z porque 

f'(z) 
• (z + llz) 2 - z 2 

hm lím (2z + llz) = 2z. 
Az-0 ó.z 6.z-0 

Las reglas de diferenciación son las mismas que en cálculo real, ya que sus 
demostraciones son literalmente iguales. Entonces, 

(cf)' = cf', (f + g)' = f' + g', (.fg)' = J'g + fg', (-.rg)' f'g - fg' 
g2 

y también se cumplen la regla de la cadena y la regla de las potencias (z")' = nr•- 1 (n 
entero). 

También, si/(z) es diferenciable en z
0

, entonces es continua en z
0

. (Ver el proble
ma 30 .. ) 

') 'j ) 
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EJEMPLO 4 z no diferenciable 

Es importante observar que existen muchas funciones simples que no tienen derivada en ningún punto 
Por ejemplo,_/{.:')= F = x- iy es una de estas funciones. De hecho, si se escribe .6z = óx- i .ó.y, se tiene 

(5) 
jtz + Llz) - ftz! 

t.z 

(z + t.z) - z Llz 

t.z t.z 
{;.x i Lly 

{;.x + i t.y ' 

Si óy = O, lo anterior es+ l Si óx = O, entonces es-! Por tanto, (5) tiende a +I a Jo largo de la trayectoria 
.1 en la figura 298, pero tiende a -1 a lo largo de la trayectoria [/Entonces, por definición, el limite de (5) 
no existe en ningun z cuando 6.z tiende a cero 1 

y 
11 o:+Az 

Figura 298. Trayectorias en (5), 

El ejemplo que acaba de analizarse puede ser sorprendente, aunque simplemente 
ilustra que la diferenciabilidad de una función compleja es más bien un requisito ' 
estricto. 

La idea de la demostración (aproximación desde diversas direcciones) es funda
mental y volverá a ser usada nuevamente en la siguiente sección. 

Funciones analíticas 

Se trata de funciones que son diferenciables en algún dominio, de modo que es posi
ble hacer "cálculo en los complejos" Constituyen el tema fundamental del análisis 
compl"jo, y su introducción es el objetivo principal de esta sección, 

Definición (Analiticidad) 

Se dice que una función/(z) es analítica en un dominio D siflz) está definida y es 
diferenciable en todos los puntos de D. Se dice que una función/(z) es analítica en un 
punto z = z

0 
en D si/(z) es analítica en una vecindad (ver la sección 12.3) de z

0
• 

También, por función analítica se entiende una función que es analítica en algún 
dominio. 111 

Así, la analiticidad deflz) en z
0 

significa que/(z) tiene una derivada en todos los 
puntos en alguna vecindad de z

0 
(incluyendo z

0 
mismo ya que, por definición, z

0 
es un 

punto que pertenece a todas sus vecindades). Este concepto es motivado por el hecho 
de que carece de interés práctico el hecho de que una función sea diferenciable sim
plemente en un solo punto z

0 
pero no en toda una vecindad completa de z

0
. En el 

problema 26 se proporciona un ejemplo de este hecho. 
Una expresión más moderna para analítica en Des holorno1fa en D. 

) 1 
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EJEMPLO 5 Polinomios, funciones racionales 

L-as potencias enteras 1, z, z\ 
forma 

• y, de manera más general, los polinomios; es decir, las funciones de la 

en donde c
0

, , c., son constantes complejns, son analíticos en todo el plano complejo 
El cociente de dos polinomios g(z) y h(z), 

g(z) 
f(z) = h(z)' 

se denomina función racionul Estafes analítica excepto en los puntos en donde h(z) = O; en este caso se 
sµpon1;: que se han caricelado los factores comunes de g y h Las fracciones parciales 

(c"' O) 

(e y z
0 

complejos, m un entero positivo) son funciones racionales especiales; son analíticas excepto en z 11 

En álgebra se demuestra que toda función racional puede expresarse como una suma de un polinomio 

(que puede ser O) y un numero finito de fracciones parciales 11 

Los conceptos analizados en esta sección extienden los conceptos familiares del 
cálculo. El concepto de función analítica es de fundamental importancia, De hecho, el 
análisis complejo estudia exclusivamente función analíticas, y aunque muchas fun
ciones simples no son analíticas, la gran variedad de funciones restantes produce una 
rama de las matemáticas bastante hermosa desde un punto de vista teórico y de utili
dad esencial para efectos prácticos. 

Problemas de la sección 12.4 

Encontrar /(3 + i),J(-1),J(-4 + 2i), dondej(z) es igual a 

l. z2 + 2z .z. 1/(1 - z) 3. J!z3 

Encontrar las partes real e imaginaria de las siguientes funciones 

4. f(z) = z/(1 + z) S. f(z) = 2z 3 - 3z 6. f(z) = z2 + 4z - I 

Suponer que z varía en una región R del plano z. Encontrar la región (precisa) del plano w en 
que están los valores correspondientes de w = J(z), y muestre gráficamente ambas regiones 

7, f(z) = z2 • /z/ > 3 8. f(z) = llz. Re z > O 9. f(z) = z 3 , /arg z/ ;e; !rr 

En cada uno de los casos siguientes, determinar sif{z) es continua en el origen, suponiendo que 
J(O) = O y, para z st O, la funciónf{z) es igual a 

10. Re zl/z/ 

Obtener la derivada de lo siguiente 
13. (z 2 + i) 3 14. (z 2 - 4)/(z 2 + I) 

16. (z + i)/(z - i) 17. (iz + 2J/(3z - 6i) 
Encontrar el valor de la derivada de 

19. (z + i)/(z - i) en - i 

.2.2. z3 - 2z en - i 

.20. (z 2 - i) 2 en 3 - 2i 

.23. ( 1 + i)/z 4 en 2 

1.2. lm zl( 1 + /z/) 

15. i/( 1 - z)2 

18. z2/(z + i) 2 

.21. I/z 3 en 3i 

.24. (2 + iz) 6 en 2i 
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25. Demostrar que.f(z) = Re z = x no es diferenciable en ningún z. 

26. Demostrar que./(z) = \z\' es diferenciable sólo en z = O; así, no es analítica en ninguna 
parte Sugerencia. Usar la relación \z + t..z\' = (z + &)( z + °,6."F). 

27. Demostrar que ( l) es equivalente al par de relaciones 

lím Re J(z) = Re /, .límlmf(z) = Im/. 
z-zo z-zo 

28. Si lí m .fiz) existe, demostrar que es único. 
: _. :o 

29. Si z
1
, z,, . son números complejos para los cuales ,,1!..;1;, z. = a, y si./(z) es continua en 

z = a, demostrar que 

30. Si./(z) es diferencíable en z0 , demostrar que./(z) es continua en z0 .. 

12.5 ECUACIONES DE CAUCHY-RIEMANN 

A continuación se obtendrá un criterio (prueba) muy importante para verificar la 
analiticidad de una función compleja. 

w = f(z) = u(x, y)+ iv(x, y). 

En términos generales,/es analítica en un dominio D si y sólo si las primeras deriva
das parciales de u y v satisfacen las dos ecuaciones 

(1) 

en todos los puntos de D; por tanto, u, dulcJx y u,= cJulcJy (y de manera semejante 
para v) son las notaciones de costumbre para las derivadas parciales. El planteamien
to preciso de la afirmación anterior se proporciona a continuación en los teoremas 1 y 
2. Las ecuaciones (1) se denominan ecuaciones de Cauchy-Riemann y constituyen 
las ecuaciones más importantes que aparecen en este capítulo.'º 

'" AUGUSTIN-LOUIS CAUCHY (véase la sección 2 6) y los matemáticos alemanes BERNHARD 
RIEMANN (1826-1866) y KARL. WEIERSTRASS (1825-1897, véase también la sección 146) son 
los creadores del análisis compl,jo R iemann recibió su doctorado en filosol1a (en 1851) bajo la 
dirección de Gauss (sección 5 4) en G6ttingen 1 donde enseñó a partir de l 851! h:ista su fallecimiento, 
cuando tenia sólo 39 años de edad introdujo el concepto de integral según se usa en cursos básicos de 
calculo, en conexión con su trabajo sobre las series de Fourier Creó nuevos métodos en ecuaciones 
diferenciales ordinarias y parciales y efectuó contribuciones fundamentales a la teoría de números y a 
la fisicomatemática. También desarrolló la denominada geometría de Riemann, que constituye la base 
matern.itica de la teoria de la relatividad de Einstein Su importante trabajo motivó muchas ideas de las 
matemáticas modernas (en particular, en topología y análisis funcional). Véase N. Bourbaki, Ele
men/S q( Ma1hema1ics. General Topology, Pnite l, págs. 161-166, Paris Hennann 
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. Ejemplo:f{z) = z' = x' - y2 + 2~ es analítica para todo z, y u = x' - y2 y v = 2.xy 
s~t1sface ~ 1 ); .ª saber, u, = 2x = v,., as1 como u,= -2y = -v,. A continuación se propor-
c10nan mas eJemplos. · 

Teorema 1 (Ecuaciones de Cauchy-Riemann) 

Seaf(z) = u(x, y) + iv(x, y) definida y continua en alguna vecindad de un punto z = x 
+ (Y, y diferenciable en z mismo. En/onces en ese punto ex1:sten las derivadas parcia
les de primer orden de u y v y satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riema1111 ( J). 
Por tanto, sif(z) es analítica en un dominio D, entonces tales derivadas parciales 
existen y satisfacen(!) para todos los puntos de D. 

Demostración. Por hipótesis, existe la derivada de.f(z) en z. Está dada por 

(2) f'(z) = lím f(z + L\.z) - f(z). 
Az-0 L\.z 

La idea de la demostración es muy simple. Por la definición del limite en los complejos 
(sección 12.4), es posible hacer que 6:z tienda a cero a lo largo de cualquier trayectoria 
en un~ vecindad de z. Por tanto, es posible elegir las dos trayectorias ¡ y JI en la figura 
299 e igualar los resultados. Al comparar las partes reales se obtiene la primera ecuación 
de Cauchy-Riemann, y al comparar las partes imaginarias se obtiene la otra ecuación de 
Cauchy-Riemann en ( 1 ) .. A continuación se proporcionan los detalles técnicos. 

Se escribe 6:z = L\.x + i6y. En términos de u y v, la derivada en (2) se vuelve 

(3) f'(z)= lím [u(x + .6.x,y +/:::,.y)+ iv(x + .6.x,y + L\.y)] - [u(x,y) + iv(x,y)] 

Az-o t:..x + it:..y 

Primero se elige la trayectoria I en la figura 299. Por tanto, primero se deja que L\.y ~ 
O y después que t,.x ~ O. Una vez que 6y es cero, se tiene que 6z = 6.x. Luego (3) se 
vuelve, si primero se escriben los dos términos en u y luego los dos términos en v, 

f '(z) = 1. u(x + t:..x, y) - u(x, y) .. v(x + t:...x, y) - v(x y) 
1m + 1 lím ' 

Ar-u 6.x Ar-o .6.x 

Debido a que/' (z) existe, entonces los dos límites reales de la derecha existen. Por 
definición, son las derivadas parciales de u y v con respecto ax. Por tanto, la derivada 
f(z) def(z) puede escribirse como 

(4) 1 f'(z) = ur + ivx 

y 
ll ( _____ ., z+ó.z 

¡_j 
. . I 
z 

X 

Figura 299. Trayectorias en (2). 
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De manera semejante, si se elige la trayectoria 11 en la figura 299, primero se deja que 
Llx--; O y Juego que 6.y--; O. Una vez que x es cero, se tiene que 6z iil.y, de modo: 
que con base en (3) ahora se obtiene 

.f' (z) 
!ím U(X, y + Liy) 

t.y-0 i Ll.y 
u(x, y) + i lím v(x, y -t- tl.y) 

Cly-0 i tl.y 

v(x, y) 

Debido a quef(z) existe, entonces los dos límites de la derecha existen y proporcio-.i 
nan las derivadas parciales de u y v con respecto ay; al observar que 1/i= -i, entonces· 
se obtiene 

(5) 

Así, la existencia de la derivada(' (z) implica la existencia de las cuatro derivada 
parciales en (4) y (5). Al igualar las partes reales de u,. y v,, en (4) y (5) es posibl 

obtener la primera ecuación de Cauchy-Riemann (1 ). Al igualar las partes imaginarias 
se obtiene la otra ecuación. Lo anterior demuestra la primera afirmación del teorema 
e implica la segunda debido a la definición de analiticidad. 11 

Las fórmulas (4) y (.5) también son bastante prácticas para calcular derivadas{ 
f' (z), como se verá más tarde. 

EJEMPLO 1 Ecuaciones de Cauchy-Riemann 

J(z) = z:! es analítica para todo z Se concluye que las ecuaciones de Cauchy~R iemann deben cumplirse. 
(como ya se comprobó) . 

Paraj(.z) = Z = x- iy se tiene u= .x, v = -y y se observa que la segunda ecuación de Cauchy-R icmann/· 

se cwnple, 11 1 = -v.P= O, pero no así la primera; u.v = 1 ;e v1 = -1 Se concluye que f(z) = Z no es anal itica, Jo· 

cual confinna el ejemplo 4 de la sección 12 4. Observar el ahorro en esfuc:rzo de cómputo 1 

Las ecuaciones de Cauchy-Riemann son fundamentales debido a que no sólo son 
necesarias sino también son suficientes para que una función sea analítica. Con más 
precisión, se cumple el siguiente teorema, 

Teorema 2 (Ecuaciones de Cauchy-Riemann) 

Si dosfimciones continuas con valores reales u(x, y) y v(.,:, y) de dos variables rea/e~ 
x y y tienen primeras derivadas parciales continuas que satisfacen las ecuaciones de 
Cauchy-Riemcmn en algún dominio D, entonces la.función complejaf(z) = u(x, y) + 
iv(x,y) es anaítzca en D. 

La demostTación es más complicada que la del teorema 1 y se deja como opcio
nal (ver el apéndice 4) .. 

Los teoremas I y 2 revisten una gran importancia práctica, ya que al aplicar las · 
ecuaciones de Cauchy-Riemann ahora es fácil determinar si una función dada es o no 
analítica 

) ) 
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EJEMPLO 2 Ecuaciones de Cauchy-Riemann 

¡f(z} = z·' es analítica? 

Solución. Se encuentran u = x..1 - 3.xy1 y v = 3x2y - J,J Luego se calcula 

"x vy = 3x 2 - 3y 2 

-6xy, vx = 6xy., 

Se observa que las ecuaciones de Cauchy~R icmann se cumplen para todo=· Entonces, por d teorema 2, se: 
tiene quef(z) = z' es analítica para todo z lli 

EJEMPLO 3 Determinación de una función analítica con una parte real dada 

Se ilustrará otra clase de problemas que es posible resolver aplicando las ecuaciones de Cauchy-Riemann 
Encontrar In función analítica más gcncral.f(z) cuya parte real sea u= x 2 - y...: x 

SoluciótL Por la primera ecuación de Cauchy-Riemann~ u,K = 2x - 1 = v,. Lo anterior se integra con 
respecto a y: 

v = 2xy - y + k(x). 

Como punto importante, dado que se integró una derivada parcial con respecto a y, la .. constante" de 
integración k puede depender de la otra variable, x (Para comprender este hecho, calcular vk a partir de 
esta v.) Con base en v y la segunda ecuación de Cauchy-R icmann, 

dk 
uy -vx = -2y + ;¡; 

Por otra parte. por la u = x' - y' - x dada, se obtiene u,. = -2y Por comparación, dkldx = O; asi, k = 
constante, que debe ser real (¿por qué?) El resultado es 

f(z) = U + ÍV x 2 - y 2 - X + i(2xy - )' + k), 

Lo anterior puede expresarse en términos de z; a saber,f(z) = z2 z + ik 1 

EJEMPLO 4 Una función analítica de valor absoluto constante es constante 

Las ecuaciones de Cauchy~Riemann también son de ayuda para obtener las propiedades generales de las 
funciones analiticas 

Por ejemplo, demostrar que sij(z) es analítica en un dominio D y lf(z)[ = k = constante en D, entonces 
f(:z) = comtante en D 

Solución. .. Por hipótesis, u~+ v:! = ki Por diferenciación, 

Luego se usa -v .. = u., en la primera ecuación y v
1 
= u,,, en la segunda para ubrener 

(6) (a) uux - vuy = O,. (b) uuy + vuz = O. 

Para eliminar u .. , la ecuación (6a) se multiplica por u, (6b) se multiplica por v y se suma el resultado De 
manera semejaTlte, para eliminar u_,., la ecuación (6a) se multiplica por -v, (6b) se multiplica por u v se 
suma el resultado Asi se obtiene · 

Si k~ = u~ + v~ = 6. entonces u= v = O~ por tanto,f= O. Si k ;t!: O, entonces u = u = O· asi por las ecuaciones 
de Cauchy-Ricmann, también vT = v

1
• =O.Juntas, se tiene que u= co~~tarÍ~e y 

1

v =
1

constante; así,.[= 
constante , · 11 
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Se menciona que si se usa la fÓrma polar z = r( cos '8 + i sen 8) y se 'l:1ace .f(z) = u(r, , 
+ iv(r, 8), entonces ]a.ecuaciones de Cauchy-Riemann som 

(7) 
I 

--u r o 

Ecuación de Laplace. Funciones armónicas 

Una de las razones principales de la gran importancia práctica del análisis complej 
en las matemáticas aplicadas a la ingenierfa resulta del .hecho de que tantó ,la ;parte .rea 
como la parte ,imaginaria de una .función analítica satisfacen la ecÚación diferencia 
más importante en física, la ecuación de Lap'lace, que aparece en la teoría de la gravi 
tación, electrostática, dinámica de fluidos, conducción del calor, etc. (ver los capítu·. 
los 11 y 17). 

Teorema 3 •(Ecuación de 'Laplace) 

Si.f(z) = u(x, y) + iv(x, y) es analílica en un dominio D, en/onces u y v salis.facen l 
ecuación de Laplace 

(8) [ v 2 u = u + u = O 1 XX YY 

(v2 se lee como "Rabia al cuadrado" o "nabla cuadrada") y 

(9) 

respeclivamente, en D y lienen segundas derivadas pa,:ciaies continuas en D. 

Demostración. Al derivar u,= vY con respecto ax y u,.= -v, con respecto ay, se tiene 

(10) uxx = 0 yx' 

Así, la derivada de una función analítica es en sí misma analítica, como se demostrará 
después (en la sección 13.6). Lo anterior implica que u y v tienen derivadas parciales 
continuas de todos los órdenes; en particular, 'las segundas derivadas parciales mez- · 
ciadas son iguales; vy, = v,,,· Al sumar ( l O) se obtiene entonces (8). De manera seme- : 
jante, (9) se obtiene al derivar u, v,, con respecto a y y u,,= -v,. con respecto ax Y 
restando, usando u,.,.= u,,,· 11 ' 

Las soluciones de la ecuación de Laplace ,que tienen derivadas parciales de se
gundo orden continuas se denominan funciones armónicas y su teoría se denomina 
teoría del potencial (ver también la sección 11. 11 ) .. Por tanto, las partes real e imagi
naria de una función analítica son funciones armónicas. 

) 1 ) ) ¡. 1 } 1 ), ), ) ./ ' ) 
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Si dos funciones armónicas u y v satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann 
en un dominio D, entonces son las partes real e imaginaria de una función analítica.( 
en D. Entonces, se dice que ves la función armónica conjugada de u en D, (Por 
supuesto, este uso de la palabra "conjugada" es diferente del empleado para definir el 
"conjugado" de z.) 

· A continuación se ilustrará el hecho de que una función armónica conjugada 
puede obtenerse mediante las ecuaciones de Cauchy-Riemann. 

EJEMPLO 5 Función armónica conjugada 

Comprobar que u= x' - y',- y es armónica en todo el plano complejo y encontrar una función armónica 
conjugada v de u 

Solución. "v'u = O por cálculo directo Luego. u.,= 2x y u,,= -2y - 1. Por tanto, una conjugada v de u debe 
satisfacer 

uy = ux = lx, -uy = 2y + 1 

Al integrar la primera ecuación con respecto ay y derivando el resultado con respecto ax se obtiene 

v =: 2xy + h(x), 
dh 

2y + - . 
dx 

Al comparar el resultado anterior con la segunda ecuación se observa que dhld, = 1 Con lo anterior se 
obtiene h(x) = x + e Asi, v = 2xy + x + e (e es cualquier constante real) es la armónica conjugada más 
general de una u dada. La función analítica correspondiente es 

f(z) = u + iv = x 2 - y 2 - y + i(2xy + x + e) = z2 + iz + ic 

¿Puede observar el lector que esta tarea es bastante semejante a la del ejemplo 3? Explicar por qué 111 

Las ecuaciones de Cauchy-Riemann constituyen las ecuaciones más importantes 
de este capítulo, Su relación con la ecuación de Laplace abre amplias perspectivas de 
aplicaciones en ingeniería y física, como se verá en el capítulo 17. 

Prnblemas de la sección 12.5 

Las siguientes funciones, ¿son analíticas? [Usar ( 1) o (7)]. 

l. f(z) = zª 2. f(z) 

4. f(z) = i/z 4 s. f(z) 

7. f(z) = In lzl + i Arg z 8. f(z) 

10. J(z) = z + 1/z 11. f(z) 

Re (z2) 

]/( l - z) 

1/( 1 - z4) 
z2 _ z:2 

3. 

6. 

9. 

12. 

J(z) 

J(z) 

f(z) 

f(z) 

e"(cos y + i sen y) 
z - z 
Arg z 
e"(seny - i cos y) 

Las siguientes funciones, ¿son armónicas? En caso afirmativo, encontrar una función analítica 
correspondiente}íz) u(x, y)+ iv(x, y). 

1.3. u = xy 

16. V = l/(x 2 + y 2 ) 

19. u = e:x cos 2y 

14. 

17. 

20. 

v= 
u= 
V= 

xy 
x3 -
i In lzl 

3xy 2 

15. u = xl(x2 + y 2) 

18. u = sen x cosh y 

21. V = (x2 - y2)2 

Determinar a, b. e tales que las funciones dadas sean armónicas y encontrar una armónica 
con.iugada. 

22. u = e2:x cos ay 23. u cos bx cosh y 14. u = sen x cosh cy 

') ,;') ·.s, :;,) J ) 
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25. Demostrar que si u es armónica y ves una armónica conjugada de u, entonces u es un~-
armónica conjugada dc-v · 

26. Demostrar que, además de ( 4) y (5), 

( 11) f'(z) = "x - i11y, 

27. Las fórmulas (4), (5) y (11) se requieren de vez en cuando. El lector puede familinrizars~ 
con ellas calculando (.i')' aplicando una de ellas y comprobando que el resultado es como' 
se esperaba. 

28. Demostrar que sij(z) es analítica y Rej(z) es constante, entoncesj(z) es constante. 

29. (Derivada idénticamente cero) Aplicando (4), demostrar que una función analítica cuya 
derivada es idénticamente cero es una constante. ' 

30. A p&rtir de ( 1 ), obtener las ecuaciones de Cauchy-Riemann en la forma polar (7) 

f 2.6 FUNCIÓN EXPONENCIAL 

En las secciones restantes de este capítulo se analizarán las funciones complejas ele
mentales más importantes: la función exponencial, las funciones trigonométricas, la 
función logaritmo, etc .. Tales funciones se definirán de modo que para z = x real se 
reduzcan a las funciones conocidas del cálculo Estas funciones son indispensables en .. 
todas las aplicaciones y algunas de ellas poseen interesantes propiedades que no son 
evidentes cuando z = x es reaL Debido a lo anterior, el estudiante debe seguir el aná
lisis con cuidado especiaL 

Se empezará con la función exponencial compleja 

e', que también se escribe como exp z. 

.; es una de las funciones analíticas más importantes La definición de e' en términos 
de las funciones reales e', cos y y sen y es 

( 1) e' = ex(cos y + i sen y). 

Esta definición" es motivada por requisitos que hacen de e' una extensión natural de 
la función exponencial real e'; a saber, 

(2) 

(a) e' debe reducirse a e' cuando z x es real; 

(b) e' debe ser una función entera; es decir, analítica para todo z; 

(c) de manera semejante al cálculo, su derivada debe ser 

(e 2
)' = e', 

11 
Esta definición provoca una disc~ión relativamente scnJ?illa También hubiera podido definirse e1 

mediante la conocida serie er = L x"ln!, con x reemplazada por z, pero e.n ese caso hubiera sido 
11 = 0 

necesario analizar primero las series complejas en esta etapa prematura En la sección 14 4 se mostrará 
la conexión 

() @) ® (§• C§.1 G> C· 
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Con base en ( 1) se observa que (a) se cumple, ya que cos O= 1 y sen O= O .. El hecho ' 
de que e' es entera puede comprobarse fácilmente aplicando las ecuaciones de Cauchys 
Riemann .. Luego, la fórmula (2) se concluye a partir de (4) en la sección 12.5: 

Propiedades adicionales. e' posee interesantes propiedades adicionales. Primero se 
mostrará que, como en los reales, se tiene la relación funcional 

(3) 

para z, = x, + iy, y z2 = x, + iy2 cualesquiera. De hecho, por (l ), se tiene que 

Como e"e' 2 = e.i+<, para estas funciones reales, entonces por una aplicación de las 
fórmulas para la adición de las funciones coseno y seno (semejantes a las de la sec
ción 122), se encuentra que lo anterior es igual a 

z1 +22 e , 

como se había afirmado .. Un caso especial interesante es cuando z, = x, z
2 
= iy: 

(4) 

Además, para z = iy, por ( 1) se tiene la denominada fórmula de Euler 

(5) ~Y = cos y + i sen y J 
Así, la forma polar de un número complejo, z = r(cos e+ i sen e), puede escribirse 
ahora como 

(6) 

A partir de (5) también se observa que 

(7) leiYI = leos y+ i senyl = Vcos 2 y+ sen 2 y= L 

Es decir, para exponentes imaginarios puros el valor absoluto de la función exponencial 
es igual a la unidad, resultado que el estudiante debe recordar.. Por (7) y (1 ), se tiene 
que 

(8) por tanto arg e 2 = y ± 2nTT (11 O, 1, 2, · · ·), 

como je'= e'I demuestra que (1) es en realidad e' en forma polar. 
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EJEMPLO 1, Ilustración de algunas propiedades de la función exponencial 

El cálculo de los valores a partir de ( 1) no constituye ningún problema. Por ejemplo, comprobar que 

el 4-0 6i = el 4(cos O 6 - ¡ sen 0.6) = 4,055(0 .. 825 - 0 .. 565i) = 3.347 - 2 .. 290i, 

je14-06il = elA = 4.055, Arg el4-06i = -0.6. 

Como ces 2n: = 1 y sen 2n: = O, por (5) se tiene que 

(9) e2rri =l 

Además, se aplica ( 1 ), (5) o (6) para comprobar estos valores especiales importantes: 

(10) em,2 = i, e"'= -1, e-m12 = -i', 

Para ilustrar (3), se considera el producto de 

e2+i = e 2 (cos l + i sen I) y e4-i e 4(cos 1 - i sen 1) 

y se comprueba que es igual a 

e2e4(cos2 1 + sen2 1) = eB = eC2+i)+(4-il. 

Finalmente, a partir de Je'J =e'"' O en (8) se concluye que 

(11) para todo z. : 

Por tanto, aquí se tiene una función entera que jamas se hace cero, en contraste con los polinomios (no 
constantes), que también son enteros (ejemplo 5 en la sección 12 4), aunque siempre tienen un cero. como 

se demuestra en álgebra. [¿Puede el lector obtener ( 11) a partir de{))?] 11 

Periodicidad de e' con periodo 2 rci 

(12) ez+Zrri = e' para todo z. 

es una propiedad fundamental que se concluye de (1) y la periodicidad de cos y y sen 
y. [También es una consecuencia de (3) y (9)] Por tanto, todos los valores que puede 
asumir w = e= ya han sido asumidos en la banda horizontal de ancho 2n. 

(13) -,,<y;;é,, 

Esa banda infinita se denomina región fundamental de e=. 

Figura 300. Región fundamental de la función 
exponencial e' en el plano z. 

(Figura 300). 
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EJEMPLO 2 Solución de una ecuación 

Encontrar todas las soluciones de e'= 3 + 4i. 

Solución. \e' J =e'= 5, x = 5 = l ,609 es la parte real de todas las soluciones, Luego, como e'= 5, 

e:r cos y = 3, e'" sen y = 4, cosy = 0.6, sen y = O 8, y= 0927. 

Respuesta :: = 1.609 + O 927i± 2nn:i (n =O,!, 2,, , ) Se tiene una infinidad de soluciones (debido a la 
periodicidad de e'), que están en la recta vertical x = 1.609 a una distancia 2n: de sus vecinas 1 

En resumen, muchas de las propiedades de e== exp z son paralelas a las de e'; una 
excepción es la periodicidad de e' con 2:rci, lo que sugirió el concepto de región funda
mental. Debe tenerse presente que e' es una.función entera, (¿Aún recuerda el lector 
lo que significa?) 

Problemas de la sección 12.6 

l. Usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann, demostrar que e' es analítica para todo z. 

Calcular e' (en la forma u+ iv) y le'I si z es igual a 

2. 3 + 1TÍ 

6. 71ri/2 

3. 1 + i 

7. (1 + i}rr 

Encontrar las partes real e imaginaria de 

11. e'3 

4. 2 + 5 rri 

8. - 1 + l.4i 

Escribir las siguientes expresiones en la forma polar (6). 

14. 1 + i 15. Vi, \,f-/ 16. Vz 

Encontrar todos los valores de z tales que 

18. e' es real 20. /i 

Encontrar todas las soluciones y graficar algunas en el plano complejo. 

5. V2 - !i 
9. -9,,i/2 

17. 3 + 4¡ 

21. Re e 2
' 

22. e 3' = 3 23. e' = -2 24. e' = - 3 + 4í 25. e' = O 

26. Demostrar que u= e'' cos (x'/2 -y'/2) es armónica y encontrar una conjugada. 
27. Encontrar todos los valores de k tales que/(z) = e'(cos ky + i sen Á.y) sea analítica 

28. Demostrar que./(z} = e' no es analítica en ningún punto 

o 

29. Es interesante que./(z} e' esté determinada de manera única por las dos propiedades 
fix + iO) = e' y j'(z) = fiz), en donde se supone que/es entera Demostrar este hecho 
S11gerencia, Sea g entera ·con estas dos propiedades y demostrar que (g/J)' = O 

30. Usando sólo las ecuaciones de Cauchy-Riemann, demostrar la afirmación del proble
ma 29. 

), ) ) ) ) :),. 
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12. 7 FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS, FUNCIONES HIPERBÓLICAS 

Así como e' extiende e' a los complejos, se desea que las funciones trigonométricas 
co;np!ejas extiend3n !::ls funciones tr!gonométric85 reo/e~ conocidas" La idea 
establecer esta conexión es el empleo de las fórmulas de Euler (sección 12 .. 6) 

eix = cos x + i sen x, e-ix = cos x - i senx. 

Por adición y sustTacción se obtiene para el coseno y el seno reales 

COS X sen x 

Lo anterior sugiere las siguientes definiciones para los valores complejos z = x + iy: 

( 1) 

Es bastante extraordinario que aquí en los complejos, vienen juntas funciones que no 
están relacionadas en los reales. Este hecho no es fortuito, sino que es típico de la 
situación general y muestra la ventaja de trabajar en los complejos. 

Además, así como en cálculo, se define 

(2) 
sen z cos z 

tan z cot z 
cos z sen z 

y 

(3) sec z = ese z = 
cos z sen z 

Como e' es entera, entonces cos z y sen z son funciones enteras; tan z y sec z no son 
enteras: son analíticas excepto en los puntos en que cos z es cero; y cot z y ese z son 
analíticas excepto en los puntos en donde sen z es cero., Las fórmulas para las deriva
das se deducen fácilmente a partir de (e')'= e' y de ( 1 )-(3 ); como en cálculo, 

(4) (cos z)' - sen z, (sen z)' = cos z, (tan z)' sec 2 z, 

etc La ecuación ( 1) también muestra que la fórmula de Euler es válida en los com
plejos: 

(5) cos z + sen z para todo z. 

Las partes real e imaginaria de cos z y sen z son necesarias para el cálculo de los 
valores, y también son de utilidad para representar propiedades de las funcic\nes. Este 
hecho se ilustTará con un ejemplo típico. 

) 1 
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E.JEMPLO 1 Partes real e imaginaria. Valor absoluto. Periodicidad 

Demostrar que 

(6) (a) ¡cos z cos x cosh y - i sen x senh y 

(b) 
1 

sen z sen x cosh y + i cos x scnh y 

y 

(7) 
(a) leos zl 2 = cos 2 x + scnh 2 y 

(b) lsen zl 2 = scn 2 x + senh 2 y 

y proporcionar algunas aplicaciones de estas fóm1ulas 

Sol11ció1L Por ( 1 ), 

cos z = !(ei<x+iy) + e-i(x+iy)) 

= f e-Y(cos x + i sen x) + iteY(cos x - i sen x) 

= !-leY + e-Y)cos .x - !He Y - e-Y)sen ~C 

Esto conduce a (6a). ya que, como se sabe por cálculo, 

(8) cosh y senh y = Í(eY 

(6b) se obtiene de manera semejante. Por (6a) y cosh' y= 1 + senh' y se obtiene 

leos zl 2 = cos 2 x ( 1 + senh 2 y) + sen 2 x senh 2 
y, 

Como sen~ x + cos~ x = 1. entonces se obtiene (7a), y (7b) se obtiene de manera semejante 
Por ejemplo, cos (2 + 3i) = cos 2 cosh 3 - i sen 2 senh 3 = -4 190 - 9 109i 
Por (6) se observa que cos z y sen z son periúdictu con periodo 2rc, así como en los reales Luego se 

concluye In periodicidad de tan z y cot z con periodo rt 

La fónnula (7) indica una diferencia esencial entre el coseno y el seno reales y complejos: mientras 
que leos xi~ ¡ y ]sen xi~ l, las funciones complejas coseno y seno ya no están acotadas, sino que tic:nden 
a infinito en valor absoluto cuando y~ 00, ya que en (7) se tiene que scnh )'~ °"'· 1 

EJEMPLO 2 Solución de ecuaciones. Ceros de cos z y sen z 

Resolver (a) cos z = 5 (¡que no tiene solución real!). (b) cos z= O. (c) semz = O 

So/uciótL (a) A partir de ( 1 ), por multiplicación de e1: se tiene que e 1
•: - l Oe11 + l = O. Esta es una ecuación 

cuadrática i:::n e 1
\ con soluciones (valores tridimensionales) 

9.899 y o. !01. 

Asi. e' =9 899 oO 101, e"= l,y=± 2 . .292,x= 2nrr 

Resp11es1a z = ± 2,m ± 2.292i (n = O. 1. 2. ) ¿Puede el lector obtener esle resultado usando ( 6a)1 

(b)cosx=O,senhy=Opor(7a).y=O Respuesta z=± f(2n+ l)rr(n=0.1.2, )_ 
(c) sen x = O, senh y= O por (7b) Respuesta : = 2nrr (n = O, 1, 2 ) Por tanto, los onicos ceros de 

!i cos ·= y sen = son los de las funciones reales coseno y seno 
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las fórmulas generales para las(zmciones trigonométricas reales siguen cumplién
dose para valores complejos. Este hecho es una consecuencia inmediata de las defini
ciones. En particular, se mencionarán las reglas de la adición 

(9) 

y la fórmula 

(10) 

cos (z1 ± z 2) 

sen (z1 ± z2 ) 

cos 2 z + sen 2 z = 1. 

En los problemas de la sección se incluyen algunas fórmulas adicionales de utilidad. 

Funciones hiperbólicas 

El coseno y el seno hiperbólicos complejos se definen mediante las fórmulas 

(11) 

Lo anterior es sugerido por las definiciones familiares para una variable real [ver (8)]. 
Estas funciones son enteras, con derivadas 

(12) (cosh z)' senh z, (senh z)' = cosh z, 

como en cálculo,, Las otras funciones hiperbólicas se definen como 

tanh z = 
senh z 

coth z = 
cosh z 

(13) cosh z senh z 
, 

sech z 
cosh z 

, csch z 
senh z 

Las funciones trigonométricas e hiperbólicas están relacionadas. Si en (11) z se 
sustituye por íz y se usa ( 1 ), entonces se obtiene 

(14) 1 cosh iz = cos z, senh iz = i sen z. 1 

A partir de lo anterior, como cosh es par y senh es impar, de manera recíproca se tiene 
que 

(15) 1 cos iz = cosh z, sen iz = i senh z. 1 

Aquí se tiene otro caso de funciones reales no relacionadas que tienen análogos com
plejos relacionados, lo que indica nuevamente la ventaja de trabajar en los compl~jos 
a fin de obtener un formalismo más unificado y conocimientos más detallados y pro-

) ) ) ) :i ) ) ) ) ) ) ) } } "y : / 
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fundos de las funciones especiales. Esta es una de las tres razones principales de la 
importancia práctica del análisis complejo que se mencionaron al inicio del capítulo,, 

Problemas de la sección 12.7 

1. Demostrar que cos z, sen z, cosh z, senh z son funciones enteras. 
2. Comprobar por diferenciación que Re cos z e lm sen z son armónicas, 

Calcular (en la forma u+ iv) lo siguiente: 

3. cos ( 1.7 + I.5i) 4. sen ( l. 7 + l.5i) s. 
6. cos !Oi 7. sen (V2 - 4i) 8. 

9. cos 3rri 10. sen (3 + 2i) IL 

12. Demostrar que 

cosh z = cosh x cos y + isenh x seny, 

senh z = senh x cos y + i cosh x sen y. 

Calcular (en la forma u+ iv) lo siguiente: 

sen !Oi 

cos ( 7T + 
cos (2, l 

rri) 

- 0,2i) 

13. cosh ( - 2 + 3i) 14. senh (4 - 3i) IS. senh (2 + i) 

Encontrar todas las soluciones de las sigoientes ecuaciones. 

16. cosh z = O 

19. sen z = i senh 

17. cos z = 3i 

20. sen z = cosh 3 

18. senz = 1000 

21. cosh z = 1 
22. Encontrar todos los valores de z para los cuales (a) cos z, (b) sen z tienen valores reales 
23. A partir de (15), obtener cosh (-1.5 + L7i) y la respuesta de uno de los problemas 

anteriores. 

24. Encontrar Re tan z e lm tan z 

25. Demostrar que cos z es par, cos (-z) cos z, y que sen= es impar, sen (-z) = -sen z 

26. Demostrar que cos z sen (z + f n) y que sen (n- z) sen z, como en los reales. 

27. Demostrar que senh z y cosh z son periódicas con periodo 1 ni 

28. A partir de (9) y ( 15), obtener las reglas de la adición 

cosh (z 1 + z2 ) = cosh z1 cosh z2 + senh z1 senh z2 , 

senh (z1 + z2) = senh z1 cosh z2 + cosh z1 senh z2 , 

29. Demostrar lo siguiente 

cos 2 z + sen 2 z 

cosh 2 z - senh 2 z 

l, 

1, 

cos 2 z - sen 2 z cos 2z 

cosh 2 z + senh 2 z cosh 2z, 

30, Demostrar que lsenh yl ~ leos zl ~ cosh y y lsenh YI ~ ¡sen =I 5. cosh y Concluir que el 
coseno y el seno complejos no están acotados en todo el plano complejo. 

') ') "D ,"":•, ''.) ji ~1~ 
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12.8 LOGARITMO. POTENCIA GENERAL 

Como última función se introduce el logaritmo complejo, que es más complicado que 
el logaritmo real (que lo incluye como caso especial) e históricamente puso en aprie
tos a los matemáticos durante algw1 tiempo ( de modo que si el lector se encuentra en 
aprietos, lo cual no necesariamente sucederá, debe tener paciencia y trabajar esta 
sección con cuidado especial). 

El logaritmo natur·al de z x + iy se denota por In z (algunas veces también por 
log z) y se define como la inversa de la función exponencial; es decir, w In z se 
define para z ;,= O mediante la relación 

ew = z. 

(Observar que z O es imposible, ya que e"' ;,e O para todo w; ver la sección 12 .. 6) Si se 
hace w = u + iv y z = rew, lo anterior se vuelve 

ew = eu+iv = reio" 

Luego, por la sección 12.6 se sabe que el valor absoluto de e'"" es e" y que su argu
mento es v. Estos deben ser iguales al valor absoluto y al argumento de la derecha: 

eu = r, V = 0. 

Con e"= r se obtiene u= In r, en donde In res el conocido logaritmo natural real del 
número positivo r = /zf. Por tanto, w = u+ iv = In z está dado por 

(1) l 1n z = In r + ie 1 (r = lzl > O, e = arg z). 

A continuación sigue una cuestión importante (sin análogo en cálculo real): Como el 
argumento de z está determinado sólo hasta múltiplos enteros de 2n, entonces el 
logaritmo natural comple;o In z (z ;,e O) posee una Jrifinidad de valores. 

El valor de ln z con-espondiente al valor principal Arg z (ver la sección 12.2) se 
denota por Ln z y se denomina valor principal de In z. Así, 

(2) 1 Ln z = In lzl + i Arg z / 

La unicidad de Arg z para z (;,e O) dado implica que Ln z posee un solo valor; es decir, 
se trata de una función en el sentido acostumbrado. Debido a que los otros valores de 
arg z difieren por múltiplos enteros de 2:n:, entonces los demás valores de In z están 
dados por 

(3) / in z = Ln z :±: 2n 7Ti 1 (n=l,2, .. ·). 

Todos tienen la misma parte real, y sus partes imaginarias difieren por múltiplos ente
ros de 2n: 

Si z es un real positivo, entonces Arg z O y Ln z se vuelve idéntico al logaritmo 
natural real conocido por cálculo. Si z es un real negativo (de modo que no está defi
nido el logaritmo natural real conocido por cálculo), entonces Arg z = n: y 

Ln z In lzl + 1Ti. 

:·,((-((( ( e e r e e ( ( ( ( 
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EJEMPLO 1 Logaritmo natural. Valor principal 

In 1 O, ±2rri, ±4rri, Ln 1 = O 

In 4 1386 294 :!: 2nrri Ln 4 = 1.386 294 

± rri, ±3rri, ±Srri, Ln (-1) rri In (-1) 

In (-4) 1.386 294 :!: (2n + l)rri Ln (-4) 1.386 294 + 

In i 

In 4i 

In (-4i) 

In (3 - 4i) 

,ri/2, Jrri/2, 5 rri/2, 

1 386 294 + ·rri/2 :!: 2n rri 

1386 294 rri/2 ± 211 rri 

In 5 + i arg (3 4i) 

1609 438 - 0.927 295i :!: 211rri 

Lni rri/2 

Ln 4i 1 .. 386 294 + 
Ln( 4i) 1386 294 

Ln (3 - 4i) 1 609 438 

( 
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rri 

rri/2 

rri/2 

0 .. 927 295i 

Las conocidas relaciones para el logaritmo natural siguen cumpliéndose para valores 
complejos, es decir, 

(4) (a) In (z1 z2) In z1 + In z2 , (b) In (z¡fz2 ) = In z1 - In z2 

aunque estas relaciones debe comprenderse en el sentido de que cada valor de un 
miembro también está contenido entre los valores del otro miembro. 

EJEMPLO 2 Ilustración de las relaciones funcionales (4) en los complejos 

Sea 

Si se toma 
In z1 In z2 = rri, 

entonces (4a) se cumple en el supuesto de que se escriba In (z
1
z

2
) = In l = 2ID; esto no es cierto para el 

valor principal, Ln (z,z,) = In 1 = O 11 

Por ( 1) y e1"' = r para r real positivo se obtiene 

(5a) eln z = Z 

como se esperaba, pero, como arg (e')= y± 211:n: posee múltiples valores, 

(5b) In (ez) = z ± 2n 7Ti. 

Para todo entero no negativo fijo 11, la fónnula (3) define una función. Se demos
trará que cada una de estas funciones, en particular el valor principal Ln z, es analítica 
excepto en z O y excepto en el eje real negativo (en donde la parte imaginaria de tal 
función ni siquiera es continua, sino que tiene un salto de magnitud 2n). Lo anterior se 
logrará probando que 

(6) (In z)' = 
z 

[11 en (3) es fijo, z es un real no negativo o cero].. 

(; () 

j 
l 
l ' 

l 
;1 
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En ( 1) se tiene ln z = u + iv, donde 

u = In r = In !zl = -k In (x 2 + y 2), v = arg z = are tan 2'. + e, 
X 

donde ces una constante (un múltiplo de 2nn:). Se calculan las derivadas parciales de 
u y de v y se encuentra que satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann: 

y 

x2 + y2 
-v 

X 

(y/x) 2 X 

1 + :y/x)2 ( - :2). 
La fórmula ( 4) de la sección 12 .. 5 produce ahora el resultado deseado: 

] ( y) _ X - iy 
(ln z)' = ux + ivx = x 2 ; y2 + i 1 + (ylx)2 - x2 - x2 + y2 

Potencias generales 

z 

Las potencias generales de un número complejo z = x + iy se definen mediante la 
fórmula 

(7) (e complejo, z r6 0). 

Dado que In z posee una infinidad de valores, entonces, en general, z" también tendrá 
múltiples valores. El valor particular 

zC = ec Ln z 

se denomina valor principal de z' 

Si e = n = 1, 2, . , entonces z" posee un solo valor y es idéntica a la 11-ésima 
potencia usual de z. Si e= -1, -2, ... , la situación es semejante. 

Si e= 1 In, en donde n = 2, 3, .... , entonces 

zC = Vz = e(lln) In z (z r6 0), 

el exponente es determinado hasta múltiplos de 2n:iln y se obtienen los n distintos 
valores de la raíz 11-ésima, en concordancia con el resultado de la sección 12.2. Si e= 
plq, el cociente de dos enteros positivos, la situación es semejante, y z' tiene sólo un 
número finito de valores distintos. Sin embargo, si e es irracional o genuinamente 
complejo, entonces z' posee una infinidad de valores. 

EJEMPLO 3 Potencia general 

¡i = ei ln i = cxp (1 ln i) exp [; G i e:...írr/2)+2nrr., 

) ) .. J _) \ _, 
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Todos estos valores son reales. y el valor principal (n = O) es e-rr12 , De manera semejante, por cálculo 
directo y multiplicando el exponente, 

(l. + i)
2-i = exp ((2 - i) In (1 + i)J = exp [(2 - i) {In V2 + !rri :!: 2nrri}J 

= 2e"14 =2n"[sen(Í In 2) + i cos (Í In 2)]. 

Un convencionalismo es que para un real positivo z = x, la expresión zc significa e"'"', 
en donde 1n x es el logaritmo natural real elemental (es decir, el valor principal 
Ln z (z = x > O) en el sentido de la definición). También, si z = e, entonces la base del 
logaritmo natural, z" e= e" se considera convencionalmente como el único valor obteni
do a partir de (I) en la sección 12.6. 

Por (7) se observa que para cualquier número complejo a, 

(8) j az = ez In ª. 

Ahora se han introducido las funciones complejas necesarias para el trabajo prác
tico, de las cuales algunas (e', cos z, sen z, senh z) son enteras (sección 12.6), algunas 
(tan z, cot z, tanh z, coth z) son analíticas excepto en ciertos puntos, y una de ella (ln z) 
se divide en un infinidad de funciones, cada una de las cuales es analítica excepto en 
O y sobre el ~je real negativo. 

Problemas de la sección l 2.8 

J. Comprobar los cálculos del ejemplo 1 Graficar algunos de los valores de In (3 -4i) en el 
plano complejo · 

2. Comprobar (4) para z
1 

= -i y z
2 

= -1 

3. Demostrar la analíticídad de Ln z aplicando las ecuaciones de Cauchy-Riemann en forma 
polar (ver la sección 12.5). 

4. Demostrar (5a) y (5b). 

Calcular el valor principal Ln z sí z es igual a 

5. + i 6. -4 7. -3 - 4i 8. 2.5 + 3.Si 
9. 100 10. -16.0 - o li lL 16 .. 0 + O.Ji 12. 0.6 + O.Si 

Encontrar todos lo, valores de las expresiones dadas y graficar algunos en el plano complejo. 

13. In 1 

17. In (0.8 - 0.6i) 
14. In e 

18. In (e 2i) 

Resolver las siguientes ecuaciones para z. 

2L In z 3 - i 22. In z 
24. In z (2 - Íi) 1T 25. In z 
27. ln z 4 - 3i 28. In z 

Encontrar el valor principal de 

29. ¡112 30. (! + i) i 

33, (1 i)l +i 34. (! + i)l-i 

37. (2 - i)l +i 38. (3 + 4i)113 

.1 " '; 

-2 

0.3 
-5 

15. In (- 7) 

19. 1.n ( - e-') 

- Ji 
+ O 7i 

+ O.Olí 

31. 33-i 

23. 

26. 

35. (5 - 2i)3 + ,ri 

16. ln (-O.Olí) 
20. In (1.3 + 2.8i) 

In z 2 + !rri 
In z V2 + rri 

32. 22, 

36. (-5)2-4i 

'-"{ ) ) ) _,, ) J /' 
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Por definición, el seno inverso w = sen-1 z es la relación tal que sen w = z. El coseno inverso 
w = cos-1 z es ]a relación tal que cos w = z. La tangente inversa, la cotangente inversa, el seno 
hiperbólico inverso, étc, se definen y denotan de manera semejante .. (Observar que todas 
estas relaciones poseen múltiples valores.) Usando sen w = (e'"· - e ;,y2; y representaciones 
semejantes de cos w. etc'" demostrar que 

39. sen- 1 z = -í In (iz + ~) 

4L cosh- 1 z = In (z + ~) 

43 ~n- 1 z = ~In i + z 
.. 2 i - z 

40. cos- 1 z = -i In (z + ~) 

42. sen11- 1 z 

44. tanh- 1 z 

In (z + Vz2+1) 
.!.in~ 
2 1 - z 

45. Demostrar que w sen·' z posee una infinidad de valores múltiples, y si w, e.s uno de tales 
valores, entonces los demás son de la forma w

1 
± 2nn y n- w, ± 2nn, n = O, 1, .. (El., 

valor principal de w = u + iv = sen-1 z se define corno aquél para el que -rc/2 u :á rc/2 si: 
V ;;;_ Ü y -n/2 < U < n/2 Si V < Ü.) 

12.9 MAPEOS POR FUNCIONES ESPECIALES. 
OPCIONAL 

En esta sección opcional, las funciones elementales se analizarán como mapeos desde : 
un punto de vista geométrico .. Lo anterior complementará el conocimiento del estu
diante sobre tales funciones. Las propiedades de mapeo de las funciones analíticas en 
general se analizarán en el capítulo 16, junto con aplicaciones en el capítulo 17. 

Por cálculo se sabe que es posible graficar una función real y =.f(x) en el plano xy. 
Para una función compleja 

\V u + iu = f(z) (z = X +iy) 

se requieren dos planos: el plano zen que se grafican los valores de z, y el plano w, en 
donde se grafican los valores correspondientes de la función w = }Cz). De esta manera, 
una función dada f asigna a cada punto z en su dominio de definición D el punto 
correspondiente w =.fl::). en el plano w .. Se dice que/define un mapeo (aplicación) de 
Den el plano w .. Para cualquier punto z

0 
en D, el punto w

0 
=.flz

0
) se denomina imagen 

de z
0 

con respecto af Más generalmente, para los puntos de una curva C en D, los 
puntos imagen constituyen la imagen de C; de manera semejante para otros conjuntos 
de puntos en D. 

A continuación se plantea la siguiente idea. Al graficar simples puntos y sus 
imágenes no se obtiene mayor conocimiento sobre las propiedades de mapeo de una 
función dada .. Para lograr lo anterior es mucho mejor graficar y estudiar regiones y sus 
imágenes, o familias de curvas simples (por ejemplo, rectas paralelas o circunferen
cias concéntricas) y sus imágenes. Este método se explicará para las funciones ele
mentales en términos de ejemplos selectos de importancia práctica .. 

Funciones lineales. Potencias enteras positivas de z 

EJEMPLO 1 Mapeo w = az + b 

Describir, en ténninos geométricos, las propiedades de rnapco de la función lineal w = az + b 

1 

e e r: o o c1 () o o 
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o 5 X 
1 > 
5 u 

(plano z) (plano w) 

Figura 301 Traslación w = z + 2 + i. 

Solución. si a=· 1, se trata de una trasl:1ción w =;: + b que mueve (traslada) cada punto en la dirección de 
b a través de la misma distancia lbl Por tanto. cada figura y su imagen son congruentes En la figura 301 
se muestra un ejemplo b =::- O pra:porciona el nrnpco identidad 1v = z. que deja fijo a cada punto 

Si b = O, se obtícne w = az .. Para !al= 1. se tiene a= e"' y w = e"'z, que es una rotación a lo largo de un 
ñngulo a En !a figura 302 se muestra un ejemplo Para a real con O< a< 1 se obtiene una contracción 
unifonne y para a real con a> 1 se obtiene una dilatación uniforme (Explicar lo anterior ¿Qué sucede 
para a real negativa?) 

y 

A B 
(plano z) 

5 X -5 C* 

u 
5 

D* O " (plano w) 

Figura 302. Rotación w = iz. (Ángulo de rotación n/2, en sentido 
contrario al movimiento de las manecillas del reloj). 

Combinando los resultados, se concluye que la función lineal general 1v =a:::+ bes una rotación y una 
dilatación (o contracción) w

1 
= az seguida por una traslación w = 1v

1 
+ b Por ejemplo, en la figura 303 se 

muestran una rotación en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj a lo lnrgc de un 

ángulo ;r/4 y una dilatación por el fac.tor 11 + iJ = JI seguidas de una traslación vertical h~cia arriba 1 

u 

u, 
C** B** 

C* 

A,1:* 

"1 o 
" 

Z =X+ iy OJ¡ = U¡ + ÍU¡ ro= Lt + lU 
(plano z) (plano w 1) (plano w) 

Figura 303 .. Transformación lineal w = u+ iv = (1 + 1)z + 2í, que consta de la 
rotación y dilatación w, = u, + iv, = ( 1 + 1) seguida de la traslación w = w, + 2í. 
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www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net


212 

j ) j ) ) 

NÚMEROS COMPLEJOS. FUNCIONES ANALÍTICAS COMPLEJAS 

E,JEMPLO 2 Mapeo W = z 2 

Encontrar !as imágenes de las circunferencias lzl = r
0 

= conslante y de los rayos e= 80 = constante bajo el 
mapco w = z' También encontrar la imagen de la región 1 :a lzl :a 3/2, 7t/6 < e< rr/3 

SoluciótL En tCnninos de coordenadas polares, 

Rei<b (z = rei0). 

Lo anterior muestra que cada circunferencia [zj = r
11 

es mapeada sobre la circunferencia !w! = r/, Y que 
cualquier rayo e= e" lo es sobre el rayo c¡, = 28

0 
Por tanto, la región es mapeada sobre la región 1 :á. lwl :a 

914. rr/3 < e/>< 27t/3 en el plano w (ver la figura 304) 
Las circunferencias y los rayos considerados se cortan formando ángulos rectos, y el mapeo w = z2 

preserva estos ángulos~ las imó.genes correspondientes también se intersecan fonnando ~ngulos rectos" 
Este hecho es caracteristico de las funciones analíticas: preservan ángulos entre cualesquiera curvas que 
se corten, como se verá en el capitulo 16. Una excepción ocurre en los puntos en que.f(z) =O. Para,~= z' 
se tiene w' = 2z = O en z = O; de hecho, se observa que las imágenes de los rayos no forrnan el mismo 
ángulo que los rayos mismos, sino que forrnan el doble de este ángul~ f! 

u 

-4 -3 3 4 

Figura 304., Mapeo w = z 2 • 

El ejemplo 2 es un caso modelo para todas las potencias enteras positivas de z'!" En , 
ténninos de coordenadas polares, ' 

w = Rei.P = Zn = rneino., 

Lo anterior muestra que w = z" mapea circunferencias lzl = r
0 

en circunferencias lwl = r/, 
y rayos 8 = 8

0 
sobre rayos <P = n8

0
• Por eciemplo, w = z3 triplica los ángulos en O. Por tanto, 

w =z" mapea la región angular O;;; e;;; ro'n sobre la mitad superior del plano w(figura 305). 

• 
X 

ü 

Figura 305. Mapeo definido por w zn. 

Función exponencial y función logarítmica 

u 

Así como en los ejemplos previos, se mostrarán varias propiedades de los mapeos 
mediante la consideración de curvas y regiones para las que es posible obtener las 

) ) :) ) '¡ ! ) ) )e ) ) ·0 ) ), ), ) } ) -- / 
), 
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imágenes correspondientes sin necesidad de efectuar cálculos, sino simplemente apli
cando propiedades de las funciones en consideración. Esta es la idea general que 
subyace en el análisis de toda la sección,, 

05 

y 
D e 

B 

O O!c-----'c--+-x 

Figura 306. Mapeo por w = e" [ejemplo 3, inciso (b)J. 

EJEMPLO 3 Función exponencial w = e' 

Para w = e', encontrar la imagen de: 
(a) las rectas x = x0 = constante y y= y

0 
= constante. 

(b) el rectángulo O :ax 5 l, -:\- <y< 1 
(e) la región fundamen;;.1-rr"< y,;. n 
(d) la banda horizontal O ;.y :a n. 

Solución. (a) Recuérdese de la sección 12.1 que lwl = e' y que arg w = y. Por tanto, x = x" es mapeado 
sobre la circunferencia lwl = e'1\ y y =y

11 
lo es sobre el rayo arg w = Yu 

(b) Por el inciso (a) se concluye que cualquier rectángulo con lados paralelos a los ejes de coordenadas 
es mapeado sobre una región acotada por porciones de los rayos y circunforcncías. Ver la figura 306 

(e) Esta región fundamental es mapeada sobre todo el plano w {corte a lo largo del eje real negativo) 
sin el origen O Más generalmente, cada banda horizontal acocada por dos rectas y= e y y= e + 2n es 
mapeada sobre todo el plano w sin el origen Lo anterior refleja el hecho de que w = e es periódica con 
periodo 21ti 

(d) La banda O ;.y :a 7t es mapcada sobre la mitad superior del plano w Su mitad derecha (x > 0) es 
mapeada sobre el exterior de la circunferencia unitaria lwJ = 1, y su mitad izquierda (x < O), sobre el 
interior sin O (figura 307) 11 

u 

Figura 307. Mapeo por W= e' [ejemplo 3, inciso (d)). 

Ahora se considerará el mapeo definido por el logaritmo natural. Para analizar
lo se usará la siguiente idea y principio básica .. Las propiedades de la inversa de un 
mapeo w f(z) pueden obtenerse a partir de las propiedades del mapeo mismo me
dian/e el inlercambio de los roles de los planos z y w .. Dado que el logaritmo natural w 
= u+ iv = In z es la relación inversa de la función exponencial, entonces por el inciso 
(c) del ejemplo 3 se concluye que w = Ln z, z;,; O, (el valor principal de In z) mapea el 
plano z (corte a lo largo del eje real negativo y con z = O omitido) sobre la banda 
horizontal -n < v;;;; n del plano w. Como el mapeo 

w = Ln z + 2rri 

) j j ) ) ) .1 
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difiere de w Ln z por la traslación 2rci (verticalmente hacia arriba), entonces este 
mapeo transforma el plano z (corte como antes y O omitido) sobre la banda re< v;:;; 3rc, 
De manera semejante para cada uno de la infinidad de mapeos · 

(n = O, 1, 2, 

Las bandas horizontales correspondientes de ancho 2 (imágenes del plano z bajo 
estos mapeos) juntas cubren todo el plano w sin traslaparse. Se invita al lector a inter
pretar los otTos incisos del ejemplo 3 en términos del mapeo w = Ln z, intercambiando 
los roles de z y w en el ejemplo. 

En el capitulo J 6 se analizarán las propiedades de mapeo de otras funciones 
(trigonométricas, hiperbólicas, lineales fraccionarias, etc.) 

Problemas de la sección 12.9 

Considerar el mapeo w = ( l - i)z + 2. Encontrar y graficar las imágenes de las curvas o regiones 
dadas. 

L x = 0, l, 2, J 2. y= 2, O, 2, 4 3. lz + ll ;es l 

Graticar las imágenes de las siguientes regiones bajo el mapeo w = z' 

4. lzl ;es 3 

7. lzl > 4 
S. L5~lzl<2.l 

8. rr/2 ~ arg z ;es rr 

6. larg zl ;es rr/8 

9. O < lzl ;es 1/2 

10. (Curvas de nivel) Considerar w "+ iv z'. Demostrar que las curvas de nivel de u; es 
decir, las curvas u constante en el plano.e, son hipérbolas con asíntotas y ±x .. Graficar 
unas cuantas 

11. Encontrar las curvas de nivel v = constante en el problema JO y gr a ficar unas cuantas. 

12. Demostrar que w =u+ iv = z' mapcax = e sobre la parábola v' = 4c'(c2 - ll) y grafiquela 
para e= 2, J, f, O. 

1.3. Encontrar la imagen de y= k bajo el mapeo w =u+ ,v z' 

Encontrar Y graficar las imágenes de las siguientes curvas y regiones bajo el mapeo w = J /z, en 
donde z .t O 

14. lzl < l 15. lzl = 112 16. y> O 

Encontrar Y graficar las imágenes de las siguientes curvas y regiones bajo el mapeo w = e' .. 

17. x ;es 1, IYI ;es rr 18. x = O 19. x > 1/2, O< y< rr 
20. lxl < a, IYI < b 

Cuestionario y problemas de repaso del capítulo 12 

l. La definición de multiplicación de números complejos parece extraña a primera vista. 
¿Cuál es su motivación? 

2. ¿Cuál es el significado geométrico de la multiplicación de un número complejo por i? 

3. Si se proporcionan fzl y are tan (ylx), ¿el número fzJe'" está determinado de manera única? 

4. ¿Qué se entiende por el valor principal del argumento de un número compl<,jo? 

S. ¿Cuál es la desigualdad del triángulo? ¿Qué significa geométricamente'.' 

l e (-, ( ( (, r e e, C' 
) 
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6. ¿Cuál es la fórmula de De Moivre y para qué es útil? 

7. Escribir de memoria qué entiende por el hecho de queflz) es analítica en un dominio D. 
Por el hecho de queflz) es analítica en un punto .. ¿Qué es un dominio? 

8. ¿Son analíticas Jz[, Re z e lm z? Justificar las respuestas. 

9. ¿Cómo probaría el lector la analicitidad? 

JO. La fórmula para la derivada se parece a la del cálculo, pero existe una gran diferencia. 
Explicar lo anterior. 

11. ¿Es posible que una fünción sea difcrenciable en un punto sin que sea analítica aiií? 

12. ¿Qué es una función entera? Proporcionar ejemplos y contraejemplos. 

13. ¿Cómo se define e'? ¿Qué es una banda fundamental? 

14. ¿Cuáles propiedades de e' son semejantes a las de f!'? ¿Cuál es diferente? 

15. ¿Cómo están relacionados cos z y sen z con e'? 

16. ¿ Tiene soluciones la ecuación sen z = -l 00? 

J 7. ¿En qué sentido el logaritmo complejo es mucho más complicado que el logaritmo real? 

18. ¿Cómo se define Ln z? 

19. ¿Qué recuerda el lector sobre 4,/T, '..ff, '',ff? 

20. Si se conocen los valores de 
8/f, ¿cómo se obtienen a partir de ellos los valores de 8.Jz 

para cualquier z? 

Calcular lo siguiente en la forma x + iy 

21. (-2 + 6i) 2 22. (1 + i)4 23. (6 + i)/(2 - 3i) 24. 25/(3 + 4i) 2 

52.5 - !2.5i 202 (1 + i)lº 
28. 

23 + 2i 
25. 26. 27. 

- i)6 2 - 2.5i 3 -'i 10 - i (1 

Calcular 

29. Re-
1
-

2 + i 
30. 

2 - i 
lm 4 - 3¡ 31. 

16 + 2í -4 - 6i 
Re 32. Re (1 + i)6 3 + 

33. 1 (3 + 4i)4 I 
(3 - 4i) 3 

34. /1/ 35. 113 - 17il 4 
36. 

17 - rril 17 + !3i 

Encontrar y graficar todos los valores de las raíces. 

37. v=-i 38. V3+4i 39. v-s - 6i 40.~ 

Representar en fom1a polar lo siguiente .. 

41. -6 + 6i 42. 17 + 4i 43. VI0/(3 + i) 44. 2.6 + l.7i 

Graficar las siguientes curvas o regiones en el.plano compkjo 

45. lz + l - 3il = ! 46. 2 < lz + il < 3 

47. Re z ;;; Im z 48. Re (z 2 ) ~ l 
Encontrar una función analítica;'(z) = u(x, y)+ iv(x, y) tal que 

49. v = y/(x 2 + y 2 ) 50. u = ex2-y2 CDS 2xy 

51. u = cos x cosh y 52. u = x 2 - 2xy - y 2 

¿Son armónicas las siguientes funciones? En caso afirmativo, encontrar una armónica 
conjugada. 

54. exlZ cos f y SS. x 3 - 3xy 2 56. senx cosh y 
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Encontrar el valor de la derivada de 

57. 2/z 4 en I + i 58. e 11' en i 

59. sen z en3 + 2i 60. cosh z en4 - 3i 

Resumen del capítulo 12 

Números complejos 

Funciones analíticas complejas 

) 

Para operaciones aritméticas con números complejos 

(1) z = x + iy = reie = r(cos 8 + i sen 8), 

r lzl Jx 2 + y2 , 8 = are tan (y/x), y para su representación en el plano comple
jo, ver las secciones 12.1 y 12.2. 

Una función complejaj(z) = u(x,y) + iv(x,y) es analítica en un dominio D 
si tiene derivada (sección 12A) 

(2) f(z) 
lím f(z + Ll.z) - f(z) 

l>.z-o Ll.z 

en cualquier punto de D. También,fiz) es analítica en un punto z = z0 si tiene 
derivada en una vecindad de z

0 
(no sólo en z0 mismo) 

Sifiz) es analítica en D, entonces u(x, y) y v(x, y) satisfacen las (¡bastante 
importantes!) ecuaciones de Cauchy-Riemann (sección 12.5) 

(3) 
au 
ax 

au 
ay , 

au 
ay 

av 
ax 

en todos los puntos de D. Entonces u y v también satisfacen la ecuación de 
La place 

(4) o 

en todos los puntos de D. Si u(x, y) y v(x, y) son continuas y tienen derivadas 
parciales continuas en D que satisfacen (3) en D, entoncesfiz) = u(x,y) + iv(x,y) 
es analítica en D. Ver la sección 12.5. (En el capitulo 17 se volverá a la ecuación 
de Laplace y al análisis complejo.) 

La función exponencial compleja (sección 12.6) 

(5) ez = exp z = ex(cos y+ i seny) 

es periódica con periodo 2ni, se reduce a e' si z = x (y= O), y su derivada es e=. 

) ) 
.. ,. j, ). ) ) ) 

) ) ) ) ) -,, ') j ), ) ), 
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(6) 

Las funciones trigonométricas son (sección 12. 7) 

1 . . 
cos z = - (e,z + e-•z) = cos x cosh y 

2 
i sen x senh y 

1 . 
sen z = - (e'" 

2i 
e-iz) = sen x cosh y + i cos x senh y 

tan z = (sen z)/cos z, cot z = l /tan z, etc. 
Las funciones hiperbólicas son (sección 12. 7) 

1 
cos iz, cosh z - (eZ + e-z) 

(7) 2 

1 e-Z) senh z 2 (eZ - - i sen iz, 

etc .. Una función entera es una función que es analítica en todos los puntos del 
plano complejo. Las funciones en (5)-(7) son enteras. 

El logaritmo natural es (sección 12.8) 

(8) In z In lzl + i arg z 
In lzl + i Arg z :!: 2nTTi 

(arg z = 8, z ~ O) 

(11=0,],"·), 

en donde Arg z es el valor principal de arg z; es decir, -7t < Arg z ;;á; n. 
Se observa que In z posee una infinidad de valores. Al tomar n = O se 

obtiene el valor principal Ln z de Jn z; así 

(8*) Ln z = In lzl + i Arg z. 

Las potencias generales se definen como (sección 12.8) 

(9) (e complejo, z ~ O) .. 

Una función compleja w = fiz) define un mapeo de su dominio de defini
ción en el plano z hacia el plano w.. Los rnapeos definidos por las funciones (5), 
(8) y algunos otros se analizaron en la sección 12.9. (En el capítulo 16 se volve
rá a los mapeos de funciones analíticas.) 

··:i \\), ?), ., 'a '9 1) ,-:·.\ D ':0 
;.-:;-, 

:J :v :;.,; :;;, 
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capítulo 

Integración compleja 

La integración en el plano complejo es importante por dos razones: 
1. En aplicaciones aparecen integrales reales que pueden evaluarse me

diante integración compleja, mientras que los métodos usuales de cálculo inte
gral real fracasan. 

2. Algunas propiedades básicas de las funciones analíticas pueden estable
cerse por integración, mientras que sería dificil demostrarlas aplicando otros 
métodos. La existencia de derivadas superiores de funciones analíticas es una 
sorprendente propiedad de este tipo.' 

En este capítulo se definen y comentan las integrales complejas El resulta
do más importante de todo el capítulo es el teorema de la integral de Cauchy 
(sección 13.3), que implica la importante fórmula de la integral de Cauchy (sec
ción 13.5). En la sección 13.6 se demostrará que si una función es analítica, 
entonces tiene derivadas de cualquier orden. Por tanto, en este sentido las fun
ciones analíticas complejas se comportan de manera mucho más sencilla que 
las funciones reales de variables reales. 

(La integración por medio de residuos y las aplicaciones a integrales reales 
se considerarán en el capítulo l 5 ) 

Prerreqz11si10 para es/e capí!Ulo: Capítulo 12. 
Bibliografia: Apéndice l, parte D. 
Respueslas a los problemas: Apéndice 2. 

13. 1 INTEGRAL DE LÍNEA EN EL PLANO COMPLEJO 

Así como en cálculo real, se distingue entre integrales definidas e integrales indefini
das o antiderivadas. Una integral indefinida es una función cuya derivada es igual a 

1 Demostrado recientemente, en 196 I, sin recurrir a métodos de integración o métodos equivalentes (por 
P. Porcelli y E. H. Connell (Bulletin ofthe American Mathematir~I Society, vol 67, págs 177--181). 
quienes aplicaron un teorema de topología de G T Whybum) 
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una función analítica dada en una región. Si se invierten las fórmulas conocidas. de 
derivación, pueden hallarse muchos tipos de integrales indefinidas. , . ,. 

La definición de integrales definidas, o integrales de línea, de funciones compléL: 
jas/(z) de z = x + iy requiere algo de información sobre curvas en el plano comJ?lejo,, 
que se proporciona a continuación. 

Trayectoria de integración. En el caso de una integral definic;Ja real, en cálcy)o se 
integra sobre un intervalo (un segmento) de la recta real. En el caso de una integral 
definida compleja -una integral de linea- se integra a lo largo de una curva C en el. 
plano complejo', denominada trayectoria de integración. Esta curva puede repre-. 
se~tarse en la fom1a · 

(1) 1 z(t) = x(t) + iy(t) (a ;;; t ;;; b) 

donde tes un parámetro real. Por ejemplo, 

z(t) = t + 3it (O ;;; t ;;; 2)' 

representa una porción de la recta y= 3 x (igraficarla!). 

z(í) = 4 cos 1 + 4i sen 1 ( - 1T ;;; 1 ;;; rr) 

define la circunferencia izl = 4, etc .. (A continuación se proporcionan más ejemplos .. ) 
C se denomina curva suave si su derivada es continua y diferente de cero 

zu) dz . .. 
dt = x(t) + 1y(1) 

en cada punto. Geométricamente, lo anterior significa que C tiene una tangente conti-. 
nua en cada uno de sus puntos, como se deduce directamente a partir de la definición 

z (t) = lím z(1 + t.1) - z(1) 
!:,.¡ 

-~~7'' ----=::::=;;;:,:-....,,.. _ 
_,, --1":::..-------;it.~-¡;,t) _z(t)/' 

/

'·,.,, ,./ ,c." 
~ ',, ~~#· i'" 
0 ~-~;".,.., 

o 

(Figura 308). 

e 

Figura 308. Vector tangente z (t) de una curva C en el plano complejo, 
dado por z(t). La flecha en la curva indica el sentido positivo 

(sentido de t creciente). 

~ En ri.::alidad, a menudo sólo a lo largo de una porción (un arco) de una curva, aunque en cu_,alquicr caso 
para racilirnr las cosas se dirá "curva" Quienes hayan estudiado la sección 9.1 observaran que este 
análisis es semejante 

))_¡)j)) ) ) ) 
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Definición de la integral de línea compleja 

Esto es semejante al método aplicado en cálculo. En el plano complejo se consider~n 
una curva suave C dada en la forma (l) y una función continua/(z) definida (por lo 
menos) en cada punto de C. Luego, el intervalo a~ 1 ~ben ( l) se subdivide (se hace 
una "partición") por los puntos 

t0 (= a), 1
1

, 

donde 10 < t, < · · · < t". A esta partición corresponde una subdivisión de C por los 
puntos 

(Figura 309), 

e.n donde_:::¡= z(t)- Sobre cada porción de la subdivisión de C se elige un punto arbitra
n o, por eJemplo, un punto S, entre z0 y z, (es decir, (

1 
= z(t), en donde I satisface t

0 
;¡; ¡ 

~ t,), un punto S2 entre z, y z,, etc. Luego se forma la sumatoria 

donde 

Lo anterior se efectúa para todo n = 2, 3, · ·· · de manera completamente independiente, 
aunque de modo que el mayor lt.1"'¡ = /1"' - t,,,J tienda a cero cuando n--; =; esto implica 
que el mayor 1&,,,I también tiende a cero porque no puede ser mayor que la longitud de 
arco de C desde z,,,_, hasta z"', y z,,, tiende a cero, ya que la longitud de arco de la curva 
suave Ces una función continua de t. El límite de la sucesión de números complejos S 
S3 , •• .. así o~tenida se denomi:1a integral de línea (o simplemente inlegral) de.J(.z) sobr~ 
la curva onentada C (denommada trayectoria de integración), y se denota por 

(3) / J/c,i d, 1 

z 
z¡ 

zo 

Figura 309. Integral de línea compleja. 

) ') J ;) _} )¡ ), ) ~), Á 
', ) _:) ) ., 
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l 



.. ... 

222 

1 

G} e, o 

INTEGRACIÓN COMPLE,lJ\ .· 

Si Ces una trayectoria cerrada (una cuyo punto terminal Z coincide con su punto, 
inicial z, como en el caso de una circunferencia o una curva en forma de 8), entonces.· 
también° se usa la notación (estándar) '· 

r Lt í(z) dz. 

En la siguiente sección se proporcionan algunos ejemplos. 

Suposición generaL Todas la lrayectorias de i111egración de integrales de línea com- .' 
ple;as son suaves por secciones; es decir, constan de un número .finito de curvas 
suaves unidas extremo con extremo 

Existencia de la integral de línea compleja 3 

Con base en las suposiciones de quef(z) es continua y Ces suave por secciones, se · 
concluye la existencia de la integral de línea (3). De hecho, asi como en el capitulo 
previo, se escribiráf(z) u(x, y) + iv (x, y) También se hace 

y 

Así, (2) puede escribirse como 

(4) 

en donde u= u(i;,,,, r¡J, v = v((,, T/,,,) y se suma sobre m desde I hasta n. Ahora es ' 
posible dividir S,, en cuatro sumatorias: 

Sn = 2, ll é,,xm 2, V D.ym + i [ 2, U D.)'m + 2, V D.Xm J. 
Estas sumatorias son reales. Como fes continua, entonces u y v son continuas. Por 
tanto, si se deja que n tienda a infinito de la manera ya mencionada, entonces los 
mayores fu,,, y D.Y,,, tenderán a cero y cada sumatoria del miembro derecho se vuelve 
una integral de linea real: 

(5) lím Sn = jf(z) dz = Ju dx - J V dy + i [f II dy + J V dx]. 
n-00 e e e e e 

Lo anterior muestra que con las suposiciones establecidas (f continua y C suave por 
secciones) la integral de linea (3) existe y su valor es independiente de cómo se elijan 
las subdivisiones y los puntos intermedios (,. 11 

Tres propiedades básicas de las integrales de línea complejas 

A continuación se mencionan tres propiedades de las integrales de linea comple
jas bastante semejantes a las correspondientes a integrales definidas reales (y a 

1 En caso de no querer mencionar integrales de linea reales. la expresión { l) de la siguienlc ses:ción puede 
considerarse como la dcíinición de la integral de linea compleja 

) i 1 
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las integrales de línea reales), y que se concluyen inmediatamente a partir de la 
definición. 

l. La integración es una operación lineal; es decir, una suma de dos (o más) 
funciones puede integrarse término a ténnino. y es posible "sacar" de la integral a los 
factores constantes: 

(6) [[/c1f 1 (z) + k 2 f 2 (z)] dz = k 1 jf1 (z) dz + k 2 lf2 (z) dz. 
·e e e 

(7) 

2. Al descomponer C en dos sumandos e, y C
2 

(figura 31 O), se obtiene 

J.rcz) dz 
e 

J f(z) dz + J f(z) dz 
C, C2 

3. Al invertir el sentido de integración se obtiene el negativo del valor original: 

z zo 

(8) J f(z) dz = - l f(z) dz; 
zo z 

por lo que la trayectoria C con puntos terminales z
0 

y Z es la misma; a la izquierda se 
integra desde z

0 
hasta Z, y a la derecha se integra desde Z hasta z

0
. 

En la siguiente sección se presentan métodos de integración y ejemplos trabaja
dos de integrales, y en su parte final se presentan problemas. 

Figura 31 O. Subdivisión de una trayectoria fórmula (7) . 

13.2 DOS MÉTODOS DE INTEGRACIÓN, EJEMPLOS 

La integración compleja es rica en métodos para evaluar integrales. A continuación se 
analizarán los dos primeros de tales métodos, y posteriormente, en este capítulo y en 
el capitulo 15, se proporcionarán otTos. 

Primer método: Uso de una representación de la trayectoria 

Este método se aplica a cualquier función compleja continua. 

Teorema 1 (Integración mediante el empleo de la trayectoria) 

Sea Cuna lrayectoria suave por secciones, representada por z = z(I), donde a ;::e/;;, b. 
Seaf(z) una función continua sobre C. Enlonces 

(1) Jí<z) dz 
e 

b J í[z(r)]z(t) dt 
a 

dz) 
dt ' 
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Demostración. El miembro izquierdo de ( 1) está dado por (5), sección 13 .1, en térmi:;· 
nos de integrales de línea reales, y se demostrará que el miembro derecho de (1), 
también es igual a (5). Se tiene que z = x + iy, por lo que :i = x + iy. Simplemente se,' 
escribe u por u[x(t), y(t)] y v por v[x(I), y(t)]. También se tiene dx = :i: dt Y dy = Y dt.: 
Por consiguiente, en ( 1 ), 

b J f[z(t)]z(t) dt 
a 

b J (u + iu)(x + iy) dt 
a 

f [u dx - u dy + i(u dy + u dx)], 
e 

La expresión en el último renglón es el miembro derecho de (5) en la sección 
Esta era la afümación, por lo que se ha completado la demostración. 

Pasos para la aplicación del teorema 1. 

(A) Representar la trayectoria C en la forma z(t) (a~ t ~ b). 

(B) Calcular la derivada i (1) = dz!dt. 

(C) Sustituir z(t) por todo z en/{z) (por tanto, x(t) por x y y(t) por y). 

(D) Integrar f [z(t)] i (t) sobre I desde a hasta b. 

EJEMPLO 1 Un resultado básico: la integral de 1/z alrededor de la circunferencia unitaria 

Demostrar que 

(2) 
(Ces la circunferencia unitaria, en sentido 
contrario al movimiento de las manecillas 
del reloj). 

Este es un resultado muy importante que será necesario muy a menudo 

SoluciótL La circunferencia unitaria C (ver la sección 12.3) puede representarse en la forma 

z(I) = cos r + i sen r (O;;; t ;,a2,r), 

de modo que la integración en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj corresponde a 
un incremento de t desde O hasta 2rr. Por diferenciación, 

z(I) = - sen 1 + i cos 1 

TambiénJ[=(1)] = 1/z(I) Ahora., la fómrnla ( 1) produce el resultado deseado 

d h h T-:' = J 1 
. ( - sen 1 + i cos 1) d1 = i J d1 = 2rri. 

e <.. 
0 

cos t + 1 sen r 0 

La fórmula de Euler (sección 12 6) es de utilidad para ahorrar esfuerzo de cómputo al representar la 
circunferencia unitaria simplemente como 

z(1) eit. Entonces l/z(1) 

' ··:·, ·,, 
) ') 

,, <\ ) ) ') ) ) ) ; J ) )e ") j ) 1 ') '.Ji ' / : ' , 
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'): 

Como antes. ahora se obtiene con más rapidez 

lll 

EJEMPLO 2 Integral de potencias enteras. 

Sea/(:::) = (z - z0 )'", en donde m es un entero y z
0 

es una constante Integrar en sentido contrario al 
movimiento de las manecillas del reloj alrededor de la circunferencia C de radio p con centro en z0 
(figura 311) 

S0lució1L C puede representarse en la forma 

Enwnces. se tiene 
z(I) = z0 + p(cos 1 + í sen 1) = z0 + peit (0 ;,a 1 ;;; 2,r), 

(z _ zo)m = pmeimt
1 dz = ipei< d1 

y se obtiene 
2rr 2rr 

Í. (z - Zo)m dz = J pmeimt¡peit dt = ipm+ 1 f eiCm+ lH dL 
e o o 

Por la fórmula de Euler (5) en la sección 12.6. el miembro derecho es igual a 

[ 

2rr 2rr J 
ípm+l J cos (m + 1)1 di + í J sen (m + 1)1 d1 

o o 

Si m = -1, se tiene pm•1 = 1, cos O= 1, sen O= O y asi se obtiene 2rrL Para enteros m "' 1, cada una de las 
dos integrales es cero porque se integra sobre un intervalo de longitud 2,r, igual a un periodo del seno y del 
coseno. Por tanto, el resultado es 

(3) {
2rri 

z )m dz = 
o o 11! 

(m -1), 

(m ,;,f - l y entero). 

y 

X 

Figura 311. Trayectoria en el ejemplo 2, 

Dependencia con respecto a la trayectoria. A continuación se presenta un hecho 
muy importante. Si una función dada/{z) se integra desde un punto z

0 
hasta un punto 

z, a lo largo de trayectorias diferentes, entonces en general las integrales tendrán valo
res distintos. En otras palabras, una integral de linea compleja depende no sólo de 

) ), ) ), ' ) 1 j ) ):· .,), ), j )¡ ) _) )¡ _,, -·, ~·! 
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los puntos terminales de la trayectoria, sino en general ta,nbién depende de la tra-' 
yectoria misma. Considerar el siguiente ejemplo. 

EJEMPLO 3 Integral de una función no analítica. Dependencia con respecto a la 

trayectoria. 

Integrar j(z) = Re z = x desde O hasta 1 + i (a) a Jo largo de C en la figura 312, (b) a lo largo de C, que 

consta de e, )' e, 
Solución. (a) C puede representarse como z(t) = t + it (O;;, t;;, 1) Por tanto, 

i:(I) = 1 + i y f[z(t)] x(I) = t 

A continuación se: calcula 

1 J Re z dz = J 1( 1 + i) d1 = :\"( 1 + i). 
c• o 

(b) C
1 

puede representarse como z(I) = t (O :5. t ~ l) Por tanto, 

i:uJ = , y f(z(I)) ,(1) 

e, puede representarse como z(I) = 1 + it (0;;, t;;, 1) Por tanto, 

.i:<1J =; y 

Aplicando (7) de la sección 13 1, se calcula 

j Re z dz 
c 

j Re z dz + J Re z dz 
C1 Cz 

f[z(1)] = x(I) 

t fil JI dt + · i dt 
o o 

Observar que este resultado difiere del resultado en el inciso (a) 

,Y 

X 

Figura 312. Trayectorias en el ejemplo 3. 

Segundo método: Integración indefinida 

(sobre C*) 

(sobre e,). 

fl + i. 

1 

En cálculo real, si para una función continua dada/{x) se conoce una F(x) tal que F'(x) 
= J(x). entonces por el primer teorema fundamental del cálculo integral se tiene que 

b J J(x) dx = F(b) - F(a) [ F' (x) = f(x)]. 

a 

Este método se extiende a funciones analíticas complejas bajo las condiciones del 
siguiente teorema, y es mucho más sencillo que el método recientemente analizado, 

) ) ) 

•! e, (:':' ( ( (, e ( .! r ( r r r· r e e r e r· c. n n 
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una vez que se ha encontrado una F(z) cuya derivada F'(z) es igual a la función/{z) 
dada a integrar. Las fórmulas de diferenciación a menudo son de utilidad para deter-
minar F(z), de modo que el método reviste gran importancia práctica. · 

Teorema 2 (Integración indefinida de funciones analíticas). 

Seaf(z) a11alítica en un domi11io D simplemente conexo'. Entonces en el dominio D 
existe una inlegral indefinida def(z), es decir, una/unción analítica F(z) tal que 
F'(z) = f(z) en D, y para todas las trayectorias en D que unen dos puntos z

0
y z 

I 
en 

D se tiene 

(4) F(z0 ) 1 

1 

[F'(z) f(z)]. 

(Observar que es posible escribir z 0 y z1 en vez de D, ya que se obtiene el mismo valor 
para todos es/os C desde z

0 
hasta z r) 

La demostración de este teorema se proporciona en la sección 13.4 (usando el teore
ma de la integral de Cauchy, que se analizará en la siguiente sección). 

Sij(z) es entera (sección 12.6), entonces para Des posible considerar el plano 
complejo (que ciertamente es simplemente conexo) . 

E,JEMPLO 4 

EJEMPLO 5 

EJEMPLO 6 

,ri 

1 + i J z2 de 
o 

f.m cos z dz 

~-3/01+; 3 ,. 

sen z /"' . 
-m 

8-3,ri ,8-3,ri I ei/2 d<, = 2(,z/2 

8 ·I rri 8 .¡. 111. 

~ (1 + ¡¡3 
3 

2 2 . 
+ - J 

3 3 

2 sen TTi 2i scnh rr 23.097i 

2(e4-37rl/2 _ e4 + 1ri/2) O 

ya que~ es periódica con periodo lrri 

EJEMPLO 7 

J_i dz irr ( irr) -:- = Ln i - Ln ( - i) = 7 - - - = irr 
-i '· - 2 

Aqui Des el plano complejo sin O y el eje real negativo (en donde Ln z no es analitica) y resulta evidente 

que es un dominio simplemente conexo 1 

4 D se denomina simplemente cone.x:n si toda curva simple cerrada (curva cerrada sin autointcrsccciones) 
en D contiene solamente puntos de D. 
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EJEMPLO 8 La conexidad simple en el teorema 2 es esencial. 

Al aplicar la ecuación (4) con z
1 
= z

0 
se obtiene F(=

0
)- F(z

11
)= O: la integral sobre una trayectoria cerrada, 

es cero Sin embargo (ver el ejemplo 1) · 

,¡:: dz 
J "7 = 2rri 

(en sentido contrario al m~vimiento de las 

manecillas del reloj sobre la circunferencia unitaria) 

aunque 1/z es analitica en la corona + < z < f: este dominio no es simplemente conexo 

Cotas para el valor absoluto de integrales 

Bastante a menudo es necesario calcular el valor absoluto de integrales de línea com-
pl~jas. La fórmula fundamental es · 

(5) \ff(z) dz\ ;;;;:; ML 
e 

(Desigualdad ML)· 

Les la longitud de C y Mes una const¡i.nte tal que 1/{z)I;:;, J,,,1 en todos los puntos de C ', 

Demostración. Se considera S" según se definió en (2) de la sección 13.1. Debido a la 
desigualdad del triángulo generalizada (6) de la sección 12.2, se obtiene · 

Luego, l.6.z,,.I es la longitud de la cuerda cuyos puntos terminales son z,,,_
1 

y z"' (ver la ·,. 
figura 309 en la sección 13.1 ). Por tanto, la suma en el miembro derecho representa 
la longitud L" de la recta quebrada de cuerdas cuyos puntos terminales son z

0
, z

1
, • • ·, 

.z"' (= Z). Sin tiende a infinito, de modo que el mayor l.6.z) tiende a cero como en la 
sección 13.1, entonces por la definición de longitud de una curva se tiene que L · 
tiende a la longitud L de la curva C. Con base en lo anterior se concluye la desigual
dad (5). 11 

A partir de (5) no es posible darse cuenta de qué tan próxima está la cota ML del 
verdadero valor absoluto de la integral, aunque esto no constituye ninguna desventaja 
en la aplicación de (5), como se verá más tarde. Por ahora se explicará el uso práctico 
de (.5) mediante un ejemplo sencillo. 

EJEMPLO 9 Cálculo de una integral. 

Encontrar una cota superior del valor absoluto de la integral 

Jz 2 dz. 
e 

Ces el segmento de recta que va de O a 1 + i 

))J~!J))J)j))')'.)) :J ) ) :), ) ·:v ,-:,,\ 
:) 
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So/udóTL Por (5). con L.= fí y lf(z)I = l='I;;; 2 en C se obtiene 

El valor absoluto de la integral es 1-2/3 + 2/Jil 2/3 ji= 0.9428 (ver el ejemplo 4) 

Problemas de las secciones 13.1-13.2 

Encontrar una representación z = z(t) del segmento de recta con puntos terminales 

l. z o y z = 1 + 2i 2. 
3. z = 4 + 2i; y z = 3 + 5i 4. 
5. z = -4i y z -7 + 38i 6. 

¿Qué curvas representan las siguientes funciones? 

7. (1 + 2i)t, O ;e; t ;e; 3 

9. 1 - i - 2ei', O ;e; t ;e; rr 

ll. 1 + 3r 2í, - l ;é, t 1eé 2 

1.3. cos t + 2/ sen t, - 7f < r < 7f 

8. 

10. 

12. 
14. 

z(I) 

z 
z 
z 

3 

2 

1 

= -3 + 2i y z = -4 

= o y z = 5 + IOi 

= - i y z = 9 - 5i 

il, I ;e; I ~ l 

+ i + 3e;' o ;e; 1 < 2rr 

+ 2il 3 , -2 ;e; I ~ 2 

+ 1-1;, ! ;e; 1 ;e; 5 

Representar las siguientes curvas en la fonna z 

15. lz - 3 + 4il = 4 16. lz - il = 2 

+ 

17. y =; 1/x desde (l, 1) i,a,ta (3, t) 
19. x 2 + 4y 2 = 4 

18. y = x 2 desde (O, O) hasta (2, 4) 
20. 4(x - 1) 2 + 9(y + 2) 2 = 36 

229 

.Si 

Evaluar f f(z)dz por el método del teorema l y comprobar el resultado aplicando el teorema 2 .. 

(" 

21. ./(z) = az + b, C el segmento de recta desde -1 - i hasta ¡ + ¡ 

22. j(z) = e", C el segmento del problema 1 

23. fiz) _, C la semicircunferencia lzl = 2 dcsde-2i hasta 2i en el semiplano derecho. 
24. f(::) = 5::', C la frontera del triángulo con vértices O, 1, i (en el sentido del movi-

miento de las manecillas del relqj). 

E.valuar f /(z)dz, en donde 

25. /(z) = 2::' - z .... , C la circunferencia unitaria (en sentido contrario al movimiento de las 
manecillas del reloj) 

26. f(::) = Re z. C la parábola y =x' desde O hasta 1 + L 

27. f(z) = lm z, C la circunferencia izl = r (en sentido contrario al movimiento de las 
manecillas del reloj). 

28. j(z) 42 - 3, C el segmento de recta desde z hasta 1 + ; 
29. )(::) = (z - 1 t' + 2(z- 1 t', C la circunferencia lz - 11 4 (en el sentido del movimiento 

de las manecillas del reloj). 

30. j(::) =sen::, C el segmento de recta desde O hasta z 
31. j(z) = e

2
'. C el segmento vertical desde rri hasta 2rci 

32. f(z) ==coz z', C cualquier trayectoria desde O hasta rri. 

_; .) _) 
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3.3. J(z) = cosh 3z, C cualquier trayectoria desde rci/6 hasta O 
34. /(z) = e', C la frontera del cuadrado con vértices O, 1, 1 + i, i (en el sentido del 

movimiento de las manecillas del reloj) 
35. /(z) = Re (z2

), C el cuadrado del problema 34 
36. !iTi (z'), C el Ct.ti11.:J.1cidu Jel probiema 34 

37. J(z) = f. C la parábola y =x' desde O hasta 1 +i. 

38. J(z) = (z - 1 t' (z - 1 t', C la circunferencia fz I f = f (en el sentido del movimiento 
de las manecillas del reloj). 

39. /(z) sen'::, 
40. /(z) = sec2 z, 

C la semicircunferencia [zf rcdesde-TCi hasta m en el semi plano derecho. 
C cualquier trayectoria desde rci/4 hasta m'4 en el disco unitario. 

41. Evaluar J Jm (z') dz desde O hasta 2 + 4i a lo largo (a) del segmento de recta, (b) del eje 
( 

x hasta 2 y luego verticalmente hasta 2 + 4i, (e) de la parábolay=x2• 

41. E.valuar J (z-' + ,') dz desde I hasta -1 a lo largo (a) del arco superior de la circunferencia 

unitaria, (b) del arco inferior de la circunferencia unitaria 

43. Evaluar J [zf dz desde A: z = -1 hasta B: z = i a lo largo (a) del segmento de recta A B, (b) 

de la circunferencia unitaria en el semi plano izquierdo, (c) de la circunferencia unitaria en 
el semiplano derecho 

44. Demostrar la expresión (6) en la sección 13 .. J 

45. Comprobar la expresión (6) de la sección 13 J para kl, + k,(, = 3z - z2, donde Ces la 
mitad superior de la circunferencia unitaria desde I hasta-!. 

'<6. Comprobar la expresión (7) de la sección 13 .. 1 para/(z) = 1 /z, donde Ces la circunferencia 
unitaria, C, es su mitad superior y e, es su mitad inferior 

47. Comprobar la expresión (8) de la sección 13. 1 para/(2) = z2, donde Ces el segmento de 
recta desde -1 , hasta 1 + , . 

Aplicando la desigualdad ML (5), encontrar cotas superiores para las siguientes integrales, 
donde Ces el segmento de recta que va de O a 3 + 4i. 

48. JLn tz + ]) dz 
e 

.:!9. Je' dz 
e 

50. Encontrar una mejor cota en el problema 49 mediante la descomposición de C en dos 
arcos 

13.3 TEOREMA DE LA INTEGRAL DE CAUCHY 

Una integral de linea de una funciónj(z) depende no sólo de los puntos tem1inales de 
la trayectoria, sino también de la elección de la trayectoria misma (ver la sección 
13.2).. Esta dependencia es inconveniente, por lo que se buscan situaciones en que no 
ocurra. La respuesta es sencilla: si/(z) es analítica en un dominio simplemente conexo 
(que se define a continuación), Este resultado (teorema 2) se deduce del teorema de la 

r,c ( 
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Figura 313. Trayectorias cerradas. 

integral de Cauchy, junto con otras consecuencias básicas que hacen del teorema de 
Cauchy el teorema más importante de este capítulo y el teorema fundamental en _todo 
el análisis complejo. Para plantear el teorema de la integral de Cauchy se requieren 

los siguientes dos conceptos. 

J. Una trayectoria simple cerrada es una trayectoria cerrada (sección 13._l) sin 
autointersecciones y que no se toca a sí misma (figura 313) .. Por ejemplo, una crrcun-
ferencia es simple, pero una curva en forma de 8 no lo es. . . 

2. Un dominio simplemente conexo Den el plano complejo es un domm10 (sec
ción 12.3) tal que toda trayectoria simple cerrada en D contiene sólo puntos de D. Un 
dominio que no es simplemente conexo se denomina múltiplcmente conexo. 

Por ejemplo, el interior de un circulo ("disco circular"), d~ un~ elipse o de un 
cuadrado es simplemente conexo. En términos más generales, el mtenor ~~ una curva 
cerrada simple es simplemente conexo. Un anillo circular o corona (secc10n 12.3~ es 
múltiplemente conexo ( con mayor precisión, es doblemente conexo'). En la figura .o 14 

se muestran más ejemplos. . . . 
Si se recuerda que, por definición, una función es una relac10n c~n un solo 

valor (ver la sección 12.4), ahora es posible plantear el t~orema de la 111tegral de 
Cauchy como sigue. Algunas veces, este teorema se denomma teorema de Cauchy

Goursat. 

Simplemente 
conexo 

, 
,/ 

Simplemente 
conexo 

,,.._..~-- .......... 

/ " I .,...-., \ 
1 / \ \ 
\ \ / J 
\ -... __.,. I 
' / ..... / ---

Doblemente 
conexo 

Figura 314. Dominios simple y múltiplemente conexos. 

Un dominio acótado (es decir, un dominio que está completamente contenido en algún ci:culo alrcde~ 
dar del origen) es p veces conexo si su frontera consta de p conjuntos cerrado~ conexos sin puntos ccn 
comun Para la corona, p = 2, porque la frontera consta de dos círculos que no tienen puntos en comun 
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EJEMPLO 5 
.! dz . T.-= 2m 
c z 
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para integración en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor de la circunfo
rcncia unitaria (ver la sección 13"2) Cesta en la corona f < !zl < f donde l/z es analitica, pero este 
dominio no es simplemente conexo, de modo que no es posible aplicar el teorema de Cauchy. Por tanto, la 
condición de q"e el dominio D sea sirnpletnente conexo es esencial.. 

En otras palabras, por el teorema de Cauchy, sific) es analítica sobre una trayectoria simple cerrada C 
y en todas partes en C sin excepciones, ni siquiera en un solo punto, entonces ( 1) se cumple. El punto que 

provoca problemas aqui es z = O en donde 1/z no es analítica 111 

EJEMPLO 6 

.! 72 
-

6 
dz = .! ~ dz + .! - 4

- dz = 3 
{ z2 - 2z { z { z - 2 

2rri + O = 6rri 

(Ces la circunferencia unitaria en sentido contrarió al movimiento de las manecillas del reloj) por 
reducción a fracciones parciales, el ejemplo I en la sección 13 .2 y el teorema de Cauchy 111 

Demostración de Cauchy bajo la condición de que f'(z) es continua. Por 
(.5) en la sección 13.1 se tiene 

p_ f(z) dz 
e 

,_( (u dx - v dy) + i p_ (u dy + v dx). 
i ·e 

Debido a quefiz) es analítica en D, entonces su derivadaf(z) existe en D. Como se 
supone quej'(z) es continua, entonces (4) y (5) en la sección 12.5 implican que u y v 
tienen derivadas parciales continuas en D. Por tanto, es aplicable el teorema de Green 
(sección 9A) (con u y-ven lugar de F

1 
y F 2), con lo que se obtiene 

f JJ (- au _ au) d.x dy (u dx - v dy) = . 
e R ax ay 

en donde R es la región acotada por C La segunda ecuación de Cauchy-Riemann 
(sección 1.2.5) muestra que el integrando del miembro derecho es idénticamente cero. 
Así, la integral del miembro izquierdo es cero. Aplicando la primera ecuación de 
Cauchy-Riemann, de la misma manera se concluye que la última integral de la fórmu
la anterior es cero .. Con esto se completa la demostración de Cauchy. 111 

La demostración de Goursat sin la condición de quef(z) es continua• es sustancial
mente más complicada. Se deja como lectura opcional y se presenta en el apéndice 4. 

6 ÉDOUARD GOURSAT ( 1858-1936), matemático francés Cauchy publicó el teorema en 1825. La 
eliminación de esta condición por Goursat (ver Tran.sactions Amer. A,fa!l1 Soc, vol l. 1900) es bastante 
importante, por ejemplo, en relación con el hecho de que 1~ derivadas de funciones analíticas también 
son analíticas, como se demostrará en breve Goursat tambiCn efectuó contribuciones importantes a las 
ecuaciones diferenciales parciales 

) 
\,. I ·J' ,'. '; e-) ) \ . ' 
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Figura 315. Teorema de la integral de Cauchy. 

Teorema 1 Teorema de la integral de Cauchy 

Sif(z) es analítica en un dominio simplemente conexo D, entonces para toda trayec
toria simple cerrada C en D se cumple lo siguiente 

(1) Ver la figura 3 15. 

Antes de demostrar el teorema se considerarán algunos ejemplos, a fin de com
prender realmente lo que sucede. Una trayectoria simple cerrada algunas veces se 
denomina contorno y una integral sobre tal trayectoria se denomina integral de con
torno. Así, (]) y los ejemplos presentados implican integrales de contorno. 

EJEMPLO 1 

f , .. dz = O, 
c 

f CDS Z dz = Ü, 
e 

f z" dz = O 
c 

(n = O, l. 

para cualquier trayectoria simple cerrada, ya que estas funciones son enteras (analiticas para todo z) li 

EJEMPLO 2 

f sec z dz = O. 
c 

.! dz 
{ z2 + 4 

o 

en dÜnde Ces la circunferencia unitaria, scc z = l/cos z no es analítíca en;:=± n/2, ±3nl2, , sino que 
todos estos puntos cstéin fuera de C; ninguno está en C o en el interior de C Lo mismo es cierto para la 

segunda integral, cuyo integrando no es analitico en z = :±:2t füera de C 1 

EJEMPLO 3 

f z dz 2rri 
e 

(Ces la circunferencia unitaria en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj) no contra
dice el teorema de Cauchy, porque ../tz) = Z no es analitica, de modo que el teorema no es aplicable 
(¡Comprobar este resultado!) 11 

EJEMPLO 4 
.! dz 
T. :-i = º· 
e -

donde Ces la circunferencia unitaria Este resullado no es una consecuencia del teorema de Cauchy, ya 
que}{:)= 11=~ no es analitica en z = O Por tanto. fa cond1c1ón de que/ sea analinca en D e.s s11fu reme 

mci.s que nece,saria, para que (/) sea verdadera 11 

) ., 
:1, ' ./ ) ) J ) ) ) 
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Independencia con respecto a la trayectoria, 
deformación de la trayectoria 

l' 
·1 

Por Ja sección 13 1 se sabe que si una fünción/(z-) se integra desde un punto .z
1 
hasta un'. 

punto z,, entonces en general el resulta~o depende de la trayectoria de integración, no; 
· ¡ d Lo anter,·or es inconvernente por lo que es deseable no encontrar esta .. SO O e z1 y z2. , • • • ,, 

situación., En consecuencia, la integral dej(z) se denomma mdcpend1ente de la t:~-. 
yectoria en un dominio D si su valor depende sólo de z

1 
y z

2
, pero no de la elecc1on 

de la trayectoria e en D (de modo que con cualquier trayec:oria e 1 en D des~e z1 hasta, 
z, se obtenga el mismo valor de la integral que con cualq~'.er otra trayecto~1a e, en D. 
desde 21 hasta .z

2
). Se demostrará qué sucede si/Cz) es analtt1ca en D Y Des simplemen

te conexo. 

Teorema 2 {Independencia con respecto a la trayectoria) 

Si.f(z) es ana/Í/ica en un dominio simplemente conexo D, entonces la íntegra/ def(z), 
es independiente de la trayectoria en D 

Demostración. Sean z 1 y z, dos puntos cualesquiera en D., Se consideran_ las dos tra
yectorias e 1 y C 2 en D desde z, hasta z, sin ningún otro ~unto ~~ ~omun.' como se,' 
muestra en la figura 316., C denota la trayectoria C

2 
con_ onentac1on mvert1da (figura 

.31 7). Se integra desde z- 1 sobre C 1 hasta z 2 y sobre e,* de :egres_o a z 1., ~s'.a e~ una·, 
trayectoria simple cerrada, y el teorema de Cauchy se aplica baJo las h1potes1s del 
teorema act1ial, con lo que se obtiene cero: 

(2
1

) J f dz + J f dz = O, 
C 1 e,• 

por tanto, J f dz = - J f dz. 
C1 C2• 

Sin embargo, el signo negativo del miembro derecho desaparece si se integra en di
rección contraria, desde z

1 
hasta z

2
, lo que demuestra que las integrales defiz) sobre . 

el y e, son iguales. .· 

(2) [_ f(z) dz = J f(z) dz 
· e, c2 

Lo anterior demuestra el teorema para trayectorias que sólo tienen en común los pun
tos terminales. Para trayectorias que además de tener en común los puntos terminales 

Figura 316. Fórmula (2). Figura 317. Fórmula (2')., 

) 1 

· 0 e·: e o o c1 ei o e) e) o o o o G 
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Figura 318. Trayectorias con más 
puntos en común. 

Figura 319. Deformación continua 
de la trayectoria., 
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también tienen en común un número finito de puntos, este razonamiento se aplica a 
cada "tramo" (porciones de e 1 y C2 entre puntos consecutivos en común; cuatro en la 
figura 318) .. Para trayectorias que tienen una infinidad de puntos en común se requie
ren argumentos adicionales que no serán presentados en este libro. 111 

Principio de deformación de la trayectoria. La siguiente idea está relacionada con 
la independencia respecto a la trayectoria. Es posible imaginar que la trayectoria e, 
en (2) se obtuvo a partir de e, por medio de una deformación continua. (En la figura 
.319 se muestran dos de la infinidad de trayectorias intermedias.,) Se concluye que 
para una integral dada de una fünción analítica es posible aplicar una deformación 
continua sobre la trayectoria de integración (manteniendo fijos a los puntos termina
les); en la medida en que la trayectoria de deformación jamás contenga ningún punto 
en el que/(z) no sea analítica, el valor de la integral de línea permanecerá igual bajo la 
defo,mación. Lo anterior se denomina principio de deformación de la trayectoria. 

Teorema de Cauchy para dominios múltiplemente conexos 

El teorema de Cauchy se aplica a dominios múltiplemente conexos., Primero se expli
cará este hecho para un dominio doblemente conexo D con curva frontera exterior 
C, e interior C2 (figura 320)., Si una función/(z) es analítica en cualquier dominio D" 
que contiene a D así como a sus curvas frontera, se afirma que 

(3) J .f(z) dz = J f(z) dz 
C¡ C2 

(Figura 320) 

ambas integrales se consideran en sentido contrario al movimiento de las manecillas 
del reloj (o al revés, y sin tomar en cuenta si todo el interior de e, pertenece o no a D") .. 

Figura 320. Trayectorias en (3). 
1 
I! 
1' 

¡¡; 

1¡, 
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Demostración. Mediante los cortes C
1 

y C, (figura 321 ), D se divide en los dos 
dominios simplemente conexos D

1 
y D,, en los cuales y sobre cuyas fronterasfiz) es; 

anal itica .. Por el teorema de Cau
1
chy, la i~tegral sobre toda la frontera de C, (tomada en . 

el sentido de la flechas de la figura 321) es cero, como también es cero sobre la , 
frontera de D

2
, por lo que J_a su,.1;1a de ambas integrales es cero .. En esta suma las 

integrales sobre los cortes C, y C
2 

se cancelan porque s integra sobre ellos en ambas 
direcciones --esta es la clave-y quedan las integrales sobre C, (en sentido contrario 
al movimiento de las manecillas del reloj) y C, (en el sentido del movimiento de las 
manecillas del reloj; ver la figura 321 ); por tanto, al invertir la integración sobre C2 (al 
sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj), se tiene 

J J dz - J f dz = O 
C¡ C2 

y se concluye (3). 

Para dominios de conexidad superior la idea es la misma. Así, para un dominio 
triplementc conexo se usan tres cortes e,, C, y e, (figura 322). Al sumar las inte
grales como antes, las integrales sobre los cortes se cancelan y la suma de las integra
les sobre C, (en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj) y C

2
, e, 

(en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj) es cero .. Así, la integral 
sobre e, es igual a la suma de las integrales sobre C

2 
y e,, en donde ahora las tres se· 

consideran en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj, etc. 

Figura 321. Dominio 
doblemente conexo. 

C¡ 

Figura 322. Dominio 
triplemente conexo. 

EJEMPLO 7 Un resultado fundamental: la integral de potencias enteras 

Con base en (3) y por el ejemplo 2 de la sección 13 2. ahora se concluye que 

{ 
2 rri 

zo)m d¿ = O 
(m = -11 

{m 'P' 1 y entero) 

para integración en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor de cualquier 
trayt:ctoria simple cerrada que contiene en su interior a =u l'I 

Problemas ele la sección 13.3 

l. Comprobar el teorema de la integral de Cauchy para la integral de ::2 tomada. en sentido 
contrario al movimiento de las manecillas del reloj sobre la frontera del recÚíngulo con 
vértices en-!, 1, l + i, -1 + 1 

) ) J ) ) ) ) ) ) ) J ) ] ) ) J ) ~ J ~ 
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1. ~omprobar el teorema 2 para la integral de sen z desde O hasta ( J + i)re: (a) sobre el 
gmento de O a ( 1 + 1)re, (b) sobre el eje x hasta re y luego verticalmente hacia arr·b h 

(1 + i)re I a .asta 

3. Comprobar el resultado del ejemplo 3. 

4. ¿Para qué contornos Ca partir del teorema de Cauchy se concluye lo siguiente? 

(a) T ~z = O, 
·e <-

(b) T cos z 
---dz 

·czB-z2 O, (c) f ell' 
---dz = O? 

e z2 + 9 

5
· Labintegral en el ejemplo 4 es cero. ¿Es posible concluir a partir de lo anterior que es cero 

so re el contorno del problema J? 

6. ¿,A_pa~r del eje-mplo ! es posible con~luir que la integral ele J/(z' + 4) tomada sobre (a) 
1- 21 2, (b) 1· - 21 - 3 es cero? J ust1ficar las respuestas 

l?tegr~r fi,=) e? se.ntido ~ontrario al movimiento de las manecillas del reloj sobre la circunferen
cia unitaria e 1nd1que s1 el teorema de Cauchy puede O no ser aplicado. 

7 · f(z) = /z/ 8. f(z) = e'2 9. f(z) = lm z 

10. f(z) 1!(2z - 5) 11. f(z) = 1/z 12. f(z) ll(rrz - 3) 
13. f(z) tan z 14. f(z) z 15 _ f( ) ,2 
16. f(z) // /3 z -1 

z 17. f<z) 1/(z 2 + 2) 18. f(z) z 2 sec z 

Calcular las siguientes integrales 
tenninos de fracciones parciales) 

(Sugerencia: En caso de ser necesario, representar el integrando en 

,! d, 
19. '1'. z :. i ' 

e 

20. f d::. 
e senh z ' 

21. f~ 
e z 

dz, 

22. f 2z - I -2--d~. 
e z - z 

23. Í dz 
z2 - 1 • e 

24. f Re z dz. 
e 

25. Í dz 
e z2 + 1 • 

,Y 

C la circunferencia lz/ = 2 (en sentido contrario al movimiento 
de las manecillas del reloj) 

C la circunferencia /:r - f 7t il= 1 en el sentido del movimiento 
de las manecillas dd reloj) 

C const~ de lzl = 1 (9n sentido contrario al movirniento de las manecillas 
del reloJ) Y lzl = 3 (en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj) 

Ces el contorno en la figura 323 

Ces el contorno en la figura 324 

Ces el contorno en la figura 325 

C: (a) /z + il = 1, (b) k - i/ = (en sentido contrario al movimiento 
de las manecillas del reloj) 

X 

Figura 323. Problema 22 Figura 324. Problema 23 Figura 325. Problema 24. 

), ) ) ·L: ·:-.l '.) .:1 ) .. , '-) ') :,) ) ) : • .1, ·., ~, 
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Evaluar lo siguiente (continuación) 

26. f ~en Z d 3. z. e z + , 

27. t 
f dz 28. ~· e , 

29. f~d-z 3 - z ,<., 

e 

30. f Re (z 2) dz, 
e 

C: lz - 2 + 3il = J (en sentido contrario al movimiento 
de las manecillas del reloj) 

( en el sentido de! 
C: (a) lzl = t. (b) lz - !I = :}, (e) lzl = 2 movimiento de las 

manecillas del reloj) 

é: lz + Ji = 1 (en el sentido del movimiento 
de las manecillas del reloj) 

C: (a) lzl = 1/2, (b) lzl = 2 (en sentido contrario al movimiento 
de las manecillas del reloj) 

Ces la frontera del triángulo con vértices en O, 2 y 2 + i 

(en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj) 

13.4 EXISTENCIA DE LA INTEGRAL INDEFINIDA 

En esta breve sección se aplicará el teorema de la integral de Cauchy para establecer 
la existencia de una integral indefinida F(z) de una función analiticaj{z), justificando, 
así la evaluación de integrales de línea mediante integración indefinida y sustitución . 
de los límites de integración (ver la sección 132): · 

(1) J\cz) dz [F'(z) .f(z)], ' 
zo 

en donde F(z) es una integral indefinida de/(z); es decir, F'(z) =f(z), como se indica .. 
En casi todas las aplicaciones es posible encontrar una F(z) así a partir de fónnulas de , 
diferenciación. 

Teorema 1 (Existencia de una integral indefinida) 

Si f(z) es analWca en un dominio simplemente conexo D (ver la sección 13.3), 
e111011ces existe una inlegra/ indefinida F(z) dej{z) en D -así, F'(z) =f{z)- que es 
analítica en D, y para 10das las 1rayectorias en D que unen dos punías cualesquie
ra z

0 
y z 

I 
en D la inlegral dej{z) desde z

11 
has/a z 

I 
puede evaluarse por medio de la 

fórmula ( 1 ). 

Demostración. Se cumplen las condiciones del teorema de la integral de Cauchy. Por 
tanto, la integral de línea dej{z) desde cualquier z

0 
en D hasta cualquier z

1 
en Des 

independiente de la trayectoria en F(z\ z
0 

se mantiene fijo. Así, esta integral se vuelve 
una función de z, denominada F(z). 

(2) F(z) f 2.f(z *) dz*, 

'º 

) ) ) ) 

e e rr < r ( ( ( r· re (' n n 
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Figura 326. Trayectoria de integración. 

.~e está determinada de manera única. Se demostrará que esta F(z) es analítica en D 
y que F'(z) = J{z). A continuación se presenta la idea para efectuar lo anterior. Se 
forma el cociente de diferencias 

(3) 

F(z + 6.z) F(z) ¡ [Jz+Az z J 
---'----6.:..:.z __ ..:..::,:. = t:,.z .f(z*) dz* - J f(z*) dz* 

ZQ ZQ 

¡ z+Az 

= t:,.z J .f(z*) dz*, 
z 

f(z) se resta de tal cociente y se demuestra que la expresión resultante tiende a cero 
cuando & -'i O .. Enseguida se presentan los detalles. 

z se mantiene fijo, Luego se elige z + f:,z en D de manera que todo el segmento 
con puntos tenninales z y z + & esté contenido en D (figura 326). Lo anterior es 
posible ya que Des un dominio, por lo que contiene una vecindad de z. Este segmento 
se usa como la trayectoria de integración en (3). Luego se resta/{z). El resultado es 
una constante porque z se mantiene fijo. Por tanto, es posible escribir 

z + az z + óz 
1 

z + tl.z J f(z) dz* = f(z) J dz* = f(z) 6.z. por tanto, f(z) = -: J f(z) dz*. 
Z Z ti.(, z 

Con base en la triquiñuela anterior y a partir de (3) se obtiene una integral simple: 

F(z + 6.z) - F(z) ¡ z+u.z 
6.z - f(z) = /::,.z J [ f(z*) - f(z)] dz*. 

z 

Ya que j{z) es analítica, entonces es continua. Dado un E> O, entonces es posible 
encontrar un i5 > O tal que 

lf(z*) - .f(z)I < E si lz* - zl < 8. 

Así, haciendo l&I < i5, se observa que la desigualdad ML (sección 13.2) produce 

1 

F(z + i:iz) - F(z) ¡ 1 ¡ J' + Az ¡ 1 
!:::.z - f(z) = l!:::.z\ 

2 

[f(z*) - f(z)] dz* ~ l6.zl El!:::.zl = E. 
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Por definición de límite y de derivada, lo anterior demuestra que 

F'(z) Jím F(z + ~z) - F(z) = f(z). 
~z 

Como z es cualquier punto en D, este hecho implica que F(z) es analítica en D Y q.._ 
es una integral indefinida o antiderivada dej(z) en D, lo cual se escribe como 

F(z) = J f(z) dz. 

También, si G'(z) = J(z), entonces F'(z) = G'(z) = O en D; por tanto, F'(z)- G'(z) es u · 
constante en D (ver el problema 29 en los problemas de la sección 12.5). Es decir; d. 
integrales indefinidas de/(z) pueden diferir sólo por una constante. Esta constante 
cancela en (1 ). Por tanto, en ( I) es posible usar cualquier integral indefinida dej( 
Esto demuestra el teorema. 

En la sección 13.2 se proporcionan ejemplos de integración indefinida y probl 
mas adicionales. ' 

Problemas de la sección 13.4 

Evaluar las siguientes integrales 
2+i l+i J,,; e' dz l. J z dz 2. J z 2 dz 3. 

1 o o 
,,; 3,ri 

Ji.sen z dz 4. J _sen 2 z dz s. J . e 2
' dz 6. 

-m -, 
o J,,; cos z dz Jisenh rrz dz 7. J cosh 3z dz 8. 9. 

ni/6 o 

J,,; sen 2z dz 
l o 

10. 11. J z cosh z2 dz 12. J. z cos z dz 
~ -1 m 

i l 2i 

13. J ze'
2 

dz 14. J z3ez' dz 15. I (z2 - 1) 3 dz 

1 l +i ' 

FÓRMULA DE LA INTEGRAL DE CAUCHY 

La consecuencia más importante del teorema de la integral de Cauchy es la fórm · 
de la integral de Cauchy. Esta fórmula es de utilidad para calcular integrales (a ~o 
nuación se proporcionan algunos ejemplos). Igualmente importante es su rol pr'.rn 
dial en la demostración del sorprendente hecho de que las funciones analíticas tie 
derivadas de todos los órdenes (sección 13.6), en el establecimiento de las repres_ 

' ) ) 1 ) ). ) ) ) ) '.,\ Ji ) / ) ), :/ -' , ,! ' ' 
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taciones mediante series de Taylor (sección 14.4), etc. La fórmula de la integral de 
Cauchy y sus condiciones de validez pueden plantearse como sigue. 

Teorema 1 (Fórmula de la integral de Cauchy) 

Sea f(z) analüica en un dominio simplemente conexo D. Entonces para cualquier 
puma z

0 
en D y cualquier trayectorias imple cerrada C en D que contenga a z

0 
(figura 

327) se cumple lo siguiente 

(1) i f(z) . 1 -.-_-- dz = 2mf(z0 ) (Fórmula de la integral de Cauchy), 
e z Zo 

en donde la integración se toma en sentido contrario al movimiento de las maneci
llas del reloj. 

Demostración. Por adición y sustracción, /(z) = j(z
0

) ,-[j(z) - fiz
0
)]. Al insertar Jo 

anterior en ( l) en el miembro izquierdo y sacando de la integral el factor constante 
fiz

0
), se obtiene 

(2) f __lS!:L dz = J<zo) ,! ~ + ,! f(z) - f(zo> c/z. 
. e z - Zo 1 z - Zo 1 z - Zo 

El primer término del miembro derecho es igual afiz
0

) • 2n:i (ver el ejemplo 7 en la sección 
13.3, con m = -1 ). Lo anterior demuestra el teorema, en el supuesto de que la segunda 
integral del miembro derecho sea cero. Este hecho se demostrará a continuación Su inte
grando es analítico, excepto en 2 0. Entonces, por el principio de deformación de la 
trayectoria (sección 13.3), es posible sustituir C por un pequeño círculo K de radio p 
y centro z

0 
(figura 328) sin modificar el valor de la integral. Como.J{z

0
) es analítica, 

entonces es continua .. Así, dadoE> O éxiste un 8> O tal que 

lf(z) - f(z0 )1 < E para todo zen el disco lz - z0 I < /5. 

Al elegir el radio p de K menor que 8, se tiene así la desigualdad 

'")\, 
./• 

1 

f (z) - ~(z0) ¡ 
z - "-o 

E 
<

p 

', 

º
.--~ D '\ 

, 1 
/ I 

,' I 
( / 
1 / 
. '- e - --- ___ .-· 

Figura 327. Fórmula de la integral 
de Cauchy 

,:9 "') "]; =) ). ) "i) 

Figura 328. Demostración de la fórmula 
de la integral de Cauchy. 

) ). j 
.. 
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en todo punto de K La longitud de K es 2n:p. Entonces, por la desigualdad ML en la 
sección 13 2, se tiene que 

/
,{. f(z) - f(z 0 ) dz/ <.:. 2 -rrp 

.~ Z z0 1 
P 

Como E(> O) puede hacerse arbitrariamente pequeño, se concluye que el valor de la; 
última integral en (2) es cero, y de esta manera se ha demostrado el teorema. 1 · 

Ejemplo 1 Fórmula de la integral de Cauchy 

,!. ~ dz = 2.rie~¡ = 21rie 2 

lz-2 z=2 

para cualquier contorno que contiene a z
0 

= 2 (ya que e1 es entera). y es igual a cero para cualquier; 

contorno tal que z,, = 2 esté fuera (debido al teorema de la integral de Cauchy) 1 

Ejemplo 2 Fórmula de la integral de Cauchy 

:E 
,J - 6 :f J,.z 3 

- 3 1 ¡ 
---. dz = ":--r:- dz = 2rri[;;¡z 3 - 3) 

c2z-1 c.(.-21 z=il2 

7T 

8 

Ejemplo 3 Integración alrededor de contornos diferentes 

Integrar 

z2 + I 
g(z) = -,--

z... 1 

6,ri !; dentro de C) ll(; 

en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor de una circunferencia de radio 1 
y con centro en el punto 

(a) z = (b) z (e) z (d) z = i 

SolucióTL A fin de ver que sucede, se localizan los punlos en que g(=) no es analitica y se trazanjunlo con 
los contornos (figura 329). Estos puntos son -1 y I Debido al principio de deformación de la trayectoria, 
se observa que con (b) se obtiene el mismo resultado que con (a) También, debido al teorema de la 
integral de Cauchy, con (d) se obtiene cero Primero se considerará (a) y luego (e) 

(a) Aqui z0 = 1, de modo que z - z
0 

= z - 1 en ( 1) Asi, es necesario escribir 

g(z) 
z2 + 1 • z2 + 1 
z2 -I 01~; por tanto, f(z) 

Figura 329. Ejemplo 3. 

+I 
z + 1 

) ) 

(¡)@ C:@Cii@®®O®@@ 
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y con ( 1) se obtiene 

J:. z
2 

+ 1 [z2 + 1 J J~ z-::--1 dz = 2rrif( 1) = 27TI --- = 2rri. 
C Z Z + f Z= J 

(e) R(z) es igual que antes. pero/(z) camhi:c1, porque :!her:?. debe toma;sc z = -l (en vez de l) Co11 Ju 
anterior, en ( 1) se obtiene un factor z z

0 
= :z + 1 .. Por tanto ahora es nccesar/~ escribir 

z2 + 1 
K(Z) = ---- · 

I z + 1 ' por tanto, f(z) 

Lo anterior se compara con la expresión previa y se prosigue: 

J:. z2 + 1 
'j'-2-- dz = 2,rif(-1) 
e z - 1 

Ejemplo 4 Uso de fracciones parcialesº 

2 . [z 2 
+ l J = 7Tl ---

z f Z= -) 

+ 1 
-1 

-2rri B 

Integrar g(z) = (z' lt' tan z alrededor del circulo C: izl = 3/2 (en sentido contrario al movimiento de fas 
manecillas del reloj) 

So/uciótL tan z no es analitica en± rc/2, ±3fP'2, , sino que todos estos puntÜs están fuera del contorno 
(z' - 1 )'' = l /(z - 1 )(z + 1) no es analilica en I y-1 A fin de obtener integrales de la fom1a ( 1) con ,ólo un 
punto dentro de C en que el integrando no sea analítico, se usan fracciones parciales 

z ~ 1) 
Con base en lo anterior y ( 1) se obtiene 

21ri 

2 [tan 1 - tan (- l)j = 2rri tan 1 = 9 785i 

Los dominios múltiplemente conexos puede manipularse como en la sección 13.3. 
Por ejemplo, si f(z) es analítica sobre C, y C, y en el dominio en fonna de anillo 
acotado por C, y C2 (figura 330) y z

0 
es cualquier punto en ese dominio, entonces 

(3) flzo> = ? I . ,{. f(z) dz + - 1
-c ,{. JJ.!)__. dz. 

-m {:, z - z0 2m {:
2 

z - , 0 

en donde la integral exterior (sobre C,) se toma en sentido contrario al movimiento de 
las manecillas del reloj, y la interior se toma en el sentido del movimiento de las 
manecillas del reloj, como se indica en la figura 330. 

Figura 330. Fórmula (3) .. 
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Problemas de la sección 13.5 

Integrar 1/(z' - 1) en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor del_ 
circulo 

l. iz - il = l 2. lz - 11 = l 3. lz + ll = 1 4. lz + 31 = 1 

Integrar (z2 - l )/(z2 + 1) en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj al rede-· 
dor del círculo 

5. lz - 2il = 2 6. lz - il = 1 7. lzl = ! 8. lz + il = 1 

Integrar las siguientes funciones en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj. 
alrededor del circulo unitario. 

9. (cos z)/2z 

13. z3/(2z - i) 

10. e'/z 
14. (senz)/2,. 

11. (z + 2)/(z - 2) 12. (e' - 1 )/z 
15. (z - rr)- 1 cos z 16. e 3'/(3z - i) 

Integrar la función proporcionada sobre el contorno C dado (en sentido contrario al movimien
to de las manecillas del reloj o como se indique) 

17. (z'- i)/rc:, Ces el circulo \z\ = 3. 

18. e-3"'/(2z + i), Ces la frontera del triángulo con vértices -1. l, -i. 

19. (tan z)/(z- i), Ces la frontera del triángulo con vértices-]. 1, 2, .. 
20. cosh (z2 - -n:i)/(z - :n: i), Ces cualquier elipse con focos O y rr í. 

21. [Ln (z - i)]/(z - 5), Ces el círculo \z- 4\ 2. 

22. [Ln (z + 1 ))/(z2 + 1 ), C consta de la frontera del triángulo con vértices 1-,} i, 
-1 - i, 2i (en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj) y \z\ =-;\
(en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj). 

23. e''/[(z - 1 i)z'J, C consta de lz\ = 3, (en sentido contrario al movimiento de las 
manecillas del reloj) y lz\ = 1 (en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj). ' 

24. (sen z)/(4z2 - 81z), C consta de las fronteras de los cuadrados con vértices ±3, ±3i ,: 
(en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj) y ±1, ±i (en el sentido del.: 
movimiento de las manecillas del reloj) 

25. Demostrar que §, (z - z
1
}-

1(z - z,)- 1 dz O para una trayectoria simple cerrada C que 

contiene a z
1 

y z
2

, que son arbitrarios. 

13. 6 DERIVADAS DE FUNCIONES ANALÍTICAS 

En esta sección se aplica la fórmula de la integral de Cauchy para demostrar el hecho 
fundamental de que las funciones analíticas complejas poseen derivadas de todos los 
órdenes. Esto es muy sorprendente porque difiere bastante de Jo que sucede en cálcu
lo real. De hecho, si una función real es diferenciable una vez, nada puede concluirse 
acerca de la existencia de la segunda derivada o derivadas superiores. Así, en este 
sentido las funciones analíticas complejas se comportan muchó más sencillamente 
que las funciones reales que tienen primera derivada. 

Teorema 1 (Derivadas de una función analítica) 

Si f(z) es una .función analí!ica en un dominio D, en/onces tiene derivadas de 
todos los órdenes en D, las cuales entonces también son.funciones anaÍÍlicas en 

\ ) 
)1 ' ;',_ j / 

', ). ) )1 '! ) ' 
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Figura 331. Teorema 1 y su demostración. 

D Los valores de estas derivadas en un punto z
0 

en D están dados por las si
guientes .fórmulas. 

(1 ') 1 Í f(z) 
-2 . ( )2 dz, 
mcz Za 

( I ") 2! ,! f(z) d 
27Ti +, (z - za) 3 z, 

y en general 

(1) .f (n) ( z) = _n_! . ,! ---=-f-'(-'z)_) n-+-1 dz 
a 2m :{ (z Za (ll ], 2, .. ·); 

---------------· 

aquí Ces cualquier trayectoria simple cerrada que contiene a z
0 

y cuyo inlerior 
pertenece por completo a D; la integración se efectúa en sentido contrario al movi
miento de las manecillas del reloj alrededor de C (figura 331 ). 

Comentario. Para memorizar(]), es de utilidad observar que estas fórmulas se obtie
nen formalmente derivando la fórmula de Cauchy (1 ), sección 13.5, bajo ·el signo 
integral con respecto a z

0
• 

Demostración del teorema J. Se demostrará (l '). Por definición, 

, li'm f(z0 + 6.z) - f(z0 ) f (za) = 

En el miembro derecho, _f{z0 + 6.z) y ./Cz
0

) se representan mediante la fórmula de la 
integral de Cauchy: 

f(z0 + 6.z) 
f(z) 6.z) dz - ,! _j_yJ__ dz]. 

Cza + +, z - z0 
2 7Ti6.z 

), j ) 

.. .il ) __ ,¡, JI , 
.:,:.: ! :) ·', ... 
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Las dos integrales se escriben como una sola integral. Sacando el común denomina
dor se obtiene el numeradorj(:z){z - z

0 
- [z - (z

0 
+ .6.z)]) = /(z) l:,.z, por lo que & se' 

elimina y se obtiene · 

f(z0 + 6z) - f(zo) 
l:,.z 

Resulta evidente que ahora es posible establecer ( 1 ') demostrando que, cuando .6.z-, o,· 
la integral del miembro derecho tiende a la integral en ( l '). Para lograr lo anterior, se· 
considerará la diferencia entre estas dos integrales. Esta diferencia puede escribirse, 
como una sola integral obteniendo el común denominador y simplificando. Así, se: 
tiene 

,J:. .f(z_.) ___ dz 
~ (z - z0 - l:,.z)(z z0 ) 

J, f(z) d 
~ (z - Zo)2 z 

,J:. .f(z)l:,.z 

= J~ (z - Zo - l:,.z)(z - Zo)2 dz. 

Media.He el empleo de la desigualdad ML (sección 132) se demuestra que la integral:; 
del miembro derecho tiende a cero cuando ti!:-, O. 

Por ser analítica, la función.f(z) es continua sobre C, y así está acotada en valor.: 
absoluto; por ejemplo, 1/(z)I;;;; K Sea d la distancia mínima de z

0 
a los puntos de C (ver 

la figura 331 ). Entonces para todo izl en C se tiene que 

1 1 
----<-
lz - z012 = d 2 por tanto 

Además, si 16 zi ;;a d/2, entonces para todo zen C también se tiene que 

2 d Jz - Z0 - 6zl ~ 2 , por tanto ------- ,s -
lz - z0 - 6zl - d · 

Sea l la longitud de C. Entonces por la desigualdad ML, si l.é. zi ;;;; d/2, entonces 

f(z)l:,.z - Zo)z c/z 1 ;:;:; 
z0 - l:,.z)(z 

? 

Klóz/ j · d 2 

Esta expresión tiende a cero cuando l:,.z-, O. Se ha demostrado la fórmula ( l '). 
Observe que se aplicó la fórmula de la integral de Cauchy (1 ), sección 13.5, pero 

si todo lo que se hubiera sabido sobrej(z
0

) es el hecho de que puede representarse por 
(1 ), sección 13,5, entonces con el razonamiento seguido se hubiera establecido la 
existencia de la derivada f'(z,,) de /(z) .. Esto es fundamental para la continuación y 

1 

() ( ( ((.((,( ne:·,·éD 
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completamiento de esta demostración, ya que implica que (1 ") puede demostrarse 
siguiendo un razonamiento sem"'jante, con/sustituida porj', y que la fórmula general 
se concluye por inducción. · 11 

Ejemplo 1 Evaluación de integrales de línea. 

A partir de ( l '), para cualquier contorno que contiene al punto rci (en sentido contrario al movimiento de 
las manecillas del reloj), 

~ cosz I L ( _· .) 2 dz = 27Ti(cos z)' :::::: - 27Ti sen 1Ti = 27T senh 7T. 
C z m . zcm 

Ejemplo 2 A partir de ( I "), para cualquier contorno que contiene al punto -i (en sentido contrario al 
movimiento de las manecillas del reloj), 

~ A - 3z 2 + 6 ¡ T' ( + ') 3 dz = rri(z 4 
- 3z 2 + 6)" = 1ri[l2z 2 - 6] . = -18rri 

C Z J :.::= -Í Z= -1 ' 

Ejemplo 3 Por ( 1 '), para cua1quier contorno para el que J esté dentro y ±2i esté fuera (en sentido 
contrario al movimiento de las manecillas del reloj), 

111 

e• ( e' )'/ .e'(z
2 + 4) - e'2z¡ 6err 

J)2(z2 + 4) dz = 2rri z2 + 4 zc 1 = 2m (z2 + 4)2 z= 1 = 25 i = 2"050i. 

!ll 

El teorema I también es importante para obtener resultados generales sobre fun
ciones analíticas .. A continuación se presentará este hecho mediante la demostración 
de la conversa del teorema de la integral de Cauchy: 

Teorema de Morera7 

Sif(z) es continua en un dominio simplemente conexo D y si 

(2) f.r(z) dz = O 
e 

para toda trayecloria cerrada en D, en/oncesf(z) es ana/Í/ica en D. 

Demostración. En la sección l.3.4 se demostró que si/(z) es analítica en D, entonces 

F(z) = J't(z*) dz* 
zo 

es anal itica en D y F'(z) = f(z). En la demostración solamente se aplicaron la continui
dad dej(z) y la propiedad de que su integral alrededor de cualquier trayectoria cerrada 
en D es cero; con base en estas hipótesis se concluyó que F(z) es analítica. Por el 
teorema 1, la derivada de F(z) es analítica; es decir,.f{z) es analítica en D, con lo que 
se ha demostrado el teorema de Morera. 11 

7 GIACINTO MORERA ( 1856-1909), matemático italiano, quien trabajó en Génova y Turin 
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Desigualdad de Cauchy. El teorema I también conduce a una desigualdad funda
mental que tiene muchas aplicaciones. Para obtenerla, todo lo que es necesario hacer 
es elegir a C en ( l) como un círculo de radio r y centro z0 y aplicar la desigualdad ML 
(sección 13.2); con 1/{z)I ~ !vi sobre C, a partir de ( 1) se obtiene 

¡¡<nl(zo)I = 2n ! 1,( f(z)) + 1 dz 1 ~ !!J._ M ni+ 1 2rrr. 
7T 1c; (z - z0 n 2 7T r 

Así se obtiene la desigualdad de Cauchy 

(3) 

A fin de adquirir una idea sobre la importancia de esta desigualdad, a continua
ción se demostrará un famoso teorema sobre funciones enteras. (Cuya definición se 

proporcionó en la sección 12.6.) 

Teorema de Liouvilleª 

Si una función enteraj(z) está acotada en valor absoluto para toda z, entoncesj(z) 

debe ser una constante 

Demostración. Por hipótesis, V(z)I está acotada; por ejemplo, V(z)I < K para todo z. 
Aplicando (3) se observa que lf'(z

0
)1 < K/1: Como j(z) es entera, lo anterior se cumple 

para todo r, de modo que es posible tomar ar tan grande como se quiera y concluir 
qucf'(z

0
) = O. Dado que z

0 
es arbitrario, entoncesf'(z0) = O para todo z, y j(z) es una 

constante (ver el problema 29 en los problemas de la sección 12.5) .. Así, se ha demos

trado el teorema. 11 

Aquí se termina el capítulo 13 sobre integración compleja, con el que se obtuvo 
una primera aproximación a los métodos que carecen de contraparte en el cálculo 
integral real. Se ha visto que estos métodos resultan directa o indirectamente del teo
rema de la integral de Cauchy (sección 13 . .3) .. En el capítulo 15 se presenta más mate

rial sobre integración, con base en el capítulo 14 .. 

Problemas de la sección 13.6 

Integrar las siguientes funciones en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj 
alrededor del circulo lzl 2, (n en los problemas 1 O y 12-15 es un entero positivo. a en los 
problemas 12 y 16 es cualquier número.) 

l. z4 /(z 3i) 2 2. z 2/(z í)2 3. e'"/z 2 4. (cos z)/z 3 

s. (cos z)/z 2 6. ez'/(z - 1 )2 7. z3/(z + 1)3 8. ( sen 7rz)I z 3 

9. (e' sen z)/z 2 10. e'tzn 11. e 2 /z 3 12. eªz¡2 n + 1 

13. znl(z + l)n+l 14. (sen z)lz 2
" 15. (cos z)/z 2n 16. ( senh az)/z 4 

-------
' Ver la nota de pie de página 16 de la sección 5 8 

) 
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Integrar J(z) alrededor del contorno C (en sentido contrario al movimiento de las manecillas del 
reloj o como se indique). 

17. J(z) Z-2 tan nz, Ces cualquier elipse con focos ±i. 
18. J(z) z_.e=". Ces el círculo lz- I - il 2 

19. fiz) = (z - f nt' cot z, Ces la frontera del triángulo con vértices±, y 2. 
20. J(z) = (z - 4J-' Ln z, Ces el circulo lz- 51 3 

e'' 
21. fiz) = z(z _ 

2
¡)2 , C consta de la frontera del cuadrado con vértices ±3, ±.3i (en 

sentí.do. contrario al movimiento de las manecillas del reloj) y lzl = I (en el sentido del 
mov1m1ento de las manecillas del reloj). 

Ln (z + 3) + CDS z 
22. f{z) = , Ces la frontera del cuadrado con vértices ±2. ±2i. 

(z + !)' 
23. Si J(z) no es constante y es analítica para todo z (finito), y R y M son números reales 

positivos cualesquiera (sin importar cuán grandes), demostrar que existen valores de z 
para los cuales l=I > R y l/(z)I > M. Sugerencia. Aplicar el teorema de Liouville .. 

24. Si f(z) es un polinomio de grado n > O y Mes un número real positivo arbitrario (sin 
importar cuán grande). demostrar que existe un número real positivo R tal que l/(z)I > M 
para todo l=I > R-

25. Demostrar que/(z) = e' posee la propiedad caracterizada en el problema 23, aunque carece 
de aquélla caracterizada en el problema 24 

26. Demostrar el teorema fundamental del álgebra: Sif(z) es un polinomio en z, no una cons
tante, entonces/(z) = O para por lo menos un valor de=- Sugerencia Suponer que/(z) ,e O 
para todo z y aplicar el resultado del problema 23 a g = 1/J 

Cuestionario y problemas de repaso del capítulo 13 

1. Si una curva C se representa por z = z(t), ¿qué es geométricamente :i: = dzldt? 

2. A lo largo de este capítulo. ¿qué se supuso sobre las trayectorias de integración? 
3. ¿Qué se obtiene al integrar 1/z en sentido contrario al movimiento de las manecillas del 

reloj alrededor de la circunferencia unitaria? (Este hecho es fundamental, por lo que debe 
memorizarlo_) ¿Y si se integra 1/z"' (m = 2, 3, · · )? 

4. Hacer un listado de los métodos de integración presentados en este capítulo e ilustrar cada 
uno con un "'jemplo simple 

5. ¿Qué métodos de integración presentados en este capitulo se aplican sólo a funciones 
analíticas y cuáles a funciones complejas continuas generales? 

6. ¿Qué teorema de este capítulo considera el lector como el más importante? ¿Por qué'! 
Escribirlo de memoria. 

7. ¿Qué significa independencia de la trayectoria? 
8. ¿Cuál es el principio de defonnación de la trayectoria? Proporcionar un ejemplo 
9. ¿Qué es un dominio doblemente conexo? ¿Cómo se manejó en relación con el teorema de 

Cauchy? 
10. No contundir el teorema de Cauchy con la fórmula de Cauchy Escribir ambos ¿Cuál es 

una consecuencia del otro? 

11. Si la integral de una función /(z) sobre la circunferencia unitaria es igual a 2 y sobre la 
circunferencia lzl 2 es igual a 1, ¿por qué/(.:c) no puede ser analítica en todos los puntos 
de la corona acotada por tales circunferencias0 

) . 1 ;) '..) ) 
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Escribir la desigualdad con que se obtienen cotas superiores para el valor absoluto de una 
integral.. ¿Es válida sólo para funciones analíticas o lo es de manera más general? 

d 

Una función analiticafiz) en un dominio Des diferenciable en D ¿Posee derivadas supe-' 
riores en D? Contestar la misma pregunta para una función realfix) que es diferenciable 1 

sobre algún in.terv2.!0 de !2. recta real 

14. ¿Es cierto que Re J f(z) dz = J Re f(z) dz? 
e e 

15. Aplicar el teorema de Liouville para demostrar que e' y cozz no están acotadas en el plano 
complejo 

Jntegrar las siguientes funciones: 

16. 3z' desde Ji hasta 4 - 1 sobre cualquier trayectoria 

17. z + 1/z en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj alrededor de la circunfe-
rencia unitaria 

J 8. Im zen sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor de lzl = r. , 

19. lzl desde -1 hast~ i sobre la circunferencia unitaria en el semiplano derecho 
20. (Ln z)I(=- 2i)2 en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor de· 

Jz 2iJ re/2. 
21. e" desde 14 + 3rei hasta 14 - reí a lo largo de cualquier trayectoria. 
22. e'lz' en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor de lzl = 1/4. 

2.3. z llzl en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor de JzJ = 4 

24. zl(z' + 1) en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj alrededor de Jz + iJ = 1 

25. Z-2 tan zen el sentido del movimiento de las manecillas del reloj alrededor de cualquier 
contorno que contenga a cero 

26, 5 cos iz a lo largo del eje real desde -re hasta re 

27. cosh z desde O hasta i a lo largo del eje imaginario. 

28. (z + iJ- 1 e' tan zen sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor de 
J::-11 1 

29. J,J +, en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj alrededor de la circunferen
cia unilaria 

30. (Jz + 5)/(z' + z) en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor 
de la elipse con focos± 1 

31. e' cos (e') desde-reí hasta 2m a lo largo de cualquier· trayectoria 

32. e'lz en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor de lzJ = 1 y en 
el sentido del movimiento de las manecillas del reloj alrededor de JzJ O .. 1 

33. z cos =' desde O hasta rei sobre cualquier trayectoria 
34. (2z - 1 t'( 1 + z) sen z en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj 

alrededor de lz 1J = 2 

35. l /(z' + 4) en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj alrededor de la elipse x' 
+ 4(,v- 2)' 4. 

36. z-' cosh zen sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor de la 
circunferencia unitaria. 

37. (2z' 3)/[z(z - 1 - 1)2] en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj 
alrededor de lzJ = 2 y en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj alrededor de 
Jzl = 1 

38. (z - iJ-'(=' + sen z) en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj alrededor de 
cualquier elipse con focos ±2i 

) 
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.39. (tan rez)/(z - 1 )2 en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor 
de la circunferencia lz - 1 J = O 1 

40, (sen 2rez)/(z- 1 )' en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor 
de J=I 2 

Resumen del capítulo 13 

Integración compleja 

La integral de línea compleja de una fünciónj{z) tomada sobre una trayectoria 
C se denota por (sección 13. J) 

Lr<z) dz 
e 

o, si e está cerrada, también por fr<z) dz. 
e 

Esta integral puede evaluarse aplicando la ecuación z = z(l) de C, en donde a ;;a t;;; b 
(sección 13 .2): 

(1) 
b 

lf(z) dz = J f(z(l))z(t) dt 
e a 

Como otro método, si fiz) es analítica en un dominio simplemente conexo D 
(sección 13.3), entonces en D existe una F(z) tal que F'(z) = fiz) y para toda 
trayectoria C en D desde un punto z

0 
hasta un punto z

1 
se tiene (secciones 13 . .2 

y 134) 

(2) f .t(z) dz = F(z1) - F(z0 ) 

e 
[F'(z) f(z)]. 

El teorema de la integral de Cauchy establece que si fiz) es analítica en un 
dominio simplemente conexo D, entonces para toda trayectoria cerrada C en D 
(sección 13.3) 

(3) f.t(z) dz = O. 
e 

Con las mismas hipótesis y para cualquier z
0 

en D y cualquier trayectoria cerra
da C en D que contenga a z

0 
también se tiene la fórmula de la integral de 

Cauchy 

(4) J<zo) 

www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
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Además,/(z) tiene derivadas de todos los órdenes en D, que son funciones ana
líticas en D y (sección 13.6) 

(5) 
/l ! ,! 

27Ti {; (z 

f(z) d 
Zo)n+l Z 

(n !, 2, .. ·). 

Lo anterior implica el teorema de Morera (la conversa del teorema de la inte
gral de Cauchy) y la desigualdad de Cauchy (sección 13.6). 

) ) - J 
.. , ' 
,), ){ 

capítulo 

), ) ). 

Series de potencias, 
series de Taylor, 
series de Laurent 

) 

En la sección 14. 1 se presentan el contenido básico y las pruebas de convergen
cia para las series complejas, que son semejantes a los de las series reales que 
suelen analizarse en cálculo. Los lectores que tengan conocimientos razonables 
sobre estas últimas pueden usar la sección 14. 1 como referencia y empezar con 
la sección 14.2, en la que se presenta un análisis amplio de las series de poten
cias. 

Empezando en la sección 14.3 se explica por qué las series de potencias 
desempeñan un papel fundamental en análisis complejo y sus aplicaciones. La 
razón es porque las series de potencias representan funciones analíticas (sec
ción 14.3, teorema 5) y, recíprocamente, toda función analítica puede represen
tarse mediante series de potencias, denominadas series de Taylor, semejantes a 
las del cálculo; ver la sección 14.4 .. En la sección 14 5 se abordan métodos 
prácticos para obtener series de Taylor. En la sección 14.6 se analiza la conver
gencia uniforme de series de potencias y otras series. 

Las series de Laurent (sección 14. 7) son series de potencias enteras posi
tivas y negativas de z (o de z - z

0
). Estas series también pueden ser útiles para 

clasificar singularidades (sección 14.8) y conducen a un elegante método gene
ral de integración ("integración por residuos", que se explicará en el capítulo 
siguiente.) 

j 

Prerrequisitos para este capítulo: Capítulos 12 y 13 
Secciones que pueden omitirse en un curso más corto: Secciones 14.5, 

14 .. 6 y 14.8 (y usar la sección 14.1 sólo como referencia):. 
Bibliografia: Apéndice 1, parte D. 
Respuestas a los problemas: Apéndice 2. 
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SERIES DE POTENCIAS, SERIES DE TAYLOR, SERIES DE LAURENT . 

SUCESIONES, SERIES Y PRUEBAS DE CONVERGENCIA 

En esta sección se definen las conceptos fundamentales para las sucesiones Y s'.7,r1~s 
complejas, y se analizan pruebas para convergencia y divergencia. Esto es bas·tante·: 
parecido a las sucesiones y series ;ea.fes en cálculo,, Si eí lec.:iur iiene cu11jiu11za,,_~o.óre. 
esto último y desea dar por hecho que la prueba de la razón también_!frcuniple en 
/os complejos, puede omitir esta sección y proseguir con la sección f 4;.2. '• · 

Sucesiones 

Las definiciones básicas son como en cálculo. Una sucesión in.finita o, brevemente, 
una sucesión, se obtiene al asignar a cada entero positivo n un número z" denominado 
término de la sucesión, y se escribe 

o {z1 , z 2 , · · ·} o brevemente 

También es posible escribir z
0

, z,, , o z,, :r
3

, ·, o bien, empezar con algún otro 
entero en caso de ser conveniente. 

Una suce.sión real es una sucesión cuyos términos son todos reales. 

Convergencia. Una sucesión convergente z,, z,, 
limite e, lo que se escribe 

· es una sucesión que tiene un 

e o simplemente z -> c. n 

Por definición de limite, lo anterior significa que para todo E> O es posible encontrar 
un N tal que 

(1) fzn - e[< E para todo n > N; 

geométricamente, todos los z" con n > N están en un disco abiert_o de radio E y cenfro 
e (figura 332) y sólo un número finito de ellos no están en ese disco. [Para una suce
sión real, ( 1) proporciona un intervalo abierto de longitud 2E y punto medio e sobre la 
recta real; ver la figura 333]. 

Una sucesión divergente es una sucesión que no converge .. 

y 

Figura 332. Sucesión compleja 
convergente 

e-e c+e 

Figura 333 Sucesión real 
convergente 
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Ejemplo 1 Sucesiones convergentes y divergentes. 

La sucesión {Nn) = {i,-1/2,-i/3, 1/4, )esconvergcntcconlimiteO La sucesión {f') = /i,-1,-i, J, 
es divergente, así como {z.,l con Z

0 
(1 + 1)--

Ejemple 2 Sucesión convefgenie" 

La sucesión ( z"} con z" = x" + iy,, = 2 f + ¡ ( l + f) es 

1 + 3i, j + 2i, 

ver la figura 334 Esta sucesión es convergente, con lim itc e = 2 + i De hecho, en ( J) se tiene 

1
2n 1 11 + 2 1 1 lz,, - e/ = --n- + i -

1
-
1 

- - (2 + i) = 1 2il -+-
17 n 

V5 
-<E 

n 
si 

V5 
n>

E 
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Además, se observa que la sucesión {x,,} de las parles renles converge a 2 = Re c .. y {y} converge a 
J =lime Este hecho es típico, e ilustra el siguiente teorema, mediante el cual la converg'cncia de una 
sucesión comple;a puede referirse a la convergencia de las dos sucesiones reales de las partes reales e 
imaginarias 1 

Teorema 1 (Sucesiones de las partes reales e imaginarias) 

Una sucesión z,, z,; · ·, z, ... de números complejos z = x + iy (en donde n = J 2 · · ·) 
converge a c =a+- ib si y ~ó!o si la sucesión de las pa;:tes ;~ales"x,, x

2
, · ·· • conver~e'a a y 

la sucesión de las partes imaginarias Y,, y,, · ·· · converge a b 

Demostración. Si /z el < E entonces z = x + iy está dentro del círculo de ra-
dio E alrededor de c "=a+ ib, de modo que" nec;saria1;1ente (figura 335a) 

/xn - a/< E, /yn - b/ < E. 

Por tanto, la convergencia z,,-, e implica las convergencias x -, a y y -, b .. 
Recíprocamente, si x,,-, a y Y,,-, b cuando n-, =, ento~~es para ~n E > O dado 

es posible elegir N tan grande que, para toda 11 > N, 

E /x.,, - a/< 
2

, fyn - bf < 
E 

2 

Las dos desigualdades anteriores implican que z = x + iv está en un cuadrado con 
centro en e y lado E. Por tanto, z debe estar dentr; de ~n cir;ulo de radio E con centro 
e (figura 335b).. " 111 

y 

3 

2 

\ 

o'-----'---'---
º 2 X 

Figura 334. Ejemplo 2. 

b+: ?~~ 
/;-E 1\_L}: 

1 1 
1 1 

a-E a a+Ex 

(a) 

b +f. 
2 
b 

b-!:. 
2 

y 

-@):\·.,;':2:: 
- .'t'i\, 

1 

1 
1 
1 

Figura 335. Demostración del teorema 1. 
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Series 

Dada una sucesión z,, z
2
,· • ·, z,,,, · ··es posible formar la sucesión de sumas 

si Z¡ 

Sz Z1 + Zz 

(2) 

sn Z1 + Zz + + zn 

denominada sucesión de sumas parciales de la serie infinita, o serie 

(3) ¿ zm = Z1 + Zz + .... 
m=l 

Los 
21

, z,; se denominan términos de la serie .. (La letra acostumbrad~para desig-_: 
nar Ja sumatoria es n, a menos que n se use para otros fines, como a~u1.) 

Una serie convergente es una serie cuya sucesión de sumas parciales converge,, 

por ejemplo 

s se denomina suma o valor de la serie y se escribe 

S = ¿ Zm = Z 1 + Zz + . . . · 
m=l 

Una serie divergente es una serie que no converge. 
Si en (3) se omiten los términos des", queda 

(4) 

Lo anterior se denomina residuo de la serie (3j después del término z,, Resulta evi
dente que si (3) converge y tiene la sumas, entonces 

Luego, s --, s por la definición de convergencia; por tanto, Rn--'> O. En aplicaciones, 
cuando s'~ desconoces y se calcula una aproximación sn des, entonces IR,,I es el ~rror, , 
y R,,--, O significa que IR,, puede hacerse tan pequeño como se quiera, al elegir a n ,. 
suficientemente grande. 

Una aplicación del teorema 1 a las sumas parciales relaciona inm~diatamente la 
convergencia de una serie compleja con la convergencia de las dos senes efe sus par
tes reales y de sus partes imaginarias: 

) ') ) ) ) ) 1 i ) ) ) j ) 
·--- ·- ---··-----·-· ---
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Teorema 2 (Partes reales e imaginarias) 

Una serie (3) con z,,, x,,, + iym converge con sumas s = u + iv si y sólo si x, + x, .+ .. , 
converge a la suma u y y, + y

2 
+ · · · converge a la suma v. 

Pruebas para la convergencia y la divergencia de series 

Las pruebas de convergencia en los complejos son prácticamente las mismas que en 
cálculo. Se aplican antes de usar una serie, a fin de asegurarse de que la serie converge. 

La divergencia puede a menudo demostrarse de manera muy simple como sigue. 

Teorema 3 (Divergencia) 

Si una serie z, + z2 + · · ·, converge, entonces lim z, = O. Por tanto, si lo anterior no 
se cumple, entonces la serie diverge.. '"~ - " 

De1nostració11. Si z 1 + z2 + · · · converge a la sumas, entonces como zm = sm - sm_,, 

sm_ 1 ) = lím sm lím s rn _ 1 = s - s = O. 11 
m-+co m-+co 

¡Atención! z"'--, O es necesaria para la convergencia, aunque no es suficiente, como 
se observa a partir de la serie armónica 1 + f + f + f + · · · , que satisface esta 
condición aunque diverge, como se demuestra en cálculo (ver, por "jemplo, la obra de 
referencia 12 descrita en el apéndice 1 ). 

La dificultad práctica para demostrar la convergencia es que en casi todos los 
casos se desconoce la suma de una serie .. Cauchy resolvió este hecho al demostrar que 
una serie converge si y sólo si sus sumas parciales tenninan por aproximarse entre si: 

Teorema 4 (Principio de convergencia de Cauchy para series) 

Una serie z 
1 

+ z
2 

+ · · · converge sí y sólo si para todo E> O dado (sin importar cuán 
pequeí'ío sea) es posible encontrar una N (que en general depende de E) tal que 

(5) para todo 11 > N y p = 1, 2, · · · . 

La demostración, que es algo complicada, se deja como actividad opcional (ver 
el apéndice 4). 

Convergencia absoluta. Una serie z, + ~
2 

+ · · se denomina absolutamente conver
gente si la serie de los valores absolutos de los términos 

2'. lzml = lz1I + lz2I + · · 
m=l 

es convergente. 
Si z, + z, +···converge pero /z,I + lz

2
/ +···diverge, entonces la serie z, + z, + · 

se denomina, con más precisión, condicionalmente convergente .. 

) ' 
·¡ ; 

·' .. , .,, ) _) - ) ' J ) ) ) 
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Ejemplo 3 Una serie condicionalmente convergente. 

La serie. 1 - f + f - { + - converge pero sólo condicionalmente, porque la serie annónica diverge,· 
corno ya se mencionó (a continuación del teorema 3) 1 

Si una serie e.s absolutamente convergente, entonces es convergente en el senti- · 
do usual 

Este hecho se concluye inmediatamente del principio de Cauchy (problema 14). 
Este principio también conduce a la siguiente prueba general de convergencia, 

Teorema 5 (Prueba de comparación) 

Si se tiene una serie z, + z
2 

+ ··y es posible encontrar una serie convergente b, + b, 
+ · · · con términos reales no negalivos /a/es que 

para n = 1, 2, · 

entonces la serie dada converge, incluso abso/ulamenle. 

Demostración. Por el principio de Cauchy, como b, + b
2 

+ 
para cualquier E> O dado es posible encontrar una N tal que 

para todo n > N y p 

converge, entonces 

l, 2, · · 

Con base en lo anterior y como iz,I ;;a b,, lz,I ;;a b
2

, ··,se concluye que para estos n y p 
se tiene 

Así, una vez más por el principio de Cauchy, lz,I + jz
2
1 + · · · converge, de modo que z, 

+ z, + · · es absolutamente convergente, 111 

Una buena serie de comparación es la serie geométrica, que se comporta como sigue. 

Teorema 6 (Serie geométrica) 

La serie geométrica 

m=O 

l + q + q2 + . " . 

converge a la suma l/( 1 - q) si lql < J y diverge si fql e;; 1. 

Demostración. Si fql e;; l, entonces fq"'I e;; 1 y el teorema 3 implica divergencia. 
Luego, sea fql < 1. La n-ésima suma parcial es 

A partir de lo anterior, 
l +e¡+ 

q + 

' l· (;: ( ( ( .( ( ( 
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Al efectuar la resta, casi todos los tém1inos del miembro derecho se cancelan por 
pares, por lo que se q\leda con 

Luego, 1 - q * O, ya que q * 1, y entonces es posible despejar s", con Jo que se obtiene 

(6) s = n 

+! 

1 - e¡ 1 - e¡ 

qn+I 

l - q 

Como ICJI < 1, entonces el último término tiende a cero cuando n ~ = .. Por tanto, la 
serie es convergente y su suma es J /( 1- q) .. Así se completa la demostración, 11 

Prueba de la razón 

Esta es la prueba más importante en Jo que resta del libro. Se obtiene tomando la serie 
geométrica como la serie de comparación b, + b

2 
+····en el teorema 5: 

Teorema 7 (Prueba de la razón) 

Si una serie z, + z
2 
+ · · con z,, ;,= O (n = 1, 2, · 

n mayor que algu,10 N, 

(7) 

· ) tiene la propiedad de que para toda 

(n > N) 

(en donde e¡ < 1 e.s fl)a), entonces esta serie converge absolutamente. Si para toda 
n > N, 

(8) lz::11 ~ (n > N), 

la se, ie diverge 

Demostración. Si (8) se cumple, entonces lz,,.,1 e;; lz,,I para estas n, de modo que la 
divergencia de la serie se concluye por el teorema 3. 

Si (7) se cumple, entonces lz,,,,I ;;a lz,,lq paran> N, en particular 

etc., 

y en general, fzN) ;;a fzN ,1 q'~'. Por tanto 

La convergencia absoluta de z, + z, + · · · se concluye ahora por la prueba de compa
ración y la serie geométrica, ya que q < l (teoremas 5 y 6). 11 

www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
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¡Atención! La desigualdad (7) implica lz,,+ 1 lz,,I < 1, pero esto no implica converge 
cía, como se observa en la serie am1ónica, que satisface z.+/z. = n/(n + 1) < 1 pa 
toda n, pero diverge.. ,, .. 

Si la sucesión de las razones (7) y (8) converge, se obtiene el más conveniente_·· 

Teorema 8 (Prueba de la razón) 

Si una serie z, + z
2 

+ · · .. con z.;,, O (n = 1, 2, · .... ) es ral que 

(9) Jim \Zn+l\ = L, 
n-,.oo Zn 

entonces se tiene lo siguiente 

(a) Si L < 1, la serie converge absolutamente 
(b) Si L > 1, diverge .. 
(e) Si L = 1, ía prueba fracasa, es decil; no puede concluirse nada. 

Demostración. (a) En (9) se escribe k = lz ,lz I Sea L = 1 b < 1- Entonces, por 1 ;
definición de limite, las k,, terminarán "por ~p+ro¡'imarse a 1 - b, por ejemplo, k.;;, q 
1 - f b < 1 para toda 11 mayor que alguna N .. La convergencia de z, + z2 + · · · s 
concluye ahora a partir del teorema 7 _ 

(b) De manera semejante, para L = 1 +e> 1, se tiene k,, ~ 1 + -} c > 1 para tod 
11 > N" (suficientemente grande), lo que implica la divergencia de z 1 + z2 + · 
debido al teorema 7. 

(e) La serie armónica cumple z,,+, lz,,= 11/(11 + 1 ), por lo que L = 1 y diverge .. La seri 
1 ;, 

112 
cumple 

(11 + 1 )2 ' 

también tiene L = 1, aunque converge .. La convergencia se concluye de (figura 336) ,: 

1 In dx 1 --+-:s;J+ -=2--
112 - 1 x2 n , 

de modo que s
1
, + s

2
,+ .. · · es una sucesión acotada y es monótona creciente (ya que 

todos los términos de la serie son positivos); ambas propiedades son suficientes para 
la convergencia de la sucesión real s,, s,, .. · 11 

)' 

Área 1-
4 

Áreat 

3 

• 1 Area16 

4 

Figura 336. Convergencia de la serie 1 + 1/4 + 1/9 + 1/16 + ·· 

) ) > 
.J ) ) 

X 

s!JCESIONES, SERIES Y PRUEBAS DE CONVERGENCIA 
261 

Ejemplo 4 Prueba de la razón. 

La siguiente serie. ¿converge o diverge? (Primero adivine; Juego calcule,) 
00 

(100 + 75i)n 1 
22 , = 1 + <100 + 1s;¡ + -<100 + 15;¡2 + 

n=O n. 2! 

Solución" Por el teorema 8, la serie es convergente. ya que 

/z:: 1

1 
IJOO + 75iJn+l/(n + I)! 

IJOO + 75ilnln! 
1100 + 75il 

n + 1 

Ejemplo 5 El teorema 7 es más general que el teorema a. 

La siguiente serie. ¿converge o diverge? 

125 

n + 1 

. 1 i I i 
1 + 2 + 8 + 16 + 64 + 1 28 + 

L O. 111 

Soluci~n Las razon~s de los valores absolutos de términos consecutivos son f, f, f. +, Por 
tanto. la convergencia se concluye del teorema 7 Como la sucesión de estas razones no tiene límite, 
entonces n<l es aplicable el teorema 8 1 

Prueba de la razón 

Las dos pruebas prácticamente más importantes son la prueba de la razón y la prueba de la 
raíz .. La prueba de la razón suele ser más simple; la prueba de la raiz es algo más general.. 

Teorema 9 (Prueba de la raíz) 

Si una serie z, + z2 + .. · · es tal que para toda n mayor que alguna N 

(10) ~ ~ e¡ < 1 (n > N) 

(en donde q < 1 es fi)a), entonces esta serie converge absolutamente .. Si para una 
infinidad den se tiene que 

( 1 1) 

mtonces la serie divetge 

De~nostración. Si ( 1 O) se cumple, entonces lz,,I ;;; q" < 1 para toda n > N. Por tanto, la 
sene lz,I + lz2I + .. - converge por comparación con la serie geométrica, de modo que 
z, + z, + ·· converge a~solutamente. Si ( 11) se cumple, entonces lz.l ~ 1 para una infini
dad den. La d1vergenc1a de z, + z, +···se concluye ahora con base en el teorema 3.111 

¡Atención! La ecuación (10) implica 'VízJ < 1, pero no implica convergencia, como 
se ve en la serie armónica, que cumple ~ < J, pero diverge .. 

Si la sucesión de las raíces en ( 1 O) y ( 11) converge, se tiene de manera más 
conveniente el 
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Teorema 1 O (Prueba de la raíz) 

Si una serie z, + z2 + .. es tal que 

(12) lim v'kJ L, 

entonces se liéne lo siguiente .. 

(a) Sil < 1, la .. serie converge absolutamente. 
(b) Sí L > 1, diverge 
(e) Si l = 1, la prueba.fracasa, es decit; no puede concluirse nada .. 

Demostración. La demostración es paralelá a la del teorema 8. 

(a) Sea L = 1 - a· < 1 .. Entonces por la definición de límite se tiené '~ < q = 1 
- fa·< 1 para toda n mayor que alguna N • (suficientemente grande). Por tanto, /z"I < •· 
q" < J para toda n > N · .. La convergencia absoluta de la serie z, + z, + · · · se concluye 
ahora de la comparación con la serie geométrica. 

(b) Sil> 1, también '~ > 1 para toda n suficientemente grande. Por tanto, /z,,/ 
> J para estas 11. Ahora, el teorema 3 implica qué z, + z2 + · ···diverge. 

(e) Tanto la serie armónica dive,gente como la serié co11vergehte l + f + t + ¡\;-+ 
-fg + ·· ·· .. proporcionan l = 1. Lo anterior puede observarse a partir de (In n)ln-, O y 

n e<Zln)In n 

Ejemplo 6 Prueba de la razón .. 

La siguiente serie, ¿es convergenle o divergente? 

(4 - ¡')TI I 
J (4 Í) + ...!... (4 - Í) 2 

= 4 - 7 - 19 + 

Solución. Por el teorema JO. la serie diverge, ya que 

"1<4 íl"I 
z2T! + 3 

VJ7 VJ7 
n ~L.=--> l .. 
~ 4 

Aquí termina el análisis de los conceptos y hechos básicos sobre series complejas 
y pruebas de divergencia .. En la siguiente sección se inicia el trabajo verdadero. 

Problemas de la sección 14.I 

Sucesiones 

Las siguientes sucesiones, ¿están acotadas? ¿Son convergentes? Determinar sus puntos límite .. 

l. zn {-])TI + 2í 2. zn = ein-rr/2 3. ZTI (- l)"/(11 + i) 

4. ZTI (3 + 4i)"/n! s. (Ji)" - (1 + i)n 6. Zn i1T + ein'"14/n TT 

7. ZTI ( - l)n + iln 8. Zn = nrr/( 1 + 2in) 9. ¡:TI ¡n COS t17i 

e ( ( ( I ( ( ( ( ( ( (1 o Q 
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10. (Unicidad del límite) Demostrar que si una sucesión converge, entonces su límite es 
único 

¡ t. Si 21 + z, + · converge al límite I Y z, * + z,* + · converge al limite[; demostrar que=, 
+z,•, z, +z,*, .. converge al limite/+/* .. 

12. Demostrar que con las hipótesis del problema 11 la sucesión z,z, *, 2222 •, . , converge al 
límite//* 

13. Demostrar que una sucesión compleja z, + z, + .. está acotada si y sólo si las dos 
sucesiones correspondientes de las partes reales e imaginarias están acotadas .. 

Series 

14. (Convergencia absoluta). Demostrar que si una serie converge absolutamente, entonces 
es convergenteº 

Las siguientes series, ¿son convergentes o divergentes? 

15. 
00 

(100 + 200i)TI 
= - i "' /l ¡n 

¿ 16. ¿ 311 + 2i 
17. ¿ -

n! 
n=l 11 n=O n=O 

i ,i(1; l "' (s'f "' 11 2n + ¡2n 
19. 

~o i 114 20. ¿ 
n! 

n=O · n=l 
18. 

00 (2i)nn! 
00 (] O + 7i) 8TI 00 

¿ 22. ¿ 23. ¿ /l + 1 
nTI (211)! 2TI/l 

n=l TI-O n::a:I 
21. 

24. Suponer que 12
0 

,lz);;; q <\,de modo que la serie z, + z, + .... ·converge por la prueba de 
la razón (teorema 7). Demostrar que el residuo R.= z0 , 1 + z,., + .. · satisface IR);;; lz,,. 1' 
/( ¡ -q) .. (Sugerencia Aplicar el hecho de que la prueba de la razón es una comparación de 
la serie z, + z, + con la serie geométrica ) 

25. Usar el problema 24 para encontrar cuántos términos bastan para calcular la sumas de la 
serie en el problema 23 con un error inferior a 0 .. 05, Y calcular s con esta exactitud .. 

14.2 SERIES DE POTENCIAS 

Las series de potencias constituyen las series más importantes en análisis complejo, 
como se mencionó al inicio del capítulo y como se verá a continuación en detalle. 

Una serie de potencias en potencias de z - z0 es una serie de la forma 

(1) ¿ an(z - Zo)n 
n=O 

en donde z es una variable, a
0

, a,, ...... son constantes, denominadas coeficientes de la 
serie, y z

0 
es una constante, denominada centro de la serie. 

Si z
0 

= O, se obtiene un caso particular de una serie de potencias en potencias de z: 

(2) ¿ anzn ªo + alz + 
? + ªzZ- .. 

n=O 
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Comportamiento de las series de potencias 
en cuanto a convergencia 

En la última sección se presentó la definición para series de términos constantes. Si 
los términos de una serie son variables, como funciones de una variable z (por ejem
plo, potencias de z, como en una serie de potencias), entonces asumen valores defini
dos si se fija z, y así se aplican todas aquellas definiciones .. Resulta evidente que para 
una serie de funciones de z, las sumas parciales, los residuos y la suma son funciones 
de z. En tém1inos generales, una serie así converge para alguna z, por ejemplo, a lo , 
largo de toda una región, y diverge para otra z. En general, tal región puede ser com
plicada. Para una serie de potencias es simple .. De hecho, se verá (e~ el teorema 1, que 
se presenta a continuación), que ( 1) converge a lo largo de todo un disco con centro en 
z

0 
-este es el caso general- o en todo el plano complejo; o bien, converge sólo en el 

centro z
0

, en [cuyo caso (1) es prácticamente inútil]. Primero se ilustrarán estas tres'; 
posibilidades con tres ejemplos típicos. 

Ejemplo 1 Convergencia en un disco. Serie geométrica. 

La serie geoméJrica 

1 + z + z2 + 

converge absolutamente si l=I < 1 y diverge si lzl e; 1 (ver el teorema 6 en la sección 14. I ). 111 

Ejemplo 2 Convergencia para todo z. 

La serie de potencias 

oo n z2 z3 
¿~=l+z+-+ +··· 

n=O n! 2! 3! 

es absolutamente convergente para toda z De hecho, por la prueba de la razón, para cualquier z tija se 
tiene que 

l

zn+l/(n + l)!I lzl 
znln! = ~ -¡. O cuando 

Ejemplo 3 Convergencia sólo en el centro .. (Serie inútil). 

La serie de potencias 

¿ n! zn = l + z + 2z 2 + 6z 3 + 
n=O 

n -r co. 

converge sólo en z = O, pero diverge para todo z ;< O De hecho, a partir de la prueba de la razón se tiene que 

l

(n + l)!zn+ll . 
--n-!z_n__ = (n + 1 llzl -> oo cuando n -> oo (z tiJO y ,' O). 1 

Toda serie de potencias ( 1) converge en el centro porque para z = z
0 

la serie sé 
reduce al único término a

0
. Si este no es el único punto de convergencia, de modo que 

( I) también converge para alguna z
1 

a= z
0

, entonces ( 1) converge para toda z que esté 
más próxima a z

0 
que a z,: 

) ) ) ), ) ) ) ) ) ) ) 1 
/, 

,:) 
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Figura 337. Teorema 1. 

Teorema 1 (Convergencia de una serie de potencias) 

Si la serie de potencias ( 1) converge en un punto z z 
1 

;é z
0

, entonces converge 
absolulamente para todo z que esté más próximo a z, que a z 

1
, es decir, lz - z

0
1 < lz, 

- zr,I· Ver la figura 33 7 
Si ( 1) diverge en un z = z

2
, en/onces diverge para todo z que esté más lejos de z

0 

que de .z
1

• Ver la figura 337 .. 

Demostración. Como la serie ( l) converge para z" al aplicar el teorema 3 de la sec
ción 14.1 se obtiene 

Lo anterior implica que para z = z, los términos de la serie ( I) están acotados, por 
ejemplo, 

para todo 11 = O, 1, 

Al multiplicar y dividir entre (z1 -z0)", a partir de lo anterior se obtiene 

(3) 

Ahora la hipótesis lz - z
0
1 < lz, - z

0
1 implica que 

'
~,<l. 
Z1 - Zo 1 1 

n z - z 
~ Por tanto, la serie M¿ 

rt=O 

es una serie geométrica convergente (ver el teorema 6 en la sección 14 I ). La conver
gencia de ( I) cuando lz - z

0
1 < lz, - z

0
I se concluye ahora a partir de (3) y de la prueba 

de comparación en la sección 14. 1 .. 
Si la segunda afirmación del teorema fuese falsa, entonces se tendría convergen

cia en un z
3 

tal que lz
3 

- z0 I > lz, - z0 I, lo que implica convergencia en z, por la afim1a
ción recientemente demostrada, lo cual contradice la divergencia asumida en z, 11 

Radio de convergencia de una serie de potencias 

Los ejemplos 2 y 3 ilustran que una serie de potencias puede converger para todo z o 
sólo para z = z

0
• Ambos casos se excluirán por el momento .. Entonces, si se tiene una 

·¡ 
/ ) ) ) .-, ) ) ) 

------------· .. -----·-------·· .. ._ ....... 
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Figura 338. Circulo de convergencia. 

serie de potencias (1 ), es posible considerar todos los puntos zen el plano complejo 
para los cuales la serie converge. Sea R tal que la distancia· de cada uno de estos, 
puntos al centro z 0 es menor o igual que R, y se supondrá que Res el menor número· 
posible con esta propiedad; en otras palabras, R es el radio del menor circulo con ' 
centro en z

0 
que contiene a todos los puntos en los cuales la serie converge. Entonces,· 

el teorema I implica convergencia para todo z dentro de tal círculo; es decir, para todo . 
z para el que 

(4) 

Y como Res lo más pequeño posible, entonces la serie diverge para toda z para la que 

lz - z0 / > R. 

El círculo 

¡ rz - Zof 

se denomina círculo de convergencia, y su radio Res el radio de convergencia de 
(1 ). Ver la figura 338. 

Para incluir los dos casos excluidos en la notación, se escribe 

R ==si la serie(!) converge para todo z (como en el ejemplo 2) .. 

R = O si ( 1) converge sólo en el centTo z = z
0 

(como en el ejemplo 3). 

Lo anterior es una notación conveniente, pero nada más. 
Para una serie de potencias real ( l) en potencias de x - x

0 
con coeficientes Y 

centro reales, (4) proporciona el intervalo de convergencia !x -x
0
! < R de longitud 

2R sobre I a recta real. 
Para evitar malentendidos: no es posible hacer ninguna afirmación general acer

ca de la convergencia de una serie de potencias ( l) sobre el circulo de convergencia 
mismo. La serie ( 1) puede converger en alguno o en ninguno de estos puntos .. Los 
detalles carecen de importancia en este texto; por tanto, un simple ejemplo basta para 
darse una idea. 

e, e, e e e C· e, e r, C C C I Ci e, C1 O (: 
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Ejemplo 4 Comportamiento sobre el circulo de convergencia 

Sobre el círculo de convergencia (radio R == J en todas las tres series). 

L.Z''/n~ converge en todas partes, ya que El/n~ converge 
T..z'•/n conyergc en -1 (por la pruebn de Leibnitz), pcr0 diverge e!'! ! 
kz" diverge en todas partes 

El radio de convergencia R de la serie de potencias (]) puede determinarse a 
partir de los coeficientes de la serie como se muestTa a continuación. 

Teorema 2 (Radio de convergencia R) 

Suponga que la sucesión !an+,la), n l, 2, · · , converge con límite L* §i L* = O, 
entohces R ==;es decil; la serie de potencias ( I) converge para todo z. Si L aé O, (por 
tanto L,. > O), en/onces 

(5) r:-=-il 
~ 

(Fórmula de Cauchy-Hadamard 1). 

Si !a,,+,la) -, 00, entonces R = O (convergencia sólo en el cen/ro z
0
).. 

Demostración. La serie (l) tiene los términos Z,, = a/z - z
0
)" Por tanto, en la prueba 

de la razón (teorema 8 de la sección I 4 .. 1 ), 

L= lím -- =Jím /
Zn+1¡ 

n-+co zn n-CQ 

es decir, 

l

ªn+1Cz - Zo)n+ll 

an(z - Zo)n 

L = L*/z - Zol 

Si L' = O, en/onces L = O para todo z, y la prueba de la razón proporciona convergencia 
para todo z, como se afirmó. Sea l" > O. Si !z - 2

0
! < l /C, ,entonces L = l" !z - z

0
! < l, 

y ( 1) converge por la prueba de la razón. Si !z-z
0
! > l /L', entonces L > l, y ( 1) diverge 

por la prueba de la razón. Por definición, lo anterior muestra que 1/C es el radio de 
convergencia R de ( I) y demuestra (5) .. Si !a /a 1 -, =, entonces IZ ,f Z I e;; I para to
do z aé z

0 
y toda 11 suficientemente grande, de";;,odo que la divergenci; de°( 1) para todo 

z * z
0 

ahora se concluye con base en el teorema 7 de la sección 14. 1. 1 

Comentario. Si L' = lím !a,,+/a,,! * O, entonces con (5) se obtiene 

(6) 

1 Denominada así en honor de los matemáticos franceses A L CAUCHY (ver la nora de pie de página 
de la sección 2.6) y JAQUES HADAMARD ( 1865-1963) Hadamard realizó contribuciones funda

mentales a la teoria de la serie de potencias y dedicó su obra a las ecuaciones diferenciales pa1cia!es 

www.elsolucionario.net
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Lo anterior es plausible, ya que si an ~ O rápidamente, e~tonces_ la/an+,I es grande en 
promedio (¿,por qué?) y la serie converge en un g~an disco. S1 an ~ ~ lentame~te, · 
entonces ¡a la ¡ es relativamente pequeño y la sene converge en un disco relativa-

,. n+I 

mente pequeño. . . . . 
Las fórmulas (5) y (6) no son de utilidad si C no existe, aunque s1gu~n siendo · 

posibles extensiones del teorema 2, como se analizará a continuación en el eJemplo 6. ' 

Ejemplo 5 Radio de convergencia. 

Determinar el radio de convergencia R de la serie de potencias 

00 
(211) ! 

¿ (n!)z(Z - 3;¡n. 
n=O 

So/uciótL Por (5). 

(711 + 2)!/[(n + 1)!] 2 

u = lím (2n)!/(l1!)2 
n-oo 

l
. (2n + 2)(2n + 1) = 

4 un 2 , 
n-oo (n + 1) 

La serie converge en el disco abierto I= - 3,j < 1 /4 de radio 1 /4 y centro 3i 

Ejemplo 6 Extensión del teorema 2 

Determinar el radio de convergencia R de la serie de potencias 

R 
L.* 4 

i [1 + ( 
n=D 

1 J l .., 2) ? 2-3 3 + c'2 + z-4)z4 + ' .. I)"+- z"=3+2-z+(2+~- z-+ z 
211 

SoluciórL Debido que la sucesión de las razones 1/6, 2(2 + 2-'J, 1/2'(2 + 2·'), 
el 1eorema 2 no es de utilidad Es posible demostrar que 

no converge. entonces 

(5*) R = 1/L, L = lírn ~-
n-oo 

Lo anterior siaue no siendo de utilidad en este caso, ya que ( :¡¡;;J} no converge porque por inspección se 
demuestra qu; tiene dos puntos limite: l /2 y I Además, es posible demostrar que 

(5-*) R = lit, / es el mayor punto limite de la sucesión {~} 

Aqui T = 1, de modo que R = 1 Respuesw. La serie converge para izl < 1 11 

Resumen. Las series de potencias convergen en un disco circular abierto o algunas 
incluso para todo z (o algunas sólo en el centro, aunque no son de utilidad); para el 
radio de convergencia, ver (5), (6) o el ejemplo 6. 

Las series de potencias, excepto por las que no son de utilidad, P?seen sumas que 
son funciones analíticas (como se demostrará en la siguiente sección); este hecho 
explica su importancia. 

Problemas de la sección 14.2 

Encontrar el centro y el radio de convergencia de las siguientes series de potenciasº 

3, ia (¡) \2n l. ¿ 2 .. ¿ (z + 4i)" nrrn(z - i)" 
n=O n=l 

ce ... zn 
4. ¿ ~ 

n=O n. 

"? (z 2i) n "' z2n ¿ - ¿ 5. 6. 
~ 

n=O 5" 
n=l 

·,) ') ') ') ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ), ') ) ). 
·, 

) ) 

.. ~--- -·--

r¡::uNCIONE,'3 DADAS POR SERIES DE POTENCIAS 
269 

e.o 210n 
7. ¿-(z + i)" 8. ¿ nn(z + ])'\ 

n=O n! 
n=l 

"' (- l)n 00 ¡nn3 
10. L ---z2n 11. ')' -- z2n . 22"(11!)2 ~ 2" n=O n=O 

9. ¿ (3z - 2i)" 
n=O 

"' (311)! 
12. ¿ (11!)3 (z + rri)n 

n-o 

13. ¿; c211 ¿ (z - ])" 
14. + ])! ¡¡n 

TI=O n=l 
oo n! 

Í7. 
3n 16. ¿ --;: (z + 2)n ¿ 

n=l n n~l 

15. ¿ (n 
zn+2 

+ 1)(11 + 2) n=O 
oo nn 

])2" 18. ¿ -(z -
n=l n! 

19. Demostrar que si una serie de potencias La,.z" tiene radio de convergencia R (que se 
supone finito), entonces La.z'" tiene el radio de convergencia JI[ 

20. ¿Existe una serie de potencias en potencias de z que conve~ja en z = 30 + J Oi y diveéja en 
z = 3 1 - 6i? (Justificar la respuesta ) 

14.3 FUNCIONES DADAS POR SERIES DE POTENCIAS 

) 

El objetivo principal de esta sección es demostrar que las series de potencias repre
sentan funciones analíticas (teorema 5). En el proceso para lograr tal objetivo se 
verá que las series de potencias tienen un "buen" comportamiento bajo la suma, 
multiplicación, diferenciación e integración, lo cual las hace bastante útiles en aná
lisis complejo. 

Para simplificar las fórmulas de esta sección, se toma z
0 

= O y se escribe 

(1) 

. . . . * 
Lo anter1or no es una restncc1on, ya que en upa serie en potencias de z - z con 
cualquier centro z0 siempre es posible escribir z -z

0 
= z para reducirla a la form~ ( J ). 

Si una serie de potencias (1) arbitraria tiene un radio de convereencia diferente 
de cero, entonces su sumatoria es una función de z, por ejemplo,j(z)~ Así, se escribe 

(2) f(z) (izl < R) 

Se dice quefiz) esrá representada por la serie de porencias o que esta desarrollada 
en la serie de potencias. Por ejemplo, la serie geométrica representa la función/(z) = 

1/( 1 -z) en el interior del círculo unitario izJ = 1. (Ver el ejemplo l en la sección 14..2.) 
El primer objetivo es demostrar la unicidad de tal representación; es decir, una 

}unción fiz) no puede represen/ar.se por dos .series de polencias difere/Jles con el 
mismo cenlro. Si fiz) puede desarrollarse en una serie de potencias con centro z

0
, 

entonces el desarrollo es único. Este hecho importante suele usarse frecuentemente en 
análisis complejo y real. Este resultado (teorema 2, que se enuncia a continuación) es 
una consecuencia del 

) ) ) ) _) ) ) i ) .~·; -
---- -·····--

~ 
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Teorema 1 (Continuidad de la suma de una serie de potencias) 

Lafunciónf(z) en (2) con R > 2 es continua en z O. 

Demostración. Por la definición de continuidad, debe demostrarse que 

lím f(z) = f(O) = a
0

, 
z-o 

es decir, es necesario demostrar que para un E > O dado existe un 8 > O tal que /z/ < 8 
implica l/(z)- a 0 / < E Luego, por el teorema I en la sección 14..2, (2) converge abso-
lutamente para /z/ ;;é r < R. Por tanto, la serie · 

¿ /an/rn-1 
n=l 

r L /anJ,-n 
n=l 

(r > O) 

converge. Sea S su suma. Entonces, para O < /z/ _;;é r, 

~ /z/ ¿ /an¡,-n-1 /zfS. 
n=l 

Lo anterior es menor que E para lzl < 8, en donde 8 > O es menor que r y que E /S. J11 

Con base en este teorema ahora ya es fácil establecer el teorema de unicidad 
deseado (una vez más suponiendo z

0 
= O sin pérdida de generalidad): 

Teorema 2 (Teorema de identidad para series de potencias) 

Suponer que las serie, de potencias 

L, anzn y 
n=O 

convergen para lzl < R, en donde res positivo, y que tienen !a misma suma para todos 
estos z Emonces ellas series son idénticas,- es decir, 

para todo n = O, 1 , 

Demostración. Se procederá por inducción .. Por hipótesis, 

([zf < R). 

Por el teorema 1, las sumas de estas dos series de potencias son continuas' en z = O. 
Así, ªo= b0 ; la afinnación es cierta paran= O. Luego se supone que a = b paran= 

' " n 

(º(;((,(((( /. ( ( (, e e e; e e e no 
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O, 1, · , m. Entonces es posible omitir en ambos miembros los ténninos iguales y 
dividir el resultado entre z'"+ 1 (atc O); así se obtiene 

Por el teorema 1, cada una de estas series de potencias representa una función que es 
continua en z =O.Por tanto, a.,+,= b,,,+,· Así se completa la demostración. lil 

Las series,de potencias representan funciones analíticas 

Este hecho se demostrará como el objetivo más importante de esta sección, luego de 
una breve preparación En la siguiente sección se verá que, recíprocamente, toda 
función analítica puede representarse mediante series de potencias (denominadas se
ries de Tay/or). Este hecho es bastante sorprendente y explica la gran importancia de 
las series de potencias en análisis complejo. 

La suma o resta término a término de dos series de potencias con radios de conver
gencia R, y R

2 
produce una serie de potencias con radio de convergencia por lo menos 

igual al menor de R
1 
y R,. Demostración. Las sumas parciales sn y S: se suman (restan) 

tén11ino a ténnino y se usa lím (s" ± s:) = lím s,, ± lím s:. 

La multiplicación término a término de dos series de potencias 

f(z) ªo + 0 1 z + · · · 

y 

g(z) 
nt==O 

significa la multiplicación de cada término de la primera serie por cada ténnino de la 
segunda serie y el agrupamiento de los términos que tienen la misma potencia de z. 
Con lo anterior se obtiene una serie de potencias, denominada producto de Cauchy 
de las dos series, y que está dada por 

¿ (aobn + ª1 bn-1 + 
n=D 

Sin demostración, se afinna que esta serie de potencias converge absolutamente para 
todo z dentro del círculo de convergencia de cada una de las dos series dadas, y que su 
suma es s(z) =j(z)g(z). Para una demostración de lo anterior, ver [D7] mencionada en 
el apéndice I. 

La diferenciación e integración término a término de una serie de potencias es 
permisible, como se mostrará a continuación La serie de potencias que se obtiene al 
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derivar término a término (!) se denomina serie derivada de la serie de potencia;_ 

( 1 ); es decir, 

(3) 

Teorema 3 (Diferenciación término a término de una serie de potencias) 

La serie derivada de una serie de potencias tiene el mismo radio de convergencfa 

que la serie origínaL 

Demostración. Este hecho es una conclusión de (5) en la 'sección 14..2 porque 

(n + l)an+I 
1
, 
lffi 

lírn ~ lírn ªn+I 
11.-¡.co n n-00 a n 

Jím ªn+I 

n-oo ªn 

o, en caso de que el último límite no exista, a partir de es··) en la sección 14.2, obser", 

vando que "fñ ~ 1 cuando n ~ 00
. 

Ejemplo 1 Una aplicación del teorema 3, 

Encontrar el radío de convergencia R de la siguiente serie, aplicando el teorema 3, 

<X> 

>' (n) zn = z2 + 3z3 + 6z4 + 10z5 + .. ~::2 2 

Solución La serie geomC:trica se deriva dos veces término a té:m1ino y el resultado se multiplica por zJ/2.: 

Con lo anterior se obtiene la serie dada Por tanto, R = 1 debido al teorema 3 11 

Teorema 4 (Integración término a término de una serie de potencias) 

La serie de polencias 

Cl¡ 2 ª2 3 + ... 
ªoZ + 2 z + 3 z 

que se obtiene al integrar término a término la serie a0 + a 1z + a,z' + · 
mismo radio de convergencia que la serie original. 

La demostración es semejante a la del teorema 3. 
Con el teorema 3 como herramienta, ahora ya es fácil establecer el resultado 

principal de esta sección: 

Teorema 5 (Funciones analíticas. Sus derivadas) 

Una serie de potencias con radio de convergencia R diferente de cero representa una:; 
jimción anal frica en todo punto interior de su círculo de convergencia. Las deri_vadas., 
de esta.función se obtienen por diferenciación término a término de la sene ol'lgmal. · 

,.,) º) 
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Todas las series así obtenidas tienen el mL,mo radio de convergencia que la serie 
original Por tanto, en virtud de. la primera afirmación, cada una de ellas represe,?!ª 
unáfunci6n analítica. 

Demolitración. (a) Se considerará cualquier serie de potencias ( 1) con radio de con
vergencia positivo R. Sean/{z) su suma y/;(z) la suma de su serie derivada; por tanto, 

(4) f(z) y f 1 (z) 

Se demostrará que.Jtz) es analítica y que su derivada es/,(z) en el interior del círculo 
de convergencia. Lo anterior se efectuará probando que para cualquier z fijo con Jzl < 
R y t:.z ~ O, el cociente de diferencias [f(z + t:.z) - fiz)]lt:.z tiende a.J;(z). Al sumar 
término a término, por (4) primero se tiene que 

Observe que la sumatoria empieza con 2, ya que el término constante se elimina al 
tomar la diferencia.Jtz + &)-fl.z), y el término lineal también se elimina cuandof,(z) 
se resta del cociente de diferencias. 

(b) Se afirma que la serie en (5) puede escribirse como 

(6) ¿ ªné,.z[(z + 6.z)n-Z + 2z(z + C:,.z)n- 3 + · · · + (11 - l)zn- 2]. 
n=2 

La demostración, algo técnica, se proporciona en el apéndice 4. 
(e) Se considerará (6). Los corchetes contienen n - 1 términos, y el coeficiente 

más grande es n - l. Como (n - 1 )2 < n(n - 1 ), se observa que para Jzl ~ R0 y Jz + Ci.zJ 
~ R

0
, R

0 
< R, el valor absoluto de esta serie no puede exceder 

/Ci.z/ ¿ lanln(n - 1)R
0
n-z_ 

n=2 

Esta serie con a" en vez de la) es la segunda serie derivada de (2) en z = R0 y converge 
absolutamente debido al teorema 3 y por el teorema I de la sección I 4 .. 2. Por tanto, la 
serie actual converge. Sea K(R

0
) su suma .. Entonces el resultado anterior puede escri

birse como 

Al hacer que t:.z ~ O y observando que R
0 

(< R) es arbitrario, se concluye que/{z) es 
analítica en cualquier punto interior del círculo de convergencia y que su derivada 
está representada por la serie derivada. A partir de este hecho, la afirmación sobre las 
derivadas superiores se concluye por inducción.. ll 
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Resumen. Los resultados presentados en esta sección muestran que las series de pos: 
tencias son tan "bondadosas" como era de esperar; es posible diferenciarlas e inte-,: 
grarlas término a ténnino (teoremas J y 4). El teorema 5 explica la gran importancia 
de las series de potencias en análisis complejo; la suma de tales series (con radio de: 
convergencia positivo) es una función analítica y tiene derivadas de todos los órde- · 
nes, que por tanto son funciones analíticas .. Sin embargo, ésta es sólo una parte de la' 
historia. En la siguiente sección se demostrará que, recíprocamente, toda función ana
lítica dadaj(z) puede representarse por series de potencias. 

Problemas de la sección 14 . .3 

Encontrar el radio de convergencia de las siguientes series de dos maneras: (a) direc
tamente aplicando la fórmula de Cauchy-Hadamard (sección 14.2) y (b) aplicando el 
teorema 3 o el teorema 4 y una serie con coeficientes más simples. 

= n(n - 1) 
l. ¿ zn (z - í)" 1. 

n=2 

4. "' --- -= <-W ern+1 
n~O 211 + J 1T 

s. 

3n 
¿( 

n= l n 11 + 

¿ 2n11(11 

n=l T" 

1) zn 3. 

+ 1) 
z2n 6. 

¿ !!_ (z + ¡¡2n 
n= 1 5n 

= ('n + m) ~ zn 
n=O 111 

7. ,~1 n(n + l)(n + 2) zn 8. ~~o [ (" : k) J-\n+k 9. ,~o-(,-¡-'--- zn+l 

10. En la deniostración del teorema 3 se afirmó que "fñ-; 1 cuando 11-; =. Demostrar este 
hecho Sugerencw. Sea ''.fñ = 1 + en• donde en> O, y demostrar que en-, O cuando 11-; =. 

l l. Demostrar que ( 1 - zJ-' = :1:: 
0 

(n + 1 )z" (a) usando el producto de Cauchy y (b) diferen
ciando una serie idónea. 

11. Aplicando el teorema 2 a ( 1 + z}"( 1 + z)'' ( 1 + :::Y"'' (p y q enteros positivos), demostrar que 

13. Sifiz) en ( 1) es par, demostrar que an = O para 11 impar (Aplicar el teorema 2.) 
14. (Números de Fibonacci') Los núnie,os de Fibonacci se definen de manera recurrente como 

a
0 

= a
1 

= l, a,,= a,,_
2 

+ a,,_ 1 sin~ 2 .. Demostrar que sí una serie de potencias ªu+ a 1z + 
representa aj(:)= 1/( 1 - z- :::2), entonces sus coeficientes deben ser tales números y recípro· 
can1cnte. Sugerencia. Empezar a partir de/(=)( 1 - = - z2 ) 1 y aplicar el teorema 2. 

15. Escribir la demostración de la suma y la resta término a término de una serie de potencias 
indicadas en el texto. 

14.4 SERIES DE TAYLOR 

La suma de cualquier serie de potencias (con radio de convergencia positivo) es una 
función analítica, como acaba de verse (teorema 5, sección 14.J). A continuación se 

' LEONARDO DE PISA, llamado FlBONACCl (= hijo de Bonaccio). ca 1180-1250, matemático italia
no a quien se atribuye el primer renacimiento de las matemáticas en territorio cristiano 

( ( ( ( e·, f'.; e·, Cl O O 
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demostrará que, recíprocamente, toda función analítica/{z) puede representarse me
diante series de potencias, denominadas series de Taylor de fí.z) y que son de la 
misma forma que en cálculo, con x sustituida por el complejo z. · 

Así, sea/{z) analítica en una vecindad de un punto z = z
0

; primero se obtendrá Ja 
fórmula de Taylor y a pa1,ir de ésta se deducirá la serie de Taylor de.fí.z) con centro 
en z

0
. 

La herramienta crucial en la obtención de la fórmula de Taylor es la fórmula de la 
integral de Cauchy ( l) en la sección J 3 . .5; al escribir z y z· en vez de z

0 
y z, se tiene 

(]) 
1 J(z*) 

f(z) = -
2 

. .f.. -.-, -- dz*. 
rr1 ~ z· - z 

z está dentro de C, por lo cual en tal vecindad se considera un círculo de radio r con 
centro en z0 z· es la variable compleja de integración (figura 339). La siguiente idea 
es desarrollar 1/(z" - z) en (1) en potencias de z z

0
. Aplicando algunos pasos 

algebraicos (¡que merecen la pena de recordarse!), primero se obtiene 

(2) 
(z* - Zo) ( J z - Zo ) 

- z* - z
0 

z - Zo 

Para usar más tarde, se observa que como z * está sobre C mientras z está en C, se tiene 

• (2*) 

Ahora, a (2) se aplica la fórmula de la suma para una suma geométrica finita 

(3*) 
_ qn+l 

1 - e¡ 1 - q 

qn+) 

1 - q 
1 + e¡ + ... + qn (e¡ 'P 1 ), 

que se usa en la fonna 

(3) 
q 

1 + q + .. 
1 - e¡ 

Figura 339. Fórmula de Cauchy (1 ). 
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Al aplicar (J) con q (z - z
0
)/(z * - z) al miembro ·derecho de (2) se obtiene 

[1 Z - Zo ( z - z t e~ ~orl + + 
z* - ¡o + ... +. 

z* _;_ z z* Zo z* Zo 

+ (z 
z* .:... 

z~ r+l 
"'o 

La expresión anterior se )nserta en ( 1 ) .. Las potencias de z - z
0 

no dependen de Ja 
variable de integración z, de modo que es posible sacarlas del signo de la integral; 
con lo que se obtiene 

f(z) = _1_. ,.t: f(z*) dz* + ~ ,.t: f(z*) dz* + .. 
27TI 1~ z"· - z 0 2'11'i 1 (z* - z0) 2 

(4) 

... + _,z_-_. z;p) n .! . f(z:*) . . . dz* + 
2rri :r; (z* - z

0
)n+l 

en donde el últir:io término está dado por la fórmula 

(5) R (z) = (z - zo_)n+l .! f(z*) dz*. 
n 27TI 1 (z* - Zo)n+l(z* - z) 

Usando las fóm1Ulas de las integrales (1) en la sección 13.6 para las derivadas se 
obtiene 

f(z) 
(6) 

f( zo) + z - zºJ'( ) + (z - zo)2 f"( ) l ! Zo 2 ! . Zo + . . . 

+ (z - Zo)n ¡<nl( ) R ( ) 
n ! . Zo + n z . 

Esta representación se denomina fórmula de Taylor3, R (z) se denomina residuo. 
Como la función analíticaj(z) tiene derivadas de todos los 'órdenes, entonces nen (6) ' 
puede tomarse tan grande como se quiera. Si se deja que n tienda a infinito, a partir de 
(6) se obtiene la serie de potencias 

(7) f(z) -~ 

J 
Esta serie se denomina serie de Taylor dej(z) con centro z

0
• El caso particular de (7) 

con centro z0 =Ose denomina serie de Maclaurin' de.f(z). 

' BR_OOK TAYLOR ( l 685-173 1 ), matemático inglés que introdujo esta fóm1ula para funciones de una 
vanablc real 

' COL.IN lv1ACL.AUR!N ( l 698-1746), matcmútico escocés, profesor en Edirnburgo 

j, ) 
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Resulta evidente que la serie (7) converge y representa a/(z) si y sólo si 

(8) o .. 

Para demostrar (8), se considera (5). Como z· está sobre C mientras z está en el inte
rior de C (figura 339), se tiene iz' -zl >O.Con base en esta expresión y en la analiticidad 
dej(z) dentro y sobre C se concluye que el valor absoluto dej(z')/(z" -z) está acotado, 
por ejemplo, 

1 

f<z*) 1-;;r,. ¡:¡ 
z* - z 

para toda.:;;" sobre C. También, ¡z· -z
0

1 = r, el radio de C, y la longitud de Ces 2:,rr. Por 
tanto, al, aplicar la desigualdad ML (sección 13.2) a (5) se obtiene 

IR I o= lz - zoln+l / J f(z*) 1 
n 2rr c(z* - Zo)n+l(z* - z) dz* 

-;;¡,_ lz zoln+l M -1- 2rrr = Mr 1~1n+l 
2rr ,-n+l r 

En el miembro de la derecha, iz-z
0
¡ < r, ya que z está en el interior del circulo C.. Así, 

Ir - z
0
1 Ir< 1, de modo que el miembro derecho tiende a cero cuando n ~ oo. Esto 

demuestra (8) para toda zen el interior de C. Por el teorema 2 de la última sección, la 
representación de/(z) en la forma (7) es única en el sentido de que (7) es la única serie 
de potencias con centro en z

0 
que representa la funciónj(z) dada. Por tanto, es posible 

agregar el resultado como sigue 

Teorema 1 (Teorema de Taylor) 

Seaj(z) analítica en un dominio D, y sea z = z,, cualquier pu1110 en D. Entonces existe 
exactamente una serie de polencias con cenlro en z,, que represen/a aj(z). Es/a serie 
es de la forma 

(9) en donde an 

Es/a representación es válida en el mayor disco abierto con centro z
0 

contenido en D. 
Los residuos R"(z) de (9) pueden representarse en la forma (5). Estos coeficientes 
satisfacen la desigualdad 

(10) 

en donde Mes el máximo de Lf(z)I sobre la circunferencia iz - z
0
1 = r .. 

) _) _,•, .,) ) 
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La desigualdad (JO) se concluye de la desigualdad de Cauchy (3) en la secció 
1 J.6 .. Con la fórn1ula ( 1) de la sección 13 .. 6 también se obtienen los coeficientes en (9 

/O*) ,, 1 

-, 
--'-'"--- dz, 1 

'-------·-----------·-' 
en donde se integra en sentido contrario al movimiento de las manecillas del 
alrededor de una trayectoria simple cerrada que contiene en su interior a z0 . 

Prácticamente, (8) significa que para todo z para el que (9) converge, la 11-ésinfa 
suma parcial (9) tenderá aj(z) con la exactitud que se quiera; basta elegir a n suficiens· 
ternente grande. 

Los puntos singulares de una función analíticaj(z) son puntos en los quej(z) deja de/ 
ser analítica .. Más precisamente, z =ese denomina punto singular de.fiz) si/(z) no es', 
diferenciable en z = e, aunque todo disco con centro en e contiene puntos en los que. 

/{z) es diferenciahle También se dice quej(z) tiene una singularidad en z = c. Ejem
plos: J /( 1 z) en z = J, tan z en ± rt/2, ±Jrt/2, etc, , 

Usando est(' concepto, es posible afirniar que existe por lo menos un punto singu
lar de/(z) sobre el círculo de convergencia' del desarrollo (9). 

Importantes series de Taylor especiales 

Son como en cálculo, con x sustituida por el complejo z. ¿Puede ver por qué? (Res
puesta, Las fórmulas de los coeficientes son las mismas.) 

Ejemplo 1 Series geométricas 

:óeaj(z)= I /( 1 - =) Entonces se tiene/"'(=)= n!/( 1 - =)'" 1,f"'(O) = n! Por tanto, el desarrollo de Maclaurin 
de 1/( 1 - z) es la serie geométrica 

(I 1) 
1 - z 1 + z + z2 + rlzl < 1) .. 

fi.z) es singular en z = 1; este punto se encuentra sobre el circulo de convergencia 

Ejemplo 2 La función exponencial. 

Se sabe que la función exponencial<?' (sección 12 5) es analítica para toda z, y(<?')'= e' Así, a partir de (9) 
con .:11 =Ose obtiene la serie de Maclaurin 

(12) 
co zn 
2'., 

n=o 11
• 

z2 
z + 2! + .... I+ 

Esta serie lambién se obtienc si x se sustítuye por zen la conocida serie d:;: Muclaurin de {t'f 

5 En general, el radio de convcrgencin de (9) es it,",ual a la distancia de z
0 

al punto singular más próximo de 
fiz), aunque puede ser mayor~ por cjcn1plo, Ln z es singular a lo !argo del eje real negativo y la distancia 
de z0 = -J + 1 a ese eje es igual a l, pero la serie ele Taylor de Ln z con centro en zt1 = -l + i tiene radio de 
convergencia igual a 2 

l ) ) 

o @ o o e e, e, c1 e· e i e: e r (';-:, e, 
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Ademas, al hacer z = iy en ( 12) y separando la serie en las panes reales e imaginarias (ver el teorema 
2 de la sección 14 1) se obtiene 

; (iy)n 
.<., 1 

n-0 n. 

y2k 
" ( l)k -- + i " ,:,, (2kl! ,:,, 

k=ú 
l)k (2k + 1)1 

Como \as series del miembro derecho son las conocidas series de Maclaurin de las ·funciones reales cos y 
y sen y, esto demuestra que se ha redescubierto la fórmula de Eulcr 

( 13) e •Y = cos y + i sen y 

De hecho, ( 13) puede usarse para definir<?' y deducir a partir de ( 12) las propiedades bitsicas de e' Por ejemplo, 
la fónnula de diferenciación(~)'= rr se concluye fácilmente a partir de ( 12) al derivar término a tém1ino.. 1 

Ejemplo 3 Funciones trigonométricas e hiperbólicas .. 

Al sustituir ( 12) en ( 1) de la sección 12 7 se obtiene 

---------- - --------------------------, 
z2 z4 

cos z 

(14) 

sen z 

I - + - + 
2! 4! 

-2n+ 1 > (-J)n-"'--
n"::o (211 + ]) ! 

z3 z5 
Z + - +' . - 3! 5! 

L---~-------,--- --------------~ 
Cuando z = x, las expresiones anteriores son las conocidas series de Maclaurin de las funciones reales cos 
x y sen x De manera semejante. al sustituir ( 12) en ( 11) de la sección 12 7 se obtiene 

z2n z2 z4 
cosh z = ¿ (211)! 

1 + +- + . ' 

2! 4! 
(15) 

n=O 

¿ 
z2n+ 1 z3 zs 

senh z z + - + 
(211 + ])! 3! 5! 

n=O 

Ejemplo 4 Logaritmo. 

Con base en (9) se concluye que 

(16) j Ln (1 + z) Clzl < ]). 
z2 z3 

z-2+3-+--· 

Al sustituir= por -z y multiplicar ambos miembros por-1 se obtiene 

1 z 2 z3 
Ln ~ = z + 2 + 3 + <lzl < !). (17) -Ln (l - z) 

Al sumar ambas series se obtiene 

(18) 
1 + z ( z3 z5 

Ln -- = 2 z + - + - + 
1 - z 3 5 

<lzl < 1). 11 

En la siguiente sección se explicarán algunos métodos prácticos para obtener 
series de Taylor que evitan los farragosos cálculos de las derivadas en (9). 

) 

" '>, 
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Relación con la última sección 
·' El análisis presentado en la última sección puede relacionarse de manera elegante co,. 

esta sección: 

Teorema 2 Toda serie de potencias con radio de convergencia diferente de cero es la 
serie de Taylor de lafimción representada por esa serie de pote1¡cias (má,s brevemente: s 
trata de la serie de Taylor de su suma). 

Demostración. Considerar cualquier serie de potencias con 
positivo R y seafiz) su suma; así, 

Con base en el teorema 5 de la última sección se concluye que 

y más generalmente, 

.f(nl(z) = n!a,, + (11 + l)n · · · 3 · 2an+i<z - z
0

) + · · · ; 

todas estas series convergen en el disco lz z
0

J < R y representan funciones analíticas, ' 
Por tanto, debido al teorema 1 de la última sección estas funciones son continuas en 
z = z 0 . Si se hace z = z

0
, entonces se obtiene 

Como estas fórmulas son idénticas a las del teorema de Taylor, la demostración está 
completa. 11 

Comentario. Comparación con funciones reales. 

Una propiedad sorprendente de las funciones analíticas complejas es que poseen de, 
rivadas de todos los órdenes, y ahora se ha descubierto la otra propiedad sorprendente 
de que siempre pueden representarse por series de potencias de la forma (9). En gene
ral, este hecho no es cierto para las funciones reales; existen funciones reales que 
tienen derivadas de todos los órdenes, pero no es posible representarlas por una serie 
de potencias. (~jemplo:/{x) = exp (-1/x') si x;,, O y/(0) = O; esta función no puede 
representarse por una serie de Maclaurin, ya que todas sus derivadas son O en cero .. ) 

Problemas de la sección 14.4 

Encontrar la serie de Taylor de la función dada con el punto dado como centro y determinar el 
radio de convergencia. (Más problemas de este tipo se presentan en la siguiente sección, luego 
del análisis de los métodos prácticos) 

l. e-z, o 2. e2z 2i 3. sen rrz, o 
4. cos z. 7T/2 5. sen z. 7T/2 6. 1/z, 
7. 1/(l - z). -1 8. 1 /( 1 - z). 9. Ln z. 

10. senh (z - 2i), 2i 11. zs. -1 12. z4 - zZ + l. 
13. sen 2 z, o 14. cos 2 z. o 15. cos (z - 7T/2), 7Tl2 

) ") •·:") ') ") ) j '''j ) '.') ':) .'j ) ) ), ,') )¡ 
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Los problemas del 16 al 26 ilustran cómo es posible obtener propiedades de funciones a partir 
de su serie de Maclaurín. 

16. Usando ( 12), demostrar que (e')'= e'. 

17. Deducir ( 14) y ( 15) a partir de ( 12). Obtener ( 16) a partir del teorema de Taylor 
18. Usando ( 14), demostrar que cos z es par y que sen z es impar 
19. Usando (15), demostrar que cosh z,; O para todos los reales z x. 

20. Usando ( 14 ), demostrar que sen z,; O para todos los imaginarios puros z = iy,; O. 
21. Usando ( 14 ), demostrar que (sen z)' = cos z y (cos z)' = -sen z. 

22. Usando ( 14 ), demostrar que cos z + i sen ;: produce la serie de Maclaurín para e", y 
demostrar así la fórmula de Euler para el corp.plejo z. 

23. /{z) = (sen z)/z está indefinida en z O. Definir /{O) de modo que/{z) se vuelva entera. 
(Justificar la respuesta .. ) 

24. Encontrar la derivada de Ln ( 1 + z) mediante la diferenciación de ( 1 6). 

25. Deducir las relaciones ( 14) y ( 15), sección 12. 7, entre el seno y el coseno trigonométricos 
e hiperbólicos a partir de las expresiones actuales ( 14) y ( 15) 

26. A partir del problema 14, obtener la serie de Maclaurín de cosh' z. 

Los problemas del 27 a1'30 abordan la función error fer z (que está relacionada con la distri
bución normal de los capítulos 23 y 24), la integral del seno Sí(z), y las integrales de Fresnel" 
S{z) y C(z). Estas funciones especiales no elementales están definidas por integrales que no 
pueden evaluarse aplicando los métodos acostumbrados del cálculo, lo cual es bueno saber 
porque se presentan algunas veces en aplicaciones. Encontrar su serie de Maclaurin por inte
gración término a término de la serie de Maclaurín del integrando. 

2 J' 2 J'sen t 27. fer z = -- e-< dt 28. Is (z) = -- dr 
y:;;: o o t 

29. S(z) = J'sen 12 dt 
o 

30. C(z) 

14.5 SERIES DE POTENCIAS: MÉTODOS PRÁCTICOS 

En Ja mayor parte de los casos puede ser complicado o consumir mucho tiempo determi
nar Jos coeficientes de la serie de Taylor a partir de la fórmula en el teorema de Taylor, Y 
existen fom1as mejores y más rápidas para efectuar lo anterior, como se ilustrará en térmi
nos de ejemplos Úpicos. Sin importar el método usado, se obtiene el m.l~mo resultado, 
como se concluye a partir del teorema de unicidad (teorema 2 de la secc1on 14.3) 

Ejemplo 1 Sustitución. 

Encontrar la serie de Maclaurin de )lz) = 1 /( 1 + =') 
Solución. Al sustituir-=' por zen ( 11 ), sección 14 4, se obtiene 

(1) 

JI =0 

J) H ,:211 

+ n=O 

¡ _ -2 + :4 _ :6 + 

''AUGUSTIN FRESNEL ( 1788-1827), físico francés. conocido por su trabajo en óptica 

:,\ ) 1 ;) ) ))))))) 



www.elsolucionario.net

www.elsolucionario.net

282 

( ( ( (, ( ( ( ( ( ( ( C· r C ( ( 

SERIES DE POTENCIAS, SERIES DE TAYLOR, SERIES DE LAUREN 

Ejemplo 2 Integración. 

Encontrar la serie de Maclaurin dej{z) = rnn- 1 z 

Soluc:it!n Se tiene.f(z) = 1 /( 1 + z') Al integrar ( 1) término a término y usando.f(O) = O, se obtiene 

tan-l z = ¿ i_.'..!..'.'.. z2n+l 
n=O 2n + l 

+ - + 

esta serie representa el valor princípal de w =u+ iv = tan-1 z, definido como el valor para el que !u!< ;r.12, 

Ejemplo 3 Desarrollo usando la serie geométrica. 

Desarrollar 1 /(e - bz) en potencias de .z a, en donde e - ab ;= O y b ;= O 

Solución.. Para oblcncr potencias de z - a, se aplica álgebra simple: 

e - bz e - ab - b(z - a) 
(e - ab) [ 1 

b(z - a)] · 
e - ab 

A la última expresión se aplica ( 11) de la sección 14.4, con z sustituido por b(z- a)/(c- ab), con lo que se, 

encuentra 

e - bz e - ab ¿ 
n=O 

[~]" 
e - ab 

b" 
¿ ( - ab)n+l (z - a)n 

n=O e 

b 1,2 
a) + (e ab)3 (z - a)2 + . e - ab + (e - ah) 2 (z 

Esta serie converge para 

'

b(z - a)¡< I, 
e - ab 

es decir. 

Ejemplo 4 Serie binomial, reducción por fracciones parciales. 

Encontrar la serie de Taylor de la siguiente función con centro en z 0 = 1 

f(z) 
2z 2 + 9z + 5 

z 3 + z 2 - 8z - 12 

Solución. Dada una función racicnal, primero es aconsejable representarla como una suma de fracciones 

parciales y luego aplicar la serie binomial 

(2) 

(1 + z)-m oo (- m) ¿ n zn 
TI =O 

1 
_ mz + m(m + 1) 22 _ m(m + l)(m + 2) z3 + 

2! 3! 

Como la runción del miembro izquierdo es singular en z = -1, entonces la serie converge en el disco Jzl < I 
En cstt! caso primero se tiene 

2 
f(z) 

(3 + (z - 1 )] 2 2 - (z - 1) 

C(;(,( C ( ( ( (.'( ( ( e e 

$ERÍES DE POTENCIAS: MÉTODOS PRÁCTICOS 283 

Lo anterior puede escribirse como 

f(z) = .!. (-----) 
9 ( 1 + ~<z 1 )] 2 - J )) 

Aplicando la serie binomial, ahora se obtiene 

f{z) 

Las dos series en el miembro derecho pueden sumarse término a término Como el coeficiente binomial 
de la primera serie es igual a (-2)(-3) (- [n + J])/n! = (-l)"(n + 1), se encuentra 

00 

[ ( - J) "(n + 1) 1 J 8 J( ') = " - - (z - I)" = - -• ¿ 3n+2 2n 9 
n=O 

31 
54 (z - 1) 

23 108 (z - 1)2 -

Como .z = 3 es el punto singular defi.z) más próximo al centro z = 1, entonces la serie converge en el disco 

lz- 11 < 2 111 

Ejemplo 5 Uso de ecuaciones diferenciales. 

Encontrar la serie de Maclaurin dej(z)"' tan z 

Solución. Se tiene.f(z) = sec' z y, en consecuencia, dado quej(O) = O, 

J'(z) = 1 + J 2 (z). J'(O) = 1 

Al observar quej(O) = O, por diferenciación sucesiva se obtiene 

J" 2ff'' J"(O) O, 

¡m 2f'2 + 2Jf". f"'(O) 2, J"'(0)/3! 1/3, 

¡t4) 6f'f" + 2JJ"'. J(4l(O) O, 

JC51 6J"2 + Sj'J"' + 2ff(4l, JC51(Q) 16, ¡c5>(ü)/5! 2/15, 

Y por tanto el resultado es 

(3) tan z .'.. _2 + 2_ -5 + J 7 7 + 
z ,· 3' 15° 315z 

Ejemplo 6 Coeficientes indeterminados. 

Encontrar la serie de Maclaurin de tan z usando la serie del cos z y la serie del sen z (sección 14 4) 

Solución.. Como tan z es impar, entonces el desarrollo buscado es de la fonna 

tan z 

Usando sen== tan z cos:: e insertando los desarrollos anteriores, se obtiene 

_3 _5 
z-:::_+~-+ 

3! 5 ! 
·) (1 - ~ + z4 - + 

2! 4! 

etc 

(:'amo tan= es analítica excepto en z = ± rc/2. ± Jrr/2. • entonces su serie de Maclaurin convergl! en el 
disco l=I < rt/2, y para estos 'z es posible formar el producto de C,uchy de las dos series del miembro 
derecho (ver la sección 14 4): es decir, multiplicar las series tC:rmino a tém1ino y ordenar la serie resultante 

www.elsolucionario.net
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en potencias de z. Por eJ teorema 2 en la sección 14 .. 3. el coeficiente de cada potencia de Z es el mismo e 
ambos miembros Lo anterior conduce a 

1 = "1· 3! etc. 

Por tanto, a 1 = I, ª~ = f, a 5 = "fs. etc, como antes 

Problemas de la sección 14.5 

Encontrar la seri~ de Maclaurin de las siguientes funciones y determinar el radio de convergencia. 

1 I z + 2 
l. -1 + z4 2. 3. --

. I - z2 

ez4 - J 
7. __ z_3_ 

S. sen 2z2 

8. e''f'e- 1' dt 
o 

6. I 
(z + 3 - 4i) 2 

2z 2 + 15z + 34 
9. 2 

(z + 4) (z - 2) 

Encontrar la serie de Taylor de la función dada con el punto dado como centro y determinar el 
radio de convergencia,, 

1 
10. 

z 11. -2i I + i 12. ----z (z + 
13. z5 + z3 Z, 14. (z + i)3' 

1 + z - sen (z + ]) 
1 - IS. 

IJª (z + 
17. cosh z, rri/2 18. sen rrz, 1/2 16. e', - rri 

Encontrar los tres primeros términos diferentes de cero de la serie de Taylor con el punto dado 
como centro y determinar el radio de convergencia 

19. ez
2 s~nz 2 , o 20. 

cos 2z o 1T 

I - 4z 2 ' 
21. tan z, 

4 

2.2. e''!cos z, o 23. cos (3 :_ z). 4 - 6z o 24. -1 
2z 2 - 3z + I 

25. (Números de Eulcr) La serie de Maclaurin 

(4) E 2 E 
sec z = E0 - 2! z 2 + 

4
; z4 - + 

define los números de Euler E," Demostrar que' E,.= J, E, = -1, E, = :5, E
6 

= -6 I. 
26. (Números de Bernoulli) La serie de Maclaurin · 

(5) 

define los números de Ber11ou//1 B". Usando coeficientes indeterminados. demostrar que' 

(6) B
1 

= 

7 

Respecto a tilbla..s, ver la referencia 1, pág 81 O, en e! apéndice J 

) ) ) ) ): ) ) .. ., j ·"\) ·:;) ..... ~ <), ) : .. ) 
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27. Usando (1 ), (2) de la sección 12.7. y (5), demostrar que 

2i 4i .:; 2 2nc2 2n - 1) B z2n..'.1 
- 1 - e4iz - 1 - i = L., (-l)n-1 (211)! 2n . 

n=l 

(7) tan z = 

28. Desarrollar 1 /~e integrar para demostrar que 

sen- 1 z = z + (.!.) ~ + (.!__:_2) t + (~) ~ + . 
2 3 2·4 5 2 4·6 7 <lzl < 1). 

Demostrar que esta serie representa al valor principal de sen- 1 z (definido en el problema 
45 de la sección I 2.8). 

29. A partir de la forma de la función dada, ¿el radio de convergencia en el ejemplo 3 era de 
esperar? 

30. Encontrar una serie de Maclaurin para la cual la función correspondiente tenga más de 
una singularidad sobre el círculo de convergencia 

CONVERGENCIA UNIFORME 

Se sabe que las series de potencias son absolutamente convergentes (sección 14.2, 
teórema l ), y, como otra propiedad básica, a continuación se demostrará que son 
uniformemente convergentes. Debido a que la convergencia unifom1e es de gran im
portancia general, por ejemplo en relación con la integración tém1ino a término de 
series, s.e analizará con bastante detalle. 

Para definir la convergencia unifom1e, se considerará una serie cuyos términos 
son funciones dej;,(z),f,(z), · · · : 

(1) 2:; .fm(z) = Ío(z) + f 1 (z) + f 2 (z) + · · · · 
m=O 

(Para el especial.f,,,(z) = a.,(z - z
0

)"', se trata de una serie de potencias.) Se supone que 
esta serie converge para todo zen alguna región G. Su suma se denomina s(z) y su 
n-ésima suma parcial se denomina s/z); así 

Convergencia en G significa lo siguiente. Si se elige un z = z
1 

en G, entonces, por la 
definición de convergencia en z" para E> O dado es posible encontrar un N¡(E) tal que 

Si se elige un z = z
2 

en G, manteniendo a E como antes, es posible encontrar un NiCE) 
tal que 

para todo n > N 2(e), 

etcétera. Por tanto, dado un E > O, a cada z en G corresponde un número N.(E) Este 
número establece cuántos ténninos son necesarios (qués,, se requiere) en u~a za fin 
de obtener ls(z) - s,,(z)I más pequeño que E Mide la rapidez de convergencia. 

) ) ') ') : ) ) ') ) :; J ') ) 
-
) 'j ) ) ) _) ) -, 
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Un N_(E) pequefio significa convergencia rápida; un N_( E) grande, convergencia 
lenta. Luego, si es posible encontrar un N(E) más grande que todos estos N_(E), se dice: 
que la convergencia de la serie ( 1) en Ges uniforme: · · 

Definición (convergencia uniforme) 

Una serie ( 1) con suma s(z) se denomina un iformcmente convergente en una región 
G si para tod~ E> O es posible encontrar un N = N(E ), 110 dependiente de z, tal que · 

para todo n > N(E) y para todo zen G. 

La uniformidad de la convergencia es entonces una propiedad que siempre se 
refiere a un co1yu1110 mflnito en el plano z. 

Ejemplo 1 Serie geométrica. 

Demostrar que la serie geométrica l + z + : 1 + es (a) uniformemente convergente en cualquier disco 
cerrado l=i ~ r < 1 (b) no uniformemente convergente en todo su disco de convergencia Jz[ < 1 

Solución. (a) Para zen csle disco cerrado se 1icne 11 - =Is; 1 - r (dibújelo) Lo anterior implica que 1/11 - zl 
;;; I /( 1 - r) Por tanto (recuerde (3 ') o (3) en la sección 14 4 con q = :) 

ls(z) - s (z)I = ¿' 2 m = -'-- :s; --
1 

00 

1 ¡ · n + l I rn + ¡ 
n m~n.'+ 1 ' 1 - z - l - r 

Como r < J, el miembro den.:cho puede hacerse tan pequci'lo como se quiera, eligiendo un n suficiente~ 
mente grande. y como el miembro derecho no depende de= (en el disco cerrado considerado). entonces lo 
anterior significa convergencia unifonnc 

(b) Parn un K real dado (sin importar cuan grande sea) y n, siempre es posible encontrar un zen e! 
disco I=[ < 1 tal que 

¡I =~>K 
z 11 - zl ' 

simplemente tomando= suficientemente próximo a I Por tanto, ningun N(E) basta para hacer ls(z)-s,.(:)I 
menor que un E > O dado en todo el di.seo Por definición, lo anterior muestra que la convergencia de la 

serie geomCtríca en l=I < 1 es no unilOm,e 1 

Este ejemplo sugiere que para una serie de potencias, la uniformidad de conver
gencia puede cuando mucho ser perturbada cerca del círculo de convergencia. Este 
hecho es cierto: 

Teorema 1 (Convergencia uniforme de series de potencias) 

Una serie de po1e11cias 

(2) ¿ am(z - Zo)m 
m=O 

can radio de convergencia R diferenle de cero es uniformemenle convergen/e en íodo 
disco circular lz - z

0
1;;, r dé radio r < R 

) .\ ) 

O C1 (.' (' e e- e C'- e· 
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Demostración. Para Jz - z01;;, r y enteros positivos n y p cualesquiera se tiene 

(3) 

Luego, (2) converge absolutamente si lz z
0

1 = 1 < R (por el teorema J en la sección 
14.2). Así, por el principio de convergencia de Cauchy (sección 14. 1) se concluye 
que, dado E> O, es pqsible encontrar un N(E) tal que 

p 1, 2, · · · . 

A partir de lo anterior y por (3) se obtiene 

para todo zen el disco lz z0J;;,. r, todo n > N(E) y todo p = J, 2, · · Como N(E) es 
independiente de z, lo anterior muestra convergencia uniforme, y así se ha demostra
do el teorema. 111 

El teorema J satisface la necesidad e interés inmediatos, que son las series de 
potencias. El resto de esta sección debe proporcionar un conocimiento más profundo 
sobre el concepto de convergencia uniforme 

Propiedades de las series uniformemente convergentes 
(Opcional) 

La convergencia uniforme obtiene su importancia primordial de dos hechos: 

J, Si. una serie de términos continuos es uniformemente convergente, entonces su 
suma también es continua (teorema 2, que se enuncia a continuación). 

2. Con las mismas hipótesis, la integración término a término es permisible (teo
rema 3 ). 

Lo anterior plantea tres preguntas: 

l. ¿Cómo es posible que una serie convergente de términos continuos tenga una 
suma discontinua? (Ejemplo 2), y 

2. ¿Cómo es posible que haya algo erróneo en la integración tém1ino a tém1ino? 
(Ejemplo 3). 

3. ¿Cuál es la relación entre convergencia absoluta y convergencia uniforme? La 
respuesta sorprendente: Ninguna. (Ejemplo 4 ). 

Si se suma una cantidad finita de funciones continuas, se obtiene una función 
continua. El ejemplo 2 demostrará que este hecho deja de ser verdadero para una ,.erie 
infinita, inclusive si converge absolutamente. Sin embargo, si converge uniforme
menle, lo anterior no puede suceder, como se muestra en seguida. 
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Teorema 2 (Continuidad de la suma) 

Sea la serie 

f 0 (z) + f 1(z) + · · · 

un/formemente convergente en una región G. Sea F(z) su suma. Entonces si cad 
términof,,,(z) es continuo en un punto z, en G, la función F(z) es contbiua en z,. 

Demostracidn. Seas (z) la n-ésima suma parcial de la serie y sea R.(z) el residu 
correspondiente: " 

+ f,,, R,, = Ín+l + fn+2 + · · · · 

Como la serie converge unifonnemente, entonces para un E 

contrar un n = N(E) tal que 

E 
JRN(z)I < 3 

Como sN(z) es una suma de un número finito de funciones que son continuas en z,, esta_ 
suma es continua en z,. Por consiguiente, es posible encontrar un o> O tal que 

para todo zen G para el cual lz - z1 J < /5. · 

Usando F = sN + RN y la desigualdad del triángulo (sección 12.2), entonces para estos , 
z se obtiene · ' 

Lo anterior implica que F(z) es continua en z
1
, y se ha d.emostrado el teorema .. 

Ejemplo 2 Series de términos continuos con una suma discontinua. 

Considerar la serie 

.x2 x2 x2 

x2 + 1 + x2 + (1 + x2¡2 + (l + x2)3 + (x real). 

Usando la fórmula (3') de la sección 14 4 para una suma geométrica finita con q = 1/( 1 + x'). asi 1/( ! -q) 
= ( 1 t x.?)l.x.?. para la n-ésima suma parcial. se obtiene que 

) .J 

,Sn(Z) ,;, 1 + x 2 - ---,,
( 1 + 

) ) ) ), 
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\ l 5 /Is, 

\ "" . ss, ./·?;· ¡ 

\ \\\}--1/ I / 

\ \ \ , / /srn / Is¡ 

\ \ \ \\ 1 j// _/ \\\ 11 Ir 

\,\s 1/}1 
-1 o X 

Figura 340. Sumas parciales en el ejemplo 2. 

La inte;-esante figura 340 .. explica" qué sucede Se observa que si x ".:t:- O. entonces la suma es 

.1(.x) = lím 17.(x) = I + x 2 , 

pero para x = O se tiene 

1 - 1 O para todo n. 

y asi 

.,(O) o 

De modo que se liene el sorprendente hecho de que la suma es discontinua (en x = O), aunque todos los 
términos son continuos y ra serie converge inclusive absolutamente (¡sus términos son no negativos, por 
lo que son iguales a su valor absoluto!) 

Asi, el teorema 2 establece que la convergencia no puede ser unifom1e en un intervalo que contiene a 
x = O Este hecho también puede comprobarse directamente De hecho. para x;,, O, el valor absoluto del 
residuo es 

y se observa que para un E(< 1) dado no es posible encontrar un N dependiente sólo de E tal q'üe IR,,I 
< E para todo n > N(E) y lodo x, por ejemplo. en el intervalo O~ x ~ J 11 

Integración término a término ( Opcional) 

Este es el segundo tema en relación con la convergencia uniforme, y se empezará con 
un ejemplo que servirá de advertencia .. 

Ejemplo 3 Una serie para la que no es permisible la integración término a término. 

Sea 

m.xe-~ 

·'.) 
)! ) ) ); ~) ) ) i ) 1 :/, J 

- --··-··· ···- -··- ---- - -
.) 

-··-· -------·· -
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y se considera la serie 

en donde f mlx) 

en el intervalo O ~ x ~ 1 La n-ésima suma parcial es 

"1 + 

Por tanto. la suma de la serie es 

F(x) = lím •n(x) = lim 11n(x) 

Con base en Jo anterior se obtiene 

n-co 11-00 

1 J F(x) d., = O 
o 

o 

Por otra parte. al integrar tCrmino a ténnino y usando¡;+~+ +f.,=""' 

co 1 · n 1 l 

L J 1,,.(.,) dx = lírn ¿ J Ím(x) dx = lím J ,,¡Cx) dx 
rrt"" 1 O 11-co m = l O n-..co O 

Luego, s-,, = u,, y la expresión del miembro derecho se vuelve 

1 1 

lím J 11,,( r) dr = lím J nxe-nx' dx = lím ~ ( 1 - e-n¡ 
n-co o n-oo O n-oo ,r.,. 

1 

2 

(O ;a, x ;;; 1 

pero no O Esto muestro que la serie en consideración no puede integrarse término a tCnnino desde r = O 
hasta x = 1 1 '. 

La serie del ejemplo 3 no es uniformemente convergente en el intervalo de inte-, 
gración, y a continuación se demostrará que en el caso de una serie uniformemente , 
convergente de funciones continuas es posible integrar término a término. 

Teorema 3 (Integración término a término) 

Sea 

F(z) -:Z fm(z) 
m=O 

una serie uniformemenle convergente defunciones conlinuas en una región G. 
cualquier 1rayec1oria en G. E111onces la serie 

(4) i lr m(z) dz = Jt o<z) dz + ltl (z) dz + ... 
m=O e e e 

es convergen/e y su suma es J F(z) dz. 

) 
1 

@ [ 1 C) CD O CD O C:1 C) C" () G'; () (1 (:,; ()@ 
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Demoslraci<ín. Por el teorema 2 se concluye que F(z) es continua. Sean s (z) la n-ésima 
suma pa_rcial de la serie dada y RJz) el residuo cqrrespondiente. Enton;es F= sn + Rn 
y por integracipn, 

J F(z) dz 
e 

J sn(z) dz + J Rn(z) dz. 
e e 

Sea l la longitud de C. Como la serie dada converge uniformemente, entonces para 
todo E > O dado es posible encontrar un número N tal que 

para todo n > N y todo z en G, 

Al aplicar la desigualdad ML (sección 13.2), entonces se obtiene 

Como Rn = F - sn, esto significa que 

<!_L=e 
L 

para todo n > N. 

para todo n > N. 

Entonces, la serie (4) converge y su suma es la indicada en el teorema. Así se comple
ta la demostración.. 11 

Los teoremas 2 y 3 caracterizan las dos propiedades más importantes de las se
ries uniformemente convergentes. 

Por supuesto, dado que la diferenciación y la integración son procesos inversos, 
entonces a partir del teorema 3 se concluye fácilmente que una serie convergente 
puede diferenciarse término a término, en el supuesto de que los ténninos de la serie 
dada tengan derivadas continuas y la serie resultante sea uniformemente convergente; 
más precisamente, 

Teorema 4 (Diferenciación término a término) 

Sea la serie_fo(z) +f,(z) + f,(z) +, · · convergen/e en una región G, y seo F(z) su suma. 
Suponer que la seriefo'(z) + f, '(z) + f,'(z) + , · converge unVormemenle en G y que 
sus lérminos son continuos en G. En/onces 

F' (z) = f~(z) + J¡ (z) + f~(z) + · · · para wdo z en e,, 

La sencilla demostración se deja para el estudiante (problema 18), 

Prueba para convergencia uniforme ( Opcional) 

La convergencia uniforme suele demostrarse aplicando la siguiente prueba de compa
ración .. 
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Teorema 5 (Prueba M de Weierstrass' para convergencia uniforme) 

Considerar una serie de la forma ( 1) en una región G del plano z. 
posible e1;::,::."1trar una serie convergente de términos constantes, 

(5) 

tal que ll,,,(z)I ;;;, M,,, para todo zen G y todo m = O, 1, · · · . Entonces ( 1) es uniform~ 
mente convergente en G. 

La sencilla demostración se deja para el estudiante (problema 17). 

Ejemplo 4 Prueba M de Weierstrass. 

¿La siguiente serie converge uniformemente en el disco I:![ ~ 1? 

oo zm + 1 
L'. 

m=O m 2 + cosh mlzl 

Solución La convc-gcncia uniforme se concluye inmediatamente por la prueba /vi de Weierstrass y por 1· 
convergencia de Ll/m' (ver la sección 14.1, en la demostración del teorema 8) porque 

1 
z"' + 1 1 < ~ < .2_ 

m 2 + cosh mlzl = m 2 = m2 · 

Inexistencia de relación entre convergencia absoluta 
y convergencia uniforme ( Opcional) 

:~or último, se demostrará el sorprendente hecho de que existen series que convergen 
absolutamente aunque no uniformemente, y otras que convergen uniformemente aun. 
que no absolutamente, de modo que no existe ninguna relación entre estos dos con~·: 
ceptos. 

Ejemplo 5 Inexistencia de relación entre convergencia absoluta y convergencia 
uniforme. 

La serie del ejemplo 2 converge absolutamente pero nu uniformemente, como ya se demostró 
parte, la serie 

00 (-nm-1 

L'. 2 + = •. 2 + 1 m=l x m _ ... x 2 + 2 + x2 + 3 - + 

converge uniformemente sobre toda la recta real, pero no absolutamente 

8 KARL WEIERSTRASS (1815-1897), gran matemático alemán cuya obra fue el desarrollo del análisis 
complejo basado en el concepto de series de potencias (ver la nota de pie de página de la sección l 2 5), 
También efectuó contribuciones fundamentales al cálculo, al cálculo de variaciones, a la teoría de la 
aproximación y a la geometría diferencial Obtuvo el concepto de convergencia uniforme en 1841 {pu· 
blicado en 1894); las primeras p_ublicacione, sobre este concepto fueron hechas por G G STOKES (ver 
la sección 9.9) en 1847 y por PHILJPP LUDWIG VON SEIDEL ( 1821-1896), en 1848 
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Demostración. Con base en la conocida prueba de Leibnitz de cálculo (ver el apéndice A3.3), el residuo 
R" no excede en valor absoluto a su primer término, ya que se tiene una serie de tCnninos alternos cuyos 
valores absolutos constituyen una sucesión monótona decreciente con limite cero. Por tanto, dado E> O, 
para toda x se tiene que " 

si 11 > N(e) 

Asi se demuestra la convergencia uniforme, ya que N(E} no depende de x 
La convergencia no es absoluta porque 

l(-:- l)m-11 
x 2 + m 

1 k 
= x 2 + m >-;;; 

(k es una constante idónea) y k í:. l lm diverge. 

Problemas de la sección 14.6 

Demostrar que las siguientes series convergen uniformemente en las regiones dadas. 

l. 2 z2n, lzl ;;§i 0.999 
n=D 

C(I 7TTl 

3. L - 4 z2n, lzl ;;§i 0.56 . n 
n=l 

5 _ i sen ~lzl 
' ¡¡-
n=l 

todo z 

~ nzn lzl ;;;; 1 7
· n2:'1 n 3 + lzl 

.:; tanh n lzl 
9. ,L., , todo z 

~=l n(n + 1) 

eo z2n+l 
2. 2 

~=O (211 + 1)! 
lzl ;;;; 10 10 

"' zn 
4. 2 2 , lzl;;;; 

n=l 
11 

co cos 11 

6. L ( I), todoz. 
~=l 11 11 + 

s. ::?:: 
n=l 

10. ¿ 2 ;;;; lzl ;;;; 3 + 2. 
n=O 

¿En dónde convergen uniformemente las siguientes series de potencias? 

.:; (z + 2i)2n 
11. ,L., 3n 

n=O 

"' ( 1 + i)n 
12. ::?:: """z'-----'-

n ! 
n=O 

¿En dónde convergeP. uniformemente las siguientes series de potencias? 

"' (- l)n i C) (2z + i)n 13. ¿--zn 14. 4n17 
n=2 2 n=l 

¡¡1 
15. ¿ 11; (z - i)n 16. ::?:: (2n tanh n)z 2n 

n 1 n=l 

17. Demostrar la prueba M de Weierstrass (teorema 5) 

18. Deducir el teorema 4 a partir del teorema 3. 

1 

19. Si la serie ( 1) converge uniformemente en una región G, demostrar que converge unifor
memente en cualquier porción de G. ¿La conversa es verdadera? 

20. Encontrar la región precisa de convergencia de la serie del ejemplo 2, con x sustituida por 
una variable compleja z. 

) ). ) ) ), ) ) ) ) ) ) 
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2 L Detenninar el menor entero 11 tal que [R,,[ < O.O l en el ejemplo 1, si z = x = 0.5, 0 .. 6, 0.7 
O 8, 0 .. 9. ¿Qué significa el resultado desde el punto de vista de calcular 1/(1 -x) con u 
error absoluto menor que O.O I mediante la serie geométrica? 

22. Demostrar que x' I.:. 1 ( 1 -x') m = 1 si x ;e O y O si x = O Comprobar por cálculo que las.' 
sumas parciales r 11 'i; ~J se ven como se muestra e:1 la figurn. 34 l :v ca!cüla1) grafk3.i 
s ~1 st, 

y 

Figura 341. Suma s y sumas parciales en el problema 22. 

Ecuación del calur. Demostrar que ( 1 O), sección 11.5, con coeficientes ( 11) es una solución..:' 
de la ecuación del calor para I > O, suponiendo quej(x) es continua en el intervalo O;;; x;;; l 
y que tiene derivadas unilaterales en todos los puntos interiores de tal intervalo Proceder 
como sigue. 

23. Demostrar que IB) está acotado, por ejemplo. IB,,I < K para toda 11 Concluir que 

si 

y, por la prueba de Weicrstrass, la serie ( 1 O) converge uniformemente con respecto ax y I 
para I,;:; 'u• O :'ax$; L Aplicando el teorema 2, demostrar que u(x. 1) es continua para I,;:; 1

11 

y que entonces satisface las condiciones en la frontera (2) para I,;:; 1
11 

24. Demostrar que Jélu)él1[< \'Ke->"'" si 1;;:; 1
11 

y que la serie de las expresiones del miembro 
derecho converge, aplicando la prueba de la razón. Con base en lo anterior, en la prueba de 
Weierstrass y en el teorema 4, concluir que la serie ( 1 O) puede diferenciarse ténnino a térmi
no con respecto a 1, y que la suma de la serie resultante es élu/rJ1. Demostrar que ( 10) puede 
diferenciarse dos veces con respecto ax y que la suma de la serie resultante es él'ulélx'. Con 
base en lo anterior y en el resultado del problema 23. concluir que ( 1 O) es una solución de la 
ecuación del calor para lodo I,;:; 1

11
• (La demostración de que ( 1 O) satisface la condición 

inicial dada puede encontrarse en la referencia [C 12] que se presenta en el apéndice 1 . .) 

14. 7 SERIES DE LAURENT 

En aplicaciones, a menudo es necesario desarrollar una funciónfiz) alrededor de pun
tos en los cuales ya no es analítica, sino singular (según se definió en la sección 144). 
Ásí, el teorema de Taylor deja de ser aplicable, por lo que se requiere un nuevo tipo de 
series, denominadas series de Laurent, que constan de potencias enteras positivas y 
negativas de z -z0 y que son convergentes en alguna corona (acotada por dos círculos 
con centro en z0 ) en donde fiz) es analítica. fiz) puede tener puntos singulares no sólo 
fuera del círculo más grande (como en las series de Taylor), sino también dentro del 
círculo más pequeño, lo cual es una nueva característica. 

((, ( í ( ( ( ( r r· e r: r ( 
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Teorema 1 Teorema de Laurent 

Si fiz) es analítica sobre dos círculos concéntricos• C, y C2 con centro en z0 y en /'? 
corona entre éstos, entonces j(z) puedc representarse median/e la serie de Laurent 

bn 
-¿ Zo)n ¿ ctn(z + 

Zo)n (z -
n=O n=l 

(1) ªo + a 1(z - Zo) + az(Z - Zo)2 + 

b¡ 
+ + .. + 

z Zo (z -

Los coeficientes de esta serie de Laurent están definidos por las inlegrales'º 

(2) 1 Í f(z*) /.* a=--) cz, 
n 2rri c(z.* - Zo)n+l 

1 • J: (z* 
2m { 

cada integral se toma en sentido contrario al movimiento de las manecíllas del reloj 
alrededor de cualquier trayectoria simple cerrada C que es1é en la corona Y abarque 
el circulo interior (figura 342) 

Es1a serie converge y represen/a a f(z) en la corona abierla que se obliene a 
partir de la corona dada al incremenlar de manera conlinua el círculo C, Y reducir 
C

2 
ha.sía que ambos círculos llegan a un pu1110 en dondefiz) es smgular. 

Figura 342. Teorema de LaurenL 

-;-R,:;-~~~;d~ que por la definición de analiticidad. esto significa qucj{z) es analítica en algun dominio que 
contiene a la corona. así como a sus círculos frontera 

El teorema se denomina asi en honor del ingeniero y matemático francés PIERRE ALPHONSE 
LAIJRENT (1813-1854), quien Jo publicó en 1843 

111 La variable de integración se denota por z· porque= se utiliza en/{:) 

( e (o 
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En el importante caso especial en que z,, es el único punto singular de.f(z) den/, 
de C,. este círculo puede reducirse has/a el punto zrt con lo que se obtiene converge '· 
cia en un disco, excepto en el centro. 

Comentario. Resulta evidente que en vez de ( I) y (2) es posible escribir (denotand 
a b" por a_,,) 

(1 ') 

en donde 

(2') 

Demostración del teorema de Laurent. Sea z cualquier punto en la corona dada. 
Entonces por la fórmula de la integral de Cauchy [(3) en la sección 13.5], se conclu
ye que ' 

(3) . _ 1 ): f(z*) ,* 1 ,_¡:: f(z*) * 
f(z) - 2i 'j' -,-,, ---- d,._ - ~ ':( :-;¡;-- dz , 

rr. -e, z < rr1 e, ,. - z 

en donde se integra en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj. 
rnbre C, y también sobre C

2
• Cada una de las integrales anteriores se trasforma como , 

se hizo en la sección 14.4. La primera integral es precisamente como en la sección'. 
14.4, por lo que se obtiene exactamente el mismo resultado 

(4) 

con coeficientes [ver (9") en la sección 14.4, integración en sentido contrario al movi
miento de las manecillas del reloj] 

(5) l f f(z*) a = dz*. 
n 2rri C1 (z* - Zo)n+l 

Aquí es posible sustituir C 1 por C (ver la figura 342), debido al principio de deforma
ción de la trayectoria, ya que z

0
, el punto en donde el integrando de (5) no es analítico, 

no es un punto de la corona. Lo anterior demuestra la fónnula para la a,, en (2). 
Ahora se considerará la segunda integral en (3) y a partir de ella se obtendrá una 

fóm1ula para la b,,. Como z pertenece a la corona, entonces estáfi1era de la trayectoria 

) ., ) ) ) \ ) ) ) ) ) ) J 
" 

) ) / ) 
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C
2

• Por tanto, la situación difiere de la que se encontró con la primera integral.. La 
cuestión esencial es que en vez de (2") en la sección 14.4 ahora se tiene 

(6) lz* - zo\ < l; 
Z - z0 

por consiguiente, es necesario desarrollar 1/(z" - z) en el integrando en potencias de 
(z" -z

0
)/(z-z

0
) [en vez del recíproco de esto] a fin de obtener una serie convergen/e. 

Se encuentra 

-1 

Zp) 
Zo 

z* - z z* 

Esta expresión se compara con (2) en la sección 14.4 para comprender realmente la 
diferencia. Luego, se aplica la fórmula (3), sección 14.4, para una suma geométrica 
finita, a fin de obtener 

z* - z 

1 (z*-z)n+l 
- -- ::.__::O 

z - z·• z - z0 

Al multiplicar por --:f(z")/2rci e integrar sobre C
2 

en ambos miembros, ahora se obtiene 

_l_ ): f(z*) dz* 
2ni 1c;

2 
z* - z 

-
1 

. {-
1 

- ): f(z*) dz* + 
2 m z - z0 1c;

2 
(z 

1 
): (z* - z

0
)f(z*) dz* 

Zo)21c;, 

+ · · · + 1 
)n+l): (z* - 'z0)nf(z*) c/z*} + R~(z) 

(z - Zo 1c2 

en donde el último término del miembro derecho está dado por 

(7) R~(z) 
1 f (z* z )n+ 1 

- 0 f (z*) dz*. 
2rri(z - z )n+l z - z* 

O C2 

Como antes, en las integrales del miembro derecho es posible integrar sobre C en vez 
de sobre C

2
. Se observa que en el miembro derecho la potencia 1/(z - z0 )" está multi

plicada por b,,, según está dado en (2). Así se establece el teorema de Laurent, en el 

supuesto de que 

(8) lím R~(z) 
7l-1'1Xl 

·'0 'J ): ) ) _) "\ ) ) 
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A continuación se demostrará (8). La expresión.l(z")/(z - z") en (7) está acotad 
en valor absoluto, por ejemplo, como 

1 f(z*) 1 

/ z - z* / 
<. M para todo z· en C· 

debido a que/(z") es analítica en la corona y sobre e,, y z· está sobre C, y z está füera, 
de modo que z-z·;,; O. Con base en este hecho y por la desigualdad ML (sección 132) 
aplicada a (7) se obtiene (L = longitud de C,) que 

ML 
2'17 

1 

, 1 n+ 1 Z - Zo 

Z - Zo 

Con base en (6) se observa que la expresión de la derecha tiende a cero cuando n 
tiende a infinito .. Esto demuestra (8). La representación ( 1) con coeficientes (2) se 
establece ahora en la corona dada.. ' 

Por último, se demostrará la convergencia en ( 1) en la corona abierta caracteriza-;. 
da al final del teorema 

Las sumas de las dos series en ( J) se denotan por g(z) y h(z), y los nidios de C, y;' 
C, por r, y r

2
, respectivamente. Así,f= g + h.. La primera serie es una serie de poten- , 

cías. Como converge en la corona, debe converger en todo el disco acotado por C,, y 
ges analítica en ese disco. 

Si se hace Z = 1/(z - z
0
), entonces la última serie se vuelve una serie de potencias 

en Z. La coronar,< lz z
0
1 < r, corresponde entonces a la corona 1/r, < IZI < l!r,, la 

nueva serie converge en esta corona y, por consiguiente, en todo el disco /ZI < llr, 
Como este disco coffespondc a /z z

0
1 > 1 

2
, el exterior de C

2
, entonces la serie dada 

converge para todo zen el exterior de C, y hes analítica para todos estos z. 

Como/= g + h, se concluye que g debe ser singular en todos estos puntos fuera 
de C, en donde fes singular, y que h debe ser singular en todos estos puntos dentro de 
C, en donde fes singular .. En consecuencia, la primera serie converge para toda z 
d~ntro del círculo alrededor de z

0 
cuyo radio es igual a la distancia de tal singularidad 

de ffuera de C
1 

que está más próxima a z
0

. De manera semejante, la segunda serie 
converge para todo z fuera del circulo alrededor de z

0 
cuyo radio es igual a la distancia 

máxima de las singularidades de.fdentro de C,. El dominio común a estos dos domi
nios de convergencia es la corona abierta caracterizada cerca del final del teorema, y 
la demostración del teorema de Laurent ya está completa. lil 

Unicidad. La serie de Laurent de una.función analítica dada /(z)en su corona de 
convergencia es única (ver el problema 35) .. S111 embargo,frz) puede tener diferentes 
,eries de L.aurent en dos coronas con el mismo centro; ver los ejemplos que se mues
tran a continuación. La unicidad es esencial. Asi como para las series de Taylor, para 
obtener los coeficientes de las series de Laurent en ténninos generales no se utilizan 
las fom1ulas de integración (2), sino varios otros métodos, algunos de los cuales se 
ilustrarán con ejemplos Si mediante un procedimiento así se encuentra una serie de 
Laurent, entonces la unicidad garantiza que debe ser la serie de Laurent de la fünción 
dada en la corona dada. 

·., C> @ C:) G) C) o @l o o o o @ C) C) Q) o 0) .::! ,'-' 
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Ejemplo 1 Uso de la serie de Maclaurin. 

Encontrar la serie de Laurcnt de z-5 sen z con centro en O 

Solución. Por ( J 4 ), sección 14 4, se obtiene 

z- 5 senz "¿ ~ 2n-4 _ _!_ 
,;='o (2n + I)! z - z4 

_I __ 2 

+ 120 - 5040 ' + -

Aqui la "corona" de convergencia es todo el plano complejo sin el origen 

Ejemplo 2 Sustitución. 

Encontrar la serie de Laurcnt de z~e 11' con centro en O 

Solución.. Por ( J 2). sección 14 4, con z sustituido por 1 /z, se obtiene 

_2.,11z = z2 (1 + _I_ + 
'" I !z 

+ ·) = zZ + - + .!. + _I_ + -- + 
"' 2 3!z 4!z 2 

(Jzl > O) 

l!l 

<lzl > O) 

Ejemplo 3 Desarrollar 1/( 1 - z) (a) en potencias nb negativas de z. (b) en potencias negativas de z. 

Solución" 

(a) válido si lzl < 1 ). 
- z 

(b) 
-1 

valido si Jzl > 1 ). :,:q 
- z 

Ejemplo 4 Desarrollos de Laurent en coronas concéntricas diferentes. 

Encontrar ladas las series de Laurent de 11(=' - =-1) con centro en O 

SoluciólL, Al multiplicar por 1/z\ por el ejemplo 3 se obtiene que 

(1) L z"- 3 = ~ + ;:¡ + - + 1 + z + 
n=O 

{11) - L -n+4 
u=O .(. 

Ejemplo 5 Uso de fracciones parciales. 
-2= + 3 

Encontrar todas las series de Taylor y de Laurenl dej(=) = =' _ Jz + 
2 

con centro en O 

Solución. En términos de fracciones parciales, 

1 
f(z) = - -

z - 1 z - 2 

(a) y (b) en el ejemplo 3 se encargan de la primera fracción Para la segunda fracción. 

"' _I_ -" ------(el z - 2 2(1-~z) 
L 2n+1, 

n=O 

L 
2" 

{d) .,.n+l z - 2 (1 - ~) n=O,., 

(O< lzJ < 1), 

(Jzl > 1). li! 

(Jzl < 2). 

<lzl > 2) 

o Gl G 
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(!) Por (a) y (c), válida para lzl < J (ver la figura 343) 
00 

( 1 ) 3 5 9 0 
f(z) = L 1 + 2n+ 1 ,n = 2 + 4 z + 8 z- + .. 

n-o 

(II) Por (c) y (b), válida para 1 < lzl < 2, 
00 

1 
00 

1 1 1 1 
f(z) = L 2n+l z" - 2, n+I = 2 + 4 z + 8 z2 + 

n=O n=O Z 

(/JI) Pcir (d) y (b), válida para JzJ > 2, 

1 
f(z) = - 2'. (2" + 1) zn+I 

n-o 

Ejemplo 6 Encontrar la serie de Laurent de.f(z) = 1 /( 1 - z') que converge en la corona 1 /4 < lz - 11 < 1/2, y, 
determinar la región preci~a de convergencia 

Solución. La corona tiene centro 1, de modo que es necesario desarrollar 

f(z) = ---1)-(z_+_I) 

en potencias de z - 1 Se calcula 

z + 1 2 + (z - 1) 

1 oo ( Z - ¡)" oo (- l)n 
= - 2'. - -- = '5' -- (z - I)"· 

2 n:::aO 2 n~O 2n+l ' 

esta serie converge en el disco J(z - 1 )/2J < 1; es decir, Jz - I J < 2 Al multiplicar por -1/(z - 1) se obtiene 
ahora la serie buscada 

f(z) 

00 
(- l)n+l 

2, zn+1 (z _ l)n-1 

n=O 

-1/2 1 1 _!_(z-!) 2 -+·· 
- 1 + 4 - 8 (z - I) + 16 

La región precisa de convergencia es O< lz 11 < 2; ver la figura 344 Lo anterior se confirma al observar 
que 1 /(z + 1) enj{z) es singular en -1, a la distancia de 2 del centro de la serie 11 

y 

Figura 343. Regiones de 
convergencia en el ejemplo 5. 

) ) \ 

Figura 344. Región de convergencia 
en el ejemplo 6. 

) .\ ) j .1 ), _).C'} 1 
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j, j 

Si]{z) en el teorema de Laurentes analítica dentro de C
2

, entonces los coeficien
tes b,, en (2) son cero por el teorema de la integral de Cauchy, de modo que la serie de 
Laurent se reduce a una serie de Taylor .. Los ejemplos 3(a) y 5(1) ilustran este hechó. 

Problemas de la sección 14. 7 

Desarrollar cada una de las siguientes funciones en una serie de L.aurent que converja para 
O< Jzl < R y determinar la región de convergencia precisa. 

ez sen 4z 
l. z2 2. ~ 

4. z3(1 - z) 

I 
7. z cos -

z 

5
· z(l + z 2 ) 

e-llz2 

8. -;s 

cosh 2z 
3. 

z 
8 - 2z 

6
' 4z - z 3 

Desarrollar cada una de las siguientes funciones en una serie de Laurent que converja para 
O< iz - z.,I < R y determinar la región de convergencia precisa 

e' 
10. Z - . 1 , Zo = 1 

cos z 
13. (z - rr)3 ' Zo 1T 

sen z 7í 

16 .. (z - !ir)ª, Zo 4 

1 
18. I - z4 ' Zo = - 1 

11. z:2 + J ' Zo = i 

14. (z + z0 = -2i 

17. (z + (z + i)' 

12. z2 senh .!. 
z 

z2 4 
15.~, 

-i 

Encontrar la serie de Taylor o la serie de Laurent de 1 /( 1 - z') en la región 

19. O ;§ lzl < I 20. lzl > 1 21. O < lz - I I < 2 

o 

Usar fracciones parciales para encontrar la serie de Laurent de (3z2 
- 6z + 2)/(z3 

- Jz' + 2z) en 
la región 

22. O< lzl < I 23. 1 < lzl < 2 24. lz\ > 2 

Encontrar todas las series de Taylor o las series de Laurent con centro z = z0 y determinar la 
región de convergencia precisa .. 

o 2 
Zo = 26. --z-2' Zo 

z2 
27. J=-?, Zo o 

28. 2 ' Zo = I 29. Zo = 
z z 

senh z 
30. ( Z _ J ) 2 , Zo 

4z - I 
33. ?--=-i' 31. 

1 
- - 1T 

2 

z: 3 - 2iz 2 

32. (z i)2 , z0 = i o , Zo = 

34. ¿tan ( 1 lz) tiene una serie de Laurent convergente en una región O < ¡,¡ <. R9 

35. Demostrar que el desarrollo de Laurent de una función ~nalítica dada en una corona dada 
es único. 

) )r, ), ), / _!, J ) J, ) ) _) ) ' ) 1 .) ) j, / Je 
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14.8 SINGULARIDADES Y CEROS. INFINITO 

En lénninos generales, una singularidad de una función analíticafiz) es un zen donde 
fiz) deja de ser analítica, y un cero es un z en donde J(z) = O. A continuación se 
proporcionan definicio,1t::s p1 ecisas. Las singuiaridades pueden anaíizarse y cias1ficarse 
por medio de las series de Laurent. Esto es lo que se hará en primer lugar. Luego se 
demostrará que los ceros pueden analizarse por medio de las series de Taylor. 

Se dice que una función 11 fiz) es singular o tiene una singularidad en un punto', 
z = z0 sij(z) no es analítica (y quizá ni siquiera esté definida) en z z

0
, aunque toda' 

vecindad de z = z0 contiene puntos en los cualesj(z) es analítica. 
z = z0 se denomina singulal'idad aislada de/(z) si z = z tiene una vecindad sin . o 

111nguna otra singularidad dej(z). Ejemplo: tan z tiene singularidades aisladas en ±rr/2, 
±Jrr/2, etc.; tan (1/z) tiene una singularidad no aislada en O. (¡Explicar por qué!). Las 
singularidades aisladas dej(z) en z = z

0 
pueden clasificarse mediante la serie de Laurent 

( 1) f(z) (Sec. 14.7) 

válida en la vecindad inmediata del punto singular z z
0

, excepto en z
0 

mismo; es 
decir, en una región de la fomrn 

O < lz - z01 < R. 

La suma de la primera serie es analítica en z = z
0

, como se sabe por la ú !tima sección. 
La segunda serie, que contiene las potencias negativas, se denomina parte principal 
de ( 1) Si sólo contiene un número finito de términos, entonces es de la forma 

(2) + 
Z - z0 

.. + 
(z - Zo)m 

Entonces, la singula1 idad de f(z) en z = z
0 

se denomina polo, y m se denomina su 
orden Los polos de primer orden también se denominan polos simples. 

Si la parte principal de ( 1) tiene una infinidad de tém1inos, entonces se dice que 
/{z) tiene una singularidad esencial aislada en z z

0
• 

Las singularidades no aisladas se dejarán a un lado (ver el ejemplo anterior). 

Ejemplo 1 Polos. Singularidades esenciales. 

La función 

f(z) 
3 

2) 5 + (z - 2) 2 z(z 

11 
Recuerde que, por definición, una función es una relación de un solo valor (uniforme, también 
univa/uada) (Ver la sección 12 4:) 

) 
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tiene un polo simple en z = O y un polo de quinto orden en z = 2 Algunos ejemplos de funciones que tienen 
una singularidad esencial aislada en z = O son , 

y 

sen -
z 

ellz = 

n;O (2n + !)! z2n+l 

En la sección 14 .. 7. se proporcionan más ejemplos Asi, el ejemplo I muestra que .z~3 sen z tiene un 
polo de cuarto orden en O El ejemplo 4 muestra que 1/(z' -::-') tiené un polo de tercer orden en O y una 
serie de Laurent con una infinidad de potencias negativas Lo anterior no es una contradicción, ya que 
esta serie es válido para Jzl > l; simplemente establece que es bastante importante considerar In se, ie de 

Laurent válida en la vecindad inmediata de una singularidad S 

La clasificación de las singularidades en polos y singularidades esenciales no es 
una mera cuestión formal, ya que el comportamiento de una función analítica en una 
vecindad de una singularidad esencial es completamente diferente del que tiene en la 
vecindad de un polo. 

Ejemplo 2 Comportamiento cerca de uh polo. 

La funciónj(z) 1 lz' tiene un polo en z = O, y l/(z)l -t = cuando z -t O de cualquier manera 1 

Este ejemplo ilustra el 

Teorema 1 (Polos) 

Sij{z) es analítica y tiene un polo en z = z
0

, entonces l/{z)I -t = cuando z --, z
0 

de 
cualquier manera. (Ver el problema 16 .. ) 

Ejemplo 3 Comportamiento cerca de una singularidad esencial. 

La función./{=)= e 11: tiene una singularidad esencial en z = O No tiene iimitc cuando tiende a lo largo del 
~je imaginario; se vuelve infinito si :: -? O a lo largo de valores reales positivos, pero tiende a cero si z ....-; O a 
lo largo de valores rcnles negativos. Asume cualquier valor dado e= cl·''u ::;t O en una vecindad arbitraria
mente pequei'la de z = O De hecho, al dejar== re' 11, es necesario resolver la ecuación 

e 1/z = l,(cos o- i seno)/r = e 
0

eia 

parar y e Al igualar los valores absolutos y los argumentos se obtiene e1c0~ wr = cu: es decir, 

cos 11 = r In c0• 

y 

Sen 8 = Crl 

Con base en estas dos ecuaciones y la identidad cos1 e+ sen~ e= 1 se obtienen las fórmul?s 

r2 = 1 
(In <0)2 + "2 
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y 

a 
tan fJ = 

Por tanto. r puede hacerse arbitrariamente pequeño sumando múltiplos de 21t a ex, dejando sin modiw' 

ficar a c. 1: 

Este ejemplo ilustra el siguiente famoso teorema. 

Teorema 2 (Teorema de Picard 12) 

Si.f(z) es analítica y tiene una singularidad esencial aislada en un punto zO' entonces· 
asume todos los valores, con cuando mucho un valor excepcio,1al, en una vecindad., 
arbitrariamente peque,1a de za. 

En el ejemplo 3, el valor excepcional es z = O. La demostración del teorema de 
P(card es algo complicada; puede encontrarse en la referencia (010]. 

Singularidades removibles. Se dice que una función .f{z) tiene una singularidad· 
removible en z za si.f{z) no es analítica en z = za, aunque puede hacerse analítica ahi 
mediante la asignación de un valor idóneoflza). Tales singularidades carecen de inte- , 
rés, ya que pueden eliminarse como acaba de describirse. E:Jemplo:.f(.z) = (sen z)lz se · 
vuelve analítica en z = O si se definej{O) = 1 .. 

Ceros de funciones analíticas 

Se dice que una función.f{z) que es analítica en algún dominio D tiene un cero en un 
punto z = za en D sij(za) = O. También se dice que este cero es de orden n si no sólo 
/sino también todas las derivadasf,f', · .. ,f"- 1> son iguales a cero en z = za pero 
f'"l(za) a" O .. 

Un cero de primer orden también se denomina cero simple; para éste,/(zª) = O 
pero.f(z0) a" O. Para un cero de segundo orden,/(z

0
) = O,f(za) = O pero/"(za) a" O, etc. 

Ejemplo 4 Ceros. 

La función 1 + =1 tiene ceros simples en ±i La función ( l -z-lf tiene ceros de segundo orden en ±1 y ±i La 
función(= a}' tiene un cero de tercer orden en z = a La función e' no tiene ceros (ver la sección 12 6) 
La función sen = tiene ceros simples en O, ±rr, ±2rr, , y senJ:. tiene ceros de segundo orden en estos 
puntos La función l - cos z tiene ceros de segundo orden en O, ±2rr, ±4rr1 1 y ( 1...:. cos z)? tiene ceros de 

cuarto orden en estos puntos 1 

La serie de Taylor en un cero. Por definición, en un cero de n-ésimo orden z = za defiz), 
las derivadas/'(z0); • ,J"-' 1(z0 ) son cero .. Así, los primeros coeficientes a

0
; ··,a,,_, de 

1
-' Ver la nota de pie de p.igina en lirsección 1 1 O 

) } ) ) 
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la serie de Taylor (9), sección 14.4, también son cero en tanto a ae O de modo que la serie 
asume la forma " ' 

(3) 

Lo anterior es característico de un cero así, porque si .f{z) posee tal serie de Tavlor, 
entonces tiene un cero de n-ésimo orden en z = za, como se concluye por difere~cia
ción .. 

Aunque es posible que ocurran singularidades no aisladas, para los ceros se tiene 

Teorema 3 (Ceros) 

Los ceros de una.función analítica.f{z) (;;;i O) son aislados, es decir, cada uno de ellos 
tiene una vecindad que no contiene ceros adicionales def(z). 

Demostración. En (3), el factor (z - za)" es cero sólo en z = za. La serie de potencias 
entre corchetes representa una función analítica (por el teorema 5 de la sección 14.3) 
que se denominará g(z) .. Así, g(zª) = a,, ;.e O, ya que una función analítica es continua, 
debido a esta continuidad también se tiene que g(z) ae O en alguna vecindad de z = z

0 

Así, lo mismo se cumple para/(z). 11 

Este teorema se ilustra con las funciones del ejemplo 4. 
Los polos a menudo son provocados por ceros en el denominador. (Ejemplo: tan 

z tiene polos donde cos z es cero.) Esta es una de las razones primordiales que expli
can la importancia de los ceros. La clave de la relación es el 

Teorema 4 (Polos y ceros) 

Sea.f(z) analítica en z = za tal que tiene un cero de n-ésimo orden en z = za. Entonces 
11/(z) tiene un cero de n-ésimo orden en z "a· 

Lo mismo se cumple para h(z)/.f(z) si h(z) es analítica en z = Za Y h(za) ;.e O. 

La demostración se concluye a partir de (3) (ver el problema 27). 

Esfera de números de Riemann. Infinito 

El estudio del comportamiento de las funciones analiticas/(z) para lzl grande es una 
tarea natural de importancia práctica .. Cuando lzl es grande, el plano complejo se 
vuelve algo inconveniente de utilizar.. En este caso, es preferible usar una represen
tación de los números complejos en una esfera sugerida por R iemann y que se ob
tiene como sigue. 

Sea S una esfera de diámetro I que toca el plano complejo zen el origen (figura 345). 
Sea N el "polo norte" de S (el punto diametralmente opuesto al punto de contacto entre la 
esfera y el plano). Sea P cualquier punto en el plano complejo. Entonces el segmento de 
recta con puntos terminales P y N corta a Sen un punto P". Se hace que P y P" correspon-

·''!), :~.~·1 : ·) \ J ) ·~·:/ _) j 

···,---···-- .-
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N 

Figura 345. Esfera de números de Riemann 

dan entTe sL De esta manera se obtiene un mapeo del plano complejo en la esfera S, y 
P" es el punto imagen de P con respecto a este mapeo. Los números complejos, prime
ro representados en el plano, ahora se representan por puntos sobre S. A cada z corres
ponde un punto en S. 

Recíprocamente, cada punto en S representa un números complejo z, excepto por el 
punto N, que no corresponde a ningún punto en el plano complejo, Lo anterior sugiere 
la introducción de un punto adicional, denominado punto en el infinito y denotado por 
el símbolo = (infinito). El plano complejo junto con el punto = se denomina plano 
complejo extendido El plano complejo sin el punto= suele denominarse plano com
plejo finito, para distinguirlo, o simplemente plano complejo, como antes. 

Por supuesto, ahora se hace que el punto z ==corresponda a N, Así, el mapeo se 
vuelve una transfomiación uno a uno del plano complejo extendido sobre S. La esfera 
S se denomina esfern de números de Riemann .. El mapco particular que se ha utili
zado se denomina proyección cstereogr-áfica .. 

Resulta evidente que el circulo unitario es mapeado sobre el "ecuador" de S. El 
interior del circulo unitario corresponde al "hemisferio sur" y el exterior, al "hemisfe
rio norte" .. Los números z cuyos valores absolutos son grandes están próximos al polo 
norte N. Los ejes x y y (y, de manera más general, todas las rectas que pasan por el 
origen) son mapeadas sobre los "meridianos", mientras que los círculos con centro en 
el origen son transformados sobre los "paralelos". Es posible demostrar que cualquier 
círculo o recta en el plano z es mapeado sobre un círculo sobre S. 

Analítica o singular en el infinito 

Si se desea analizar una funciónfiz) para izl grande, ahora es necesario hacer z = 1 lw 
e investigarf(z) =/(1/w) = g(w) en una vecindad de w = OJ(z) se define como analíti
ca o singular en el infinito si g(w) es analítica o singular, respectivamente, en w = O, 
También se define 

(4) 

si este límite existe, 

g(O) lím g(w) 
w-+O 

Además, se dice que/{z) tiene un ce, o de n-ésimo orden en el infinito si_}C 1 /w) tiene 
tal cero en w = O .. Lo anterior es.semejante para los polos y las singularidades esenciales. 

) 
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Ejemplo 5 Funciones analíticas o singulares en el infinito. 

La función/(=)= llz' es analitica en el infinito porque g(w) =./( 1/w) = w' es analítica en w = O yfi=) tiene 
un cero de segundo orden en 00 La función./{=)==' es singular en ,:,o y tiene un polo de tercer orden, ya quC 
g{w) =j{ 1 /w) = 1 /w1 tiene tal polo en w = O La función e= tiene una singularidad esencial en OCI, ya que e 11

" 

tiene ~ül singula.id.o.d en¡¡;..,.. O De mn.11crn semejante, cos .! y 5t:11 z tienen una singuiaridad csenciai en oo. 

Recuerde que una función entera es aquella que es analitica en todas partes en el plano complejo 
{finito) El teorema de Liouvillc (sección 13 6) establece que las unicas funciones enteras acotadas son 
las constantes, por lo que cualquier función entera no conslanle no c~ta acotada. Asi, tiene una singulari
dad en C>O, un polo si se trata de un polinomio. o una singularidad esencial en caso contrario Lai;; funciones 
recientemente consideradas son típicas en este sentido JI! 

Una función mero forma es una función analítica cuyas únicas singularidades en 
el plano finito son polos. 

Ejemplo 6 Funciones meroformas. 

Las funciones racionales con denominador no constante. tan z. cot z, sec z y ese z son funciones 

mero formas 11 

Aquí termina el capitulo 14 en que se estudian series de potencias, principalmen
te las series de Taylor (que desempeñan un rol aun más importante aquí que en cálcu
lo) y las series de Laurent. Suficientemente interesantes, las segundas constituyen 
otro poderoso método de integración que será abordado en el siguiente capítulo. 

Problemas de la sección 14,8 

Singularidades, Determinar la ubicación y el tipo de las singularidades de las siguientes fun
ciones, incluyendo aquéllas en el infinito. {En el caso de polos, también especificar el orden.) 

l. cot z 
3 4.; - ~ 

7. e"'/(z 2 - iz + 2) 2 

10. cosh [l/(z 2 + IJ] 

1.3. cos z sen z 

2, 1/(z + u) 4 

cos 4z 
5.~~ 

8. ell{z+i) + z2 

11. tan J/z 

14. J/,;enhh 

3. z + J/¡: 

sen 2 z 
6

" z4 cos 2z 
9. (e' 1 - z)lz 3 

12, {cos z - sen z)- 1 

15 .. elifz-ll/(e' - 1) 

16, Comprobar el teorema para./(=)==·' - =-' Demostrar el teorema 1 

Ceros. Determinar la ubicación y el orden de los ceros de las siguientes funciones. 

17. (z4 - 16) 2 18, (z - 16) 8 19, z scn 2 rrz 

20. e' - e2' 2L z- 2 cos 3 7rZ 22, cosh 2 z 
23. {3z 2 - 1 J/(z 2 2iz + 3) 2 24. (22 - 1 ) 2 (e'' - 1) 25. (1 - cos z) 2 

26. Sij(z) tiene un cero de orden nen z ==,,,demostrar quej'(z) tiene un cero de orden 2n, y 
que la derivadaj'(z) tiene un cero de orden n - 1 en z =,, {en el supuesto de que n > 1 ). 

2 7. Demostrar el teorema 4. 
28. SiJ;<=) y J,(z) son analiticas en un dominio D y son iguales en una sucesión de puntos z. en 

D que converge en D, demostrar que;;<~) =J,(z) en D 

29. Demostrar que los puntos en los cuales una función analitica no constantefiz) asume un 
valor dado k son aislados, 

www.elsolucionario.net
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Esfera de números de Riemann. En el supuesto de que la imagen del eje.x sean los meridiano'' 
0° y 180°, describir y trazar las imágenes de las siguientes regiones sobre la esfera de número 
de Riemann. 

30. lzl ~ 1 
33. lzl > 100 

31. El primer cuadrante. 
34. El semiplano inferioL 

32. El segundo cuadrante. 

35. f ~ lzl ~ 2 

Cuestionario y problemas de r·epaso del capítulo 14 

l. ¿Qué es una serie de potencias? ¿Por qué estas series son tan importantes en análisi 
complejo? 

2 .. Escribir de memoria la prueba de la razón, la prueba de la raíz y la fórmula de Cauch/ 
Hadamard para el radio de convergencia 

3. ¿Qué es la convergencia absoluta? ¿La convergencia condicional? ¿La convergencia unic 
forme? 

4. ¿Qué sabe acerca de la convergencia de una serie de potencias? 

5. ¿Es permisible la diferenciación término a término de una serie de potencias? ¿ Y la inte-; 
gración térmi1,o a término? 

6. ¿Qué es una serie de Taylor? ¿Cuál fue la idea para obtenerla a partir de la fórmula de la 
integral de Cauchy? 

7. Escribir la serie de Maclaurin de e". cos z, sen :r, cosh z. senh :r 

8. ¿Ln z tiene una serie de Maclaurin'1 Explicar la respuesta. 

9. Si x se sustituye por zen la serie de Máclaurin de una función real/(z). ¿se obtiene uni' 
función analítica? 

1 O. Proporcionar ejemplos que ilustren los métodos prácticos para obtener una 5erie de Taylor..' 

11. ¿Qué es una serie de Laurent? ¿Qué sabe acerca de su convergencia? 
12. ¿Es única la serie de Taylor de una función dada con un centro dado'1 Contestar la misma: 

pregunta para una serie de Laurent · 
1.3. ¿Qué es una singularidad? ¿Qué rol juega en relación con la convergencia de las series de. 

Taylor y de Laurent? 

14. ¿Cómo se aplican las series de Laurent en la clasificación de las singularidades? 
15, ¿Qué es un polo?¿ Y una singularidad esencial aislada? 

16. ¿Una función entera tiene polos?¿ Y singu Jaridades esenciales? (Piense el lector en ~jem-, 
plos típicos), 

17. ¿Qué es un cero de una función analítica? ¿Qué sabe acerca de los ceros de las funciones 
analíticas? 

18. ¿Conoce el lector alguna función analitic:! ~o constante sin ceros? 

19. ¿Qué es una función meroforma'1 Proporcionar ejemplos, 
20. ¿Qué es la esfera de números de Riemann? ¿Cuándo debe usarse'? 

Encontrar el radio de convergencia de las siguientes series de potencias. ¿Puede el lector iden
tificar la suma como una función conocida en algunos de los problemas? 

2 " -1 " 1 l. L, (z - 2)"n+ 
~=O (211 + ])! 

CD /110 

24. ¿ 1 (z - J + 2i)n 
n=O 11 • 

27. 
= (-1)" ¿ --,-z2n 

n""O /1. 

) ) ) 

~ z2n+ 1 
22. ¿ --

~=O 211 + ] 

25. 

28. ¿ rr"(z - 2i) 2" 

n=O 

-/ ) ) ) ) i ,' ) ) 

+ 1 
23. ¿ 

n=l 
00 

(z - i)" 
26. ,~o (3 + 4i)" 

z" 
29. ¿

n=O (211)! 

). ! ) ). 
. '·- ·- --·· -- --- ----

), 
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Encontrar la serie de Taylor de las siguientes funciones con el punto dado como centro y 
deter¡ninar el radio de convergencia. 

30. ez ,,¡ 31. e-2z o 32. Ln z, 2 

33. 
1 

, -1 34. -1 35, 2 + 3i - z 2z - i, z 

36. sen 1rz 2 , o 37. 
(1 - z)3 ' 

o 38. 1 + i 
4 - 3z 

, D.es~rrollm las fü_~ciones dadas en una serie de Laurent que converge para O< lz - z,,I < R y 
determinar la reg1on de convergencia precisa, así como el tipo de singularidad de la función 
en Z 11 , 

39. cos z 
(z - f,,)3, 

1T 

Zo = 2 40. 1 :1 zZ z0 = 0 

1 
41. z4 - zs ' 42. z0 = ] (z - 1)2, 

43. z3 cosh ~ 
z 

z0 = Ü 44. z + 1 + i 
(z + i)2 

z = o -i 

45. (z - J)- 3 Ln z, z0 

] ¡Zet - ] d 
47. 2 --- 1 z

0 Z 
O 

1 ' 
o 

1 
46. ? sen 21:2, 

senh 
48. 

z. 0 = 0 

o 

ez 
49. (z _ í) 5 , z0 = i 50. (z + í) 3 sen -

7
-

1
--. , z

0 -Z + 21 
-i 

Resumen del capítulo 14 

Series de potencias, series de Taylor y series de Laurent 

i) 

Las sucesiones, series y pruebas de convergencia se analizaron en la sección 
14.1. Una serie de potencias es de la forma (sección 14.2) 

(1) ¿ an(z - Zo)" = ªo + ª1(z - Zo) + ª2(Z - Zo)2 + ... ; 
n=O 

z0 es su centro. La serie (l) converge para lz - z
0

1 < R y diverge para lz - z
0

/ > R. 
Algunas series de potencias convergen para todo z (entonces se escribe R = oo). 
Re~ el radío de convergencia. También, R = lím /a/a,, ,1 si este límite existe. La 
sene ( 1) converge absolutamente (sección 14.2) y uniformemente (sección 
14 .. 6) en todo disco cerrado lz - z

0
I;;; r < R. Si R > O, entonces representa una 

función analíticaflz) para lz -z
0

/ < R. Las derivadasf'(z),f''(z), · · se obtienen 
por diferenciación término a término de ( 1 ), y estas series tienen el mismo radio 
de convergencia R que ( 1 ). Ver la sección 14..3. 

) ) ) _ .. ,:.;., 
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Recíprocamente, toda función analítica/(z) puede representarse por series 
de potencias Estas series de Taylor dej(z) son de la forma (sección 14A) 

(2) f(z) Clz - z0 1 < R), 

corno en cálculo. Convergen para todo z sifiz) es entera(= analítica para todo 
z) o en el disco abierto con centro en z

0 
y radio igual a la distancia de z

0 
a la 

singularidad más próxima dej{z) (= punto en el quefiz) deja de ser analítica; 
ver la sección 14.8). Las funciones e=, cos z, sen z, etc .. tienen series de Taylor y 
de Maclaurin semejantes a las del cálculo (sección J 4.4). 

Una serie de Laur·ent es de la forma (sección 14.7) 

(3) f(z) 

o, escrito más brevemente [¡aunque significa lo mismo que (3)!) 

(3*) f(z) 
n= -co 

l f f(z*) 
a = -. dz*. 

n 2m e (z* - Zo)n+l 

Esta serie converge en una corona (anillo) abierta(o) A con centro en z
0 

En A, la 
funciónj{z) es analítica .. Un punto que no está en A puede tener singularidades. 
La primera serie en (3) es una serie de potencias La segunda serie se denomina 
parte principal de la serie de Laurent.. En una corona dada, una serie de Laurent 
defiz) es única, peroj{z) puede tener una serie de Laurent diferente en coronas 
diferentes con el mismo centro. 

Si f(z) tiene una singularidad aislada (sección 14.8) en z = z
0

, entonces la 
serie de Laurent de fiz) que converge para O < lz - z

0
1 < R (R idóneo) puede 

usarse para clasificar esta singularidad, que se denomina polo si la parte princi
pal de esta serie de Laurentes una suma fin ita, y en caso contrario se denomina 
singularidad esencial (aislada). 

Se dice que un polo es de orden n si I l(z - z
0
)" es la máxima potencia 

negativa de la parte principal en (3) .. Un polo de primer orden también se deno
mina polo simple 

De manera semejante, la serie de Taylor (2) puede usarse para clasificar los 
ceros dej{z). La funciónfiz) definida por (2) tiene un cero de 11-ésimo orden en 
z0 sify todas sus derivadasf',f'', · · ,.f"- 11 son cero en z

0
, en tanto_f">(z

0
) a= O. Un 

cero de primer orden también se denomina cero simple. Ver la sección 14.8. 
En la sección 14.8 también se incluye un análisis del plano complejo ex

tendido, que se obtiene a partir del plano complejo al agregar el punto impro
pio = (" infinito"). 

0:) @ (:': @ @) @ ® G' .' () () @ C:'l @ o -..::·J G) Q) CD e e, ·.·' o 

Capítulo 

15.1 

Integración por 
el método de residuos 

Debido a que existen varios métodos para detenninar los coeficientes de una 
serie de Laurent ( 1 ), sección 14 .. 7, sin usar las fórmulas integrales (2), sección 
14.7, es posible utilizar la fórinula para b, a fin de evaluar integrales complejas 
de manera muy elegante y simple. b

1 
se denominará residuo defiz) en Z= z0. 

Este poderoso método también puede aplicarse para evaluar ciertas integrales 
reales, como se verá en las secciones 15.3 y ISA. 

Prerrequisitos para este capítulo. Capítulos del 12 al 14. 
Bibliografla· Apéndice 1, parte D. 
Respuestas a los problemas: Apéndice 2. 

RESIDUOS 

Primero se explicará qué es un residuo y cómo puede usarse para evaluar integrales 

f f(z) dz 
e 

Estas ~eran integrales de contorno tomadas alrededor de una trayectoria simple cerrada C. 
Si/(.:) es analítica en todas partes sobre C y dentro de C, entonces tal integral es 

cero debido al teorema de la integral de Cauchy (sección 13 3), con lo que ya se ha 
terminado. 

Sif(zi tiene una singularidad en un punto z = z
0 

en el interior de C, pero de otra 
forma es analítica sobre C y dentro de C, entoncesfiz) tiene una serie de Laurent 

f(z) 
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que converge para todos los puntos próximos a z = z
0 

(excepto en z = z0 mismo), e· 
algún dominio de la forma O< lz = z

0
! < R. Ahora sigue la idea cr~qiaJ,)~I coefi.pi~r¡.t 

b, de la primera potencia negativa l /(z - z
0

) de esta serie de Laureilt e~tá dado pór 1 
fórmula integral (2), sección 14.7, con n = l; es decir, · ' 

b 1 = -
2

1 
. ,! J(z) dz, 

1TI ~ 

pero como las series de Laurent puede obtenerse por varios métodos, sin usar 
fóm1ulas integrales para los coeficientes (ver los ejemplos en la sección 14.7), b, 
puede encontrarse aplicando uno de tales métodos y luego aplic'.'r la 'fórmula para b, 
a fin de evaluar la integral: '• · 

(1) 
1 t f(z) dz = 2rrib 1. 1 

·-----------
1 

Aquí se integra en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrede< 
dor de la trayectoria simple cerrada C que contiene a z = z

0 
en su interior. ·: 

El coeficiente b, se denomina residuo dej(z) en z = z
0

, y se denota por 

(2) Res f(z). 
z=zo 

Ejemplo 1 Evaluación de una integral por medio de un residuo 

Integrar !i1 fünciónfiz} = :::--1 sen zen sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alreúl.!dor~ 
Ut!I circulo unitario C t: 

Solución Por ( 14) de la sección 144 se obtiene la serie de L.aurent 

!(~) = 
sen 1 1 ;: ;: 3 

=---+---+ 
z3 3!z 5! 7! 

que con ve, ge para l=I > O(es decir. para todo za< 0) Esta serie muestra quej(z) tiene un polo de tercer orden 
en== O y el residuo 

- 1/3! .. 

A partir de ( 1 ). entonces se obtiene la respuesta 

,! sen 
J~ d;: 
e 

2rrib 1 

m 

Ejemplo 2 ¡Debe tenerse cuidado en aplicar la serie de Laurent correcta! 

Integrar/{=) 1/(z' -z') en el sentido del movimiento de !ns manecillas del reloj alrededor del ci1culo 
C: l=I = 112 

Solución=' =~ = =·'( 1 - z) muestra que.flz) es síngular en z =Oyen:= 1 Asi. = = l está fuera Je C, 
por lo que carece de interés aquí Entonces se requiere el residuo dej(z) en O. que se encuentra a 

.. 
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partir de la serie de Laurent que converge para O< l=I < 1; se trata de la serie (I) del ejemplo 4 en la 
sección I 4, 7: 

(O< lzl < 1). 

A partir de lo anterior se observa que el residuo es l Así. al integrar en el sentido del movimiento de lns 
manecillas del reloj se obtiene 

- 2 rri Res f(z) -2rri. 
z=O 

¡Atención! Si se hubiese aplicado la serie errónea (11) en el ejemplo 4 de la sección 14,7, 

(lzl > 1). 

se hubiera obtenido una respuesta errónea. O. porque esta serie no tiene potencia 1/z 

Dos fórmulas para obtener residuos en polos simples 

Antes de proseguir con la integración, se pregunta lo siguiente. Para obtener un resi
duo, un simple coeficiente de una serie de Laurent, ¿es necesario obtener toda la serie 
o existe una manera más económica? Para polos, la respuesta es que sí existe una 
manera más económica. De una vez y por todas, se deducirán algunas fórmulas para 
obtener residuos en los polos, de modo que en este caso ya no será necesario obtener 
las series completas. 

Sea/(z) con un polo simple en z = z
0

. Entonces, la serie de Laurent correspondien
te es [ver (2) con m len la sección 14.8]. 

Aquí b, ;= O (¿por qué?). Al multiplicar ambos miembros por z -z
0 

se obtiene 

Zo) + . ·]. 

Ahora se hace z '"'"7 z0 Entonces el miembro derecho tiende a b, Así se obtiene 

(3) Res f(z) 

Ejemplo 3 Residuo en un polo simple. 

+ 
Res --a---
z=i + 1) 

9,: + i 
;~~ (:. - ;¡ z(:. + i)(z - i) 

\ -· ) ) ~) ) -, ; 
-'· 

[ 
9:. + i J 

z(c: + iJ ,=i 

10,· 

-2 
-Si 

) j ) ) 
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Otra fónnula, que algunas veces es más simple, para obtener el residuo en Uí], 

polo simple se obtiene empezando con 

p(z) 
f(z) = 

q(z) 

con p(z) y q(z) analíticas, en donde se supone que p~z.°) ,,e O y q(z) ti~ne un cero simple en · 
z = z

0 
(de modo que, por el teorema 4 en la secc1on 1.4.8,/(z) t1en_e un polo s11:1ple 

en .z = z
0

, como se desea). Por la definición de cero simple, q(z) tiene una sene de 

Taylor de la forma 

( - )2 
, z Zo "(z ) + q(z) = (z - z0 )q (z0 ) + 

2 
! q o · · · · 

Esta serie se sustituye en/= plq y después/se sustituye en (3), con lo que se encuentra·: 

Res f(z) lím (z 
z=zo 

- ) p(z) 
'o c¡(z) 

(z - Zo)P(Z) 

Ahora se ve que en el miembro derecho se cancela un factor z z0 , y que el denomina
dor resultante tiene el límite q'(z

0
) Por tanto, la segunda fórmula para obtener el 

residuo en un polo simple es 

(4) 

Ejemplo 4 Residuo en un polo simple calculado a partir de la fórmula (4). 

Res--=--- - - - - = -Si + i [ 9z + i J I Oi 
+ ) - 3,: 2 + 1 ,=, - -2 

.:=i 

Ejemplo 5 Otra aplicación de la fórmula (4). 

Encontrnr todos !os polos y los residuos correspondientes de la función 

cosh rrz 
f(z) = 7-=-i" 

(ver el ejemplo 3) 

Solución p(z) = cosh n:z es entera, y q(z) = r' - J tiene ceros simples en 1, ,, -1, -i Por lanlO,)lz) .tiene .' 
polos simples en estos puntos {y ningún otro polo). Como q'(::) = 4:r\ por (4) se observa que los rcs:duus : 

son i .. guales a los valores de (cosh 1tz)/4::::.1 en tales puntos: es decir, ,. 

cosh "= 2.8980, 
4 

cos 7T 

4¡ 
I 

4 • 
cosh ;r 

4 

cosh ( - r.i) 

4(-i) 3 4 

('( (:( ce ( (; C· 
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Fórmula para el residuo de un polo de cualquier orden 

Sea/(z) una función analítica que tiene un polo de cualquier orden m > l en un punto 
z = z0 • Entonces, por definición de tal polo (sección 14 .. 8), la serie de Laurent de /(z) 
que converge cerca de z = z

0 
(excepto en z = z

0 
mismo) es 

f(z) 
z 

.. + 
(z 

en donde b,,, ,,e O. Al multiplicar ambos miembros por (z - z
0

)"', se obtiene 

Se observa que el residuo b
1 

dej(z) en z = z
0 

es ahora el coeficiente de la potencia 
(z z,,)"' 1 en la serie de Taylor de la función 

g(z) = (z - z
0
)m f(z) 

del miembro izquierdo, con centro z = z
0 

Así, por el teorema de Taylor (sección 14A), 

1 b = g<m-l)(z ). 
1 (m _ l)! o 

Por tanto, si/(z) tiene un polo de m-ésimo orden en z z
0

, entonces el residuo está 
dado por 

(5) Res f(z) 
z=zo 

----lím 
(m l)! z-zo { 

dm-1 } 
dzm-1 [(z - Zo)mf(z)] . 

En particular, para un polo de segundo orden (m 2), 

(5*) Res f(z) = lím {r(z - Zo) 2f(z)J'}· 
z = Zo Z-+Zo 

Ejemplo 6 Residuo en un polo de orden superior. 

la función 

J<z) 
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tiene un polo de segundo orden en z = 1, y por (5") se obtiene el resjduo correspondiente 

Res J(z) 
z=l 

lim !!_ [<z - 1) 2f(z)] = lim !!_ ( SOz ) = 8. 
-1~ -1~ z+4 

Ejemplo 7 Residuos de fracciones parciales. 

Sij{z) es racional, entonces sus residuos también pueden determinarse a partir de fracciones par~iales 
el ejemplo 6, 

-8 8 10 

z + 4 + z - 1 + (z - 1) 2 

Lo anterior muestra que el residuo en z = 1 es 8 (como antes), y que en z = -4 (polo simple) es -8. 
¿Por qué sucede lo anterior? Considerar z = 1 Ahi, la serie de Laurent tiene las dos últimas fracciones 

como su parte principal, y la primera fracción como la suma de su otra parte. Esta primera fracción es 
nnalitica en:::= 1. de modo que tiene una serie de Taylor con centro z = l, comq debe sc::r. De ma.ncra 
semejante, en z = -4 la primera fracción es la parte principal de la serie de Laurent 

Ejemplo 8 Integración alrededor de un polo de segundo orden. 

Al integrar){::) en los ejemplos 6 y 7 en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj : 
alrededor de cualquier trayectoria simple cerrada C tal que z = 1 está dentro de C y:= -4 está fuera de C 
se obtiene (ver el ejemplo 6 o el ejemplo 7) 

,C. 50z 

'.{; (z + 4)(z 1)2 dz 2 rri Res ----'-----,, 
z= 1 (z 

Problemas de la sección 15.1 

2rri 8 16rri = 50.27i 

Encontrar los residuos en los puntos singulares de las siguientes funciones 
3 4 1 sen z 

l. 2, -3 3. -z4 
1 - z z z2 

zZ + 1 e' 
4· z 2 - z 5

· 2 
6

' (z - rri) 5 

7, cot z 8. sec z 9. 2/(z 2 - 1)2 

Encontrar los residuos en aquellos puntos singulares que están dentro del circulo lz! = l. 
z 2 2z - 3 z 23 

IO. z4 - ·1 l l. z3 + 3z 2 12· z2 - 4z - 5 

3 + 8 3z + 6 
13. 14. + 4z 15. (z + l)(z2 + 16) 

Evaluar las siguientes integrales, en donde Ces la circunferencia unitaria (en sentido contrario 
al movimiento de las manecillas del reloj) 

16. f ellz dz 17. T tan z dz 18. Tese 2z dz 
e e e 

19. r_ cot z dz f d7 :f_ z4 + 6 20. 21. ---d-
e e senh ! rrz e z2 

- 2z "' 

:f_ sen 
6
rrz. dz :f. z

3 + 2 f tanh + I 
dz 22. 23. ---dz 24. 

e 4z + 7T e' sen z e z e 

25, Otra deducción de (5). Obtener (5) sin aplicar el teorema de Taylor, derivando m - .1 
veces la fónnula (: - z,,)"'./(.:) 

') .. ) ) -¡ l ) '). 
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15.2 TEOREMA DEL RESIDUO 

Hasta el momento es posible evaluar integrales de funciones analíticas/{z) sobre cur
vas cerradas C cuandoj{z) tiene un solo punto singular dentro de C. A continuación se 
verá que el método de integración por residuos puede extenderse al caso en que haya 
varios puntos singulares de j{z) dentro de C. Esta extensión es sorprendentemente 
sencilla, como se muestrn a continuación .. 

Teorema 1 Teorema del residuo 

Seaj{z) una función analítica den/ro de una trayectoria simple cerrada Cy sobre C, 
excepto por un número.finito de puntos singulares z,, z,, · · ·, zk dentro de C Entonces 

(1) 

la integral se efectúa en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj 
alrededor de la trayectoria C 

Demostración. Cada uno de los puntos singulares z. se encierra en un círculo C con radio 
suficientemente pequei'io, de modo que todos estos k círculos y C sean ajenos (figura 346). 
Así,/(z) es analítica en el dominio múltiplemente conexo D acotado por Cy C

1
, · ·, C., y 

sobre toda la frontera de D. Por el teorema de la integral de Cauchy se tit!ne 

(2) f f(z) dz + f f(z) dz + f f(z) dz + · · · + f f(z) dz 
e e, ~ ·0 

O, 

la integral a lo largo de C se toma en sentido contrario al movimiento de las manecillas del 
reloj y las otras integrales, en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj (ver la 
sección 13.3). Ahora se invierte el sentido de la integración a lo largo de C

1
, • • ·, C,. Así, 

los signos de los valores de estas integrales cambian, y por (.2) se obtiene que 

(3) f f(z) dz = f f(z) dz + f f(z) dz + 
e e, C2 

Figura 346. Teorema del residuo. 
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Ahora, todas estas integrales se toman en sentido contrario al movimiento de las ma

necillas del reloj Por ( 1) de la última sección, 

2 r.i Res f(z), 
Z = Zj 

de modo que con (3) se obtiene ( l ), y se ha demostrado el teorema. 11 

Este teorema importante tiene varias aplicaciones en relación con integrales com
plejas y reales. Primero se considerarán algunas integrales compl".jas. 

Ejemplo 1 Integración por el teorema del residuo. 

Evaluar la siguíente integral en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor de 
cualquier trayectoria simple cerrada tal que (a) O y I eslén dentro de C. (b) O esté dentro y I esté fuera, (e) 

1 esté dentro y O esté fuera, ( d) O y I estén fuera de C 

J.4 -
:l e . -

dz 

S0/ució11. El integrando tiene polos simples en O y 1, con residuos [(por (3) en la sección 15 1 J 

4 - Jz [4 - 3z] Res----= --- = -4, 
z=O Z(Z - 1) Z I z=O 

4 - 3z [4 - Jz] Res---- = --- = 1 
z=lz(z-1) z z=l 

Confirmar Jo anterior aplicando (4) en la sección 15 1 Respuel'/a (a) 2n:i(-4 + 1) = -6n:i, (b)-8n:i, (c) 

2n:i. (d) O 1 

Ejemplo 2 Polos y singularidades esenciales. 

Evaluar la siguiente integral (en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj), en donde C 

es la elipse 9.s' +y'= 9 

_. __ + .,eTTlt dz :f ( "C rr, ) 
e z·t - 16 " 

Solución. Como =-1 - 16 = O en ±1i y ±2. cnlonccs el primer [énnino del integrando tiene polos simph.!s en 

±2i dentro de C. con residuos [por ( 4) de la sección 15 1: observe que e'"' = 1 J 

ze"" [ze'"J 1 Res - 4--- = --3 = - - , 
z=2i z - 16 4z z=2i 16 [ze""J 

4z 3 z=-2i 16 

y polos simples en ±2. que cst.in fucrn de C. por Jo que carecen de interés aqui El segundo 1érmino de:! 
intc~rando tiene una singularidad esencial en O. con residuo rr..-:.12, segun se obtiene a partir de 

ze 7rfz ) - + 

liespuesw 2n:i(-1!16- 1/16 + rr'/2)'= rr(rr'- l/4)i= .30 221i. por el teorema del residuo 11 

< , < e: r· ( t r, e e ( 
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Ejemplo 3 Confirmación de un resultado básico anterior. 

Integrar l/(z- z
0

)'"' (mes un entero positivo) en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj 
alrededor de cualquier trayectoria simple ccrrnda C que contenga al punto z = zu " 

Soh:cfá::.. !!(:- - =
0

)"' tic:1c SLl prapl.1 serie de Lau;cni. con ce1H10 ~:::.. 2 0 , que i.:011.stu Je esta pane principal 

de un solo término. y 

Rcs--
1
-

z=zoz - zo 

Res---
z=zo (z - Zo}rn 

J, 

o 

En concordancia con el ejemplo 2 de la sección I J 2. así se obtiene 

si m 

si m 2, 3, · 

Problemas de la sección 15.2 

(m = 2,3,· · ·). 

Integrar ~;=_+
9

: en sentido contrario al movimiento de las manecillas del teloj alrededor de 

las siguientes trayectorias C 

l. lzl = 1 

4. lz - JI 2 

2. lzl 4 

5. lz - i¿ + 2il = 2.4 

3. lz + 2 + il 
6. lz JI = 3 

3 

Evaluar las siguientes integrales. en donde Ces cualquier trayectoria simple cerrada tal que 
todas las singularidades están dentro de C (en sentido contrario al movimiento de las maneci

llas del relo.i) 

7. ):,~dz 
{ z- + 4 

IO. J. senh z dz 
{ 2z - i 

8. f 1 / 9-2 dz 
e ~ 

11. f 
e 

9. d• f z cosh rrz 

e z 4 + 13z 2 + 36 ' 

,¡:, z2 sen z 
12. T. 422 - 1 dz 

e 

Evaluar las siguientes integrales, en donde Ces la circunferencia unitaria (en sentido cont,ario 

al movimiento de las manecillas del reloj) 

13. f TJdZ 
e"' - 4 

16. 

19. ):, col ~ d-
{ 4 e 

..f. ez 
22. { z(;:: - rri/4)2 dz 

f 7z 
14. - 0 --1 dz 

e z- + rr 

17. f 
e-,' 
--dz 

e sen 2.:: 

20. f e' col 4z dz 
e 

23. f tan 2rrz d::. 
e 

f dz 
15. 2 e z + 6iz 

):, 30z 2 - 23;:: + 5 cf, 
18· { (2z - 1 ) 2 (3z - 1) ' 

21. 

24. 

f senh z 
1 ---- (7 

e 4z 2 + 1 ' 

):, 1 4z + 6z 2 

:t; (z 2 + tJ(2 - zj d::. 
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25. f tan rrz dz 26. 
e 

t cosh 
dz 28. 

3iz 
29. 

INTEGRACIÓN POR EL MÉTODO DE RESIDUO 

f coth z dz 
e 

f ez ---dz 
ecos rrz 

2 ch tan r,z d-
7. T. 3 <. 

e z 

30 ch (z + 4)3 
. . T. z4 + 5z3 + 6z2 dz . e . 

15.3 EVALUACIÓN DE INTEGRALES REALES 

') 

A continuación se demostrará el bastante sorprendente hecho de que el teorema del 
residuo también constituye un método muy elegante y simple para evaluar ciertas 
clases de integrales reales complicadas. 

Integrales de funciones racionales de cos e y sen e 
Primero se considerarán integrales del tipo 

( 1 J 
2rr 

1 = J F(cos O, sen 8) c/lJ 
o 

en donde F(cos 8, sen 8) es una función racional de cos 8 y sen 8, por ejemplo (sen' 
(5 - 4 cos 8)), y es finita sobre el intervalo de integración. Al hacer éº 

cos 8 
(2) 

1 . . 
sen 8 = - ((!' 11 - e-' 11 ) 

2i 

2 (z + D 
2i (z D 

y se observa que el integrando se vuelve una función racional de:::, por ejemplo}(~). 
medida que 8 varía desde o hasta 2rr, la variable ::: varía una vez alrededor de 
circunferencia unitaria 1:::1 = 1 en sentido contrario al movimiento de las manecillas 
del reloj Como d:ddB = ie' 9, se tiene que dB d:di:::, y la integral dada asume la forma 

(3) 1 f dz 
.f(z) -:-- , 

C IZ 

la integración se efectúa en sentido contrario al movimiento de las manecillas del 
reloj alrededor de la circunferencia unitaria. 

Ejemplo 1 Una integral del tipo (1 ). 

Aplicando el melado actual, demostrar que 

·, 
1 ), 

{ w -v~.'S"~. _,_! &_c_o_s -& 2 rr 

J ), ), ) 
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Soluc.ión. Se usa cos e= t (z + 1/z) y de= dzliz Así. la integral se vuelve 

f = - ~ f dz 
e _

2 
(z2 _ ZV2z + l) 1 e (z - V2 - l)(z - V2 + 1) 

Se observa que el integrando tiene dos polos simples, uno en z
1 
=.Ji+ 1, que está fuera de la circunforen

cia unitaria C: lzl = 1 y por tanto carece de interés; yel otro en z
2 

= j'i - ), dentro de C, en donde el residuo 
es [por (3) de la sección 15. I] 

2 

Junto con el factor-2/i antes de la íntegra!, lo anterior conduce al resultado deseado 2rri(-2/i)(-l/2) = 2n 11 

Integrales impropias de funciones racionales 

A continuación se considerarán integrales reales del tipo 

(4) f 00 

.f(x) dx. 
-oo 

Tal integral, para la que el intervalo de integración no es finito, se denomina integral 
impropia, y significa que 

(5') 
OO Ü b f 00f(x) dx = lírn J f(x) dx + Iím J f(x) dx .. 

_ a--c:o a b-Ho 0 

Si ambos límites existen, entonces es posible acoplar los dos pasajes independientes a 
-= y =, y escribir1 

(5) 

Se supone que la función.l(x) en (4) es una función racional real cuyo denominador es 
diferente de cero para todo x real, y que su grado es por lo menos dos unidades mayor 
que el grado del denominador. Así, el límite en (5') existe y es posible empezar a partir 
de (5). Se CO(]Siderará la integral de contorno correspondiente 

(5*) Í f(z) dz 
e 

1 La expresión del miembro derecho de (5) se denomina valor principal de Cauchy de la integral y 
Puede existir incluso si los límites en (5') no existen Por ejemplo, 

lim JR x dx = Jím (R 2 
- R

2

2) 
R-oo -R R-oo 2 

) ) J, . 1 

O, pero 
b 

lim J x dx 
b-oo O 
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0 
1 1 \ 

-JI I JI 

Figura 347, Trayectoria C de la integral de contorno en (5'). 

alrededor de una trayectoria C en la figura 347. Como/(x) es racional, entoncesj(z) tiene. 
una infinidad de polos en el semiplano superior, y si se elige R suficientemente grande/ 
entonces C abarca a todos estos polos. Entonces, por el teorema del residuo se obtiene ' 

f f(z) dz 
e 

R 

J!(z) dz + J f(x) dx = 2rri ¿ Res f(z) 
S -R 

en donde la suma consta de todos estos residuos def(z) en los puntos en el semiplano·.: 
superior en donde/(::-) tiene un polo. A partir de Jo anterior se obtiene 

(6) 
R J f(x) dx = 2 rri ¿ Res f(z) - r f(z) dz 

-R ·s 

Se demostrará que, si R-'> =, entonces el valor de la integral sobre él semicírculo· 
Stiende a cero .. Si se hace z = Re'º, entonces S está representado por R = constante, y 
a medida que z varía a lo largo de S, la variable e varía desde O hasta re. Como, por 
hipótesis, el grado del denominador dej(z) es por lo menos dos unidades mayor que el; 

grado del numerador, entonces se tiene 

k 
lf(zll < W (lzl = R > R 0 ) 

para constantes k y R
0 

suficientemente grandes. Por la desigualdad ML de la sección 

13 .2, se tiene 

/~f(z) dz[ 
k 

< - 2 rrR 
R 

krr 

R 

Por tanto, cuando R tiende a infinito, el valor de la integral sobre S tiende a cero y (5) 

y (6) producen el resultado 

(7) 2rri ¿ Res f(z), 

en donde se suma sobre todos los residuos dej(z) correspondientes a los polos dej(z) 
en el semiplano superior. 

e, c 1 o e! o 
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Ejemplo 2 Una integral impropia desde O hasta -

Aplicar (7) para demostrar que 

1
00 

dx 

e 1 + x4 

Solución. De hecho,j{z) = I /( 1 + z') tiene cuatro polos simples en los puntos 

71 
= errt/4 Zz = e3ml4 

323 

e-rri/4 

Los dos primeros de estos polos están en el semiplano superior (figura 348) A partir dt! (4) en la sección 
J 5, l se encuentra que 

Res f(z) 
z=z 1 [c1 +

1 
z4>'l.,, ! e-31ri/4 

4 

Res f(z) - [--
1 
-] 

z=z
2 

- (1 + z4 )' 2=22 

Por ( 1) en la sección 12. 7 y (7) de esta sección, 

{ 
I+ 

2rri (-e1ril4 + e-1ri/<1) 
4 

7T 
TT .sen -

4 

Como 1/( 1 + x') es unu función par, entonces se obtiene, como se alirmó, 

1
00 

dx J ¡= dx TT 

0 
!+? = 2 _

00 
1 + x 1 = 2V2 

y 

X 

Figura 348. Ejemplo 2. 

Ejemplo 3 Otra integral impropia. 

Aplicar (7) para demostrar que 

x
2 

dx = '!!. 
+ 5x 2 + 4 6 

_ .!. e7Tt/4 

4 

Solución. El grado del denominador es dos unidades mayor que el del numerador, de modo que el método 
actual es apl icablc Asi, se tiene 

JCz) 
p(z) = __ z_2_-__ 1_ 

q(z) z4 + 5z 2 + 4 + 
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que tiene polos simples en 2i e i en el semi plano superior (y en -2i y-i en el semiplano inferior, que can:c 
de interés aqui) A partir de (4), sección 15, 1, se calculan los residuos observando que q'(=) = 4z-' + 1 Oz. 

[ 
z2 - 1 J 5 Res J(z) = 3 = ~ . 

z=2, 4z + JOz z=2i 121 
Res [(z) = [ '

2 
-

1 J 
z=i 4z. 3 + lüz z=i 

-2 
6i 

Respuesta 2m(5/12i- l/3i) = rr/6, como se afirmó 

En retrospectiva, es posible darse cuenta de que las ideas cruciales de los méto 
dos actuales son éstas. En el primer método, el intervalo de integración en el eje rea 
se mapeó sobre una curva cerrada en el plano complejo (la circunferencia unitaria) 
En el segundo método, a un intervalo sobre el eje real se asoció un semicírculo, d 
modo que se obtuvo una curva cerrada en el pla~o complejo, que despu(js se "deshi'. 
zo". Este segundo método puede aplicarse a más tipos de integrales, como se mostra 
rá en la siguiente sección, que es la última de este capítulo. 

Problemas de la sección 15.3 

' 
Evaluar las siguientes integrales que implican funciones coseno y seno. 

trr dO 
2. r dO 

l. + ! coso o 1T + cos o 

trr do 2rr do 
4. 5. I 5/4 sen e - seno 

7. {rr 
17 

cos e 
dO - s cose 

8. trr 
o 5 

sen 2 
O dO 

4 cos O 

2rr 

10. J 1 + 4 cos o do 

0 
17 - 8 cos O 

Evaluar las siguientes integrales impropias. 

14. 

17. 

20. 

J _x_dx 
-oo x4 + 1 

00 

loo (x2 

X 

2x + 2)2 

00 

dx 

loo (x2 2x + 5)2 

dx 

12. Joo __ d_x_2 _3 

-oo (] + X ) 

00 

dx 
15. J 1 + x6 

00 

dx 
18. loo (x2 + 1)(x2 + 9) 

3. trr 
0 

37 
dO 
12 cos O 

6. trr 
o 3 

cos e do 
+ sene 

trr cos o 
9. 12 cos 20 do o 13 

Sugerencia 

cos 20 = !(z2 + z-2), 

13. Joo 1 + x2 dx 
o 1 + x4 

J
00 

dx 
16. 4 

_
00 

X + ]6 

15.4 OTROS TIPOS DE INTEGRALES REALES 

'") ·e:,¡ , 

Existen más clases de integrales que pueden evaluarse aplicando el teorema del resi
duo a integrales complejas idóneas. En las aplicaciones, estas integrales pueden sur
gir en relación con transformaciones o representaciones integrales de funciones espe-

<) ;;,, : ) ) ) ) ) '\ ) ) ') '), ') ') 
,I I I 
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ciales. En esta sección se considerarán dos clases de estas integrales, Una de ellas es 
importante en problemas que implican la representación integral de Fourier (sección 
10.9), La otra clase consiste en integrales reales cuyo integrando es infinito en algún 
punto del intervalo de integración. 

Integrales de Fourier 

Integrales reales de la forma 

(l) f_~f(x) cos sx dx y f_:f(x) sen sx dx (s real) 

se presentan en relación con la integral de Fourier (sección 10.9). 
Sij(x) es una función racional que cumple las hipótesis sobre el grado enunciadas 

en relación con (4), sección l 53, entonces la integral ( 1) puede evaluarse de manera 
semejante a la que se usó para la integral (4) dé la sección anterior. De hecho, es 
posible considerar entonces la integral correspondiente 

(s real y positivo) 

sobre el contorno C en la figura 34 7 (sección l 5.J): En vez de (7), sección 15.3, se 
obtiene 

(2) 2 1ri ¿ Res [f (z) e isz] (s > O) 

en donde se suman los residuos de /(z)é'' en sus polos del semi plano superior. Al 
igualar las partes reales e imaginarias de ambos miembros de (2), se obtiene 

-21r¿ Im Res [ 

(3) (s > O) 

21r¿ Re Res [f(z)eisz]. 

Es necesario recordar que (7), sección 15.3, se estableció al demostrar que el valor 
de la integral sobre el semicírculo Sen la figura 34 7 tiende a cero cuando R-, =,, A fin 
de establecer (2) es necesario demostrar lo mismo para la integral de contorno actual, 
como sigue. Comos> O y S está en el semi plano superior y e;; O, se observa que 

(s > O, y~ 0). 

), ) ) ) ) 
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A partir de Jo anterior se obtiene la desigualdad 

(s > O, y~ O). 

Lo anterior reduce el problema actual al de la sección anterior. Prosiguiendo com .. 
antes se observa que la integral sobre S tiende a cero cuando R tiende a infinito. Asís· 
establece (2), que implica a (3).. 

Ejemplo 1 Una aplicación de (3). 

Dcmoslrar que 

J cos sx 

-a:, k2 + x2 dx J""' sen sx 
---dt 

-CXI k2 + _x2 ' 
o (s > O, k > O) 

Solución. De hecho, em/(k1 + z2) sólo tiene un polo en el semipluno superior: a saber, un polo simple en./ 
- ik.; por (4) de la sección 15.1 se tiene que ·, 

Por consiguiente, 

eis;:. 
Res--
z=ik k 2 + z2 

f
a, (!1SX 

-ca k2 + x2 dx 

[ isz] 
e2z ;;:::=ik 

Como em = cos .sx + i sen .'íx, con ésto se llega a los resultados anteriores [ver también ( 15) en la 

cocción 10.9] 11 

Otros tipos de integrales impropias reales 

Otro tipo de integral impropia es una integral definida 

(4) 
B J f(x) dx 

A 

cuyo integrando se vuelve infinito en un punto a del intervalo de integración, es 
decir 

lím if(x)I oo. 

Entonces la integral (4) significa que 

(5) 
B J f(x) dx 

A 

lírn 
,-o 

a-t: B f f(x) dx + lín:i f f(x) dx 
A q-0 a+q 

c··c,cr, ( ( ('; ( e < r 
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en donde tanto E como T) tienden a cero independientemente y a través de valores 
positivos. Puede suceder que ninguno de estos límites exista si E y r¡ ~ O de manera 
independiente, pero que 

(6) [JAa-ef(x) dx + JB f(x) dx] 
a+, 

lím 
,-o 

exista, Lo anterior ~e denomina valor pr·incipal de Cauchy de la integral y a menudo 
se escribe 

Por ejemplo, 

B 

v. pr. f f(x) dx
A 

f 1 dx [f-, dx fl dx] v. pr. 3 = lím -:J + 3 = O; 
- 1 X e-O - 1 .X e X 

el valor principal existe, aunque la integral en sí no significa nada. La situación com
pleta es bastante semejante a la que se analizó en la segunda parte de la sección I 5.3. 

Con la intención de evaluar una integral impropia cuyo integrando tiene polos 
sobre el eje real se usa una trayectoria que evita estas singularidades al describir 
pequeños semicírculos con centros en los puntos singulares; este método puede ilus
trarse con el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 2 Integrando que tiene un polo sobre el eje real. Integral s;enoidal. 

Demostrar que 

f
a, senx 
--dx 

O X 2 

(Éste es el limite de la integral senoidal Si(x) cuando x -t ""°;verla sección l O 9) 

Solución (a) No se considera (sen z)lz porque esta función no se comporta de manera idónea en el infinito 
Se considerará é'h. que tiene un polo simple en z = O y se integrara alrededor del contorno de la figura 349 
Como e1z/z es analítica en el interior y sobre C. al aplicar el teorema de la integral de Cauchy se obtiene 

(7) 
,.[_ eiz 
T- dz = O 
e z 

-R - -r O - R 

Figura 349. Contorno en el ejemplo 2-

1 ,, 

1 

l! 
I· 

r 
!: 

i¡ 
I¡ 



328 

') ' c-'l 

INTEGRACIÓN POR EL MÉTODO DE RESIDUO 

y y= 28/rr 

/ 

"' 
o rr/2 o 

Figura 350. Desigualdad del ejemplo 2. 

(b) Se demostrará que el valor de la integral sobre el gran semicirculo C, tiende a cero cuando R tiende, 
a infinito Al hacer .z = Re 111

• s~ tiene dz = iRe' 11 de, dzl= = idBy por consiguiente 

(z 

En el integrando del miembro derecho, 

Lo anterior se inserta en la inlf.:gral y se aplica sen (.n- 8) =sene a fin de obtener una integral dc:;;dc O 
hasta ,r/2; · 

rr/2 

2 J e-R scntJ dO, 

o 

Así, en la figura 350 se observa que sen e;;: 28/n: si O;;;_ e;;;_ rrJ2. Por tanto. - sen 8 ;;;- 28/rr Con base en 
este hecho y por integración se obtiene que 

-rr/2 TT/2 2 J e-R seno dO ~ 2J e-2:RfllTr d8 
o o 

O cuando 

Por tanto, el valor de la integral sobre C
1 

tiende a O cuando R -,. "'°· 
(e) Para la integral sobre el pequeño semicirculo C, en la figura 349 se tiene 

La primera integral de la derecha es igual a - reí El integrando de la segunda integral es anal itico y pur 
tanto está acotado, por ejemplo, es menor que alguna constante /1.4 en valor absoluto para todo z sobre C!. 
y entre C, y el eje x Así, por la desigualdad ML (sección 13 2), el valor absoluto de esta integral no puede 
exceder a Mrrr Esta expresión tiende a O cuando r-, O Debido al inciso (b). entonces con base en (7) se 
obtiene 

Je" -dz 
e z Joo l'ix J ;, 

-dx + lim ~ dz. 
r-0 c

2 
Z 

- Tri O. V pr V pr. 

Por tanto, el valor principal es igual a rr:í; su parte real es O y su parte imaginaria es 

(8) V pr Jro Se: X d.\ rr 

·----------------------------------'---·---
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(d) Ahora, el integrando en (8) es no singular en x = O Ademéis, ya que para x positiva la función J!'.x 
decrece. el área bajo la curva del integrando entre dos ceros positivos consecutivos decrece de manera 
monótona; es decir, los valores absolutos de las integrales 

(n O, 1, 

constituyen una sucesión decreciente monótona j/
1

1, !f.'.!I, , e l,
1 

tiende a O cuando n-;. oa Como el signo 
de estas integfales es alterno (¿por qué?), con base en la prueba de L.cibnitz (que se presenta en el apéndice 
3), se concluye que la serie infinita / 0 + / 1 +" converge Resulta evidente que la suma de la serie es la 
integral 

f 00 SCn X d..\ 
0 X 

h 

J scn.r 
lím --J., 

b-co O X 

que, por consiguiente, existe De manera semejante, la integral desde O hastn-oQ existe Asi, no es nccc:sa
rio considerar el valor principal en (8), y 

Joo~J 
.. \ 

-ce X 
rr 

En vinud de que el integrando es una función par. se concluye el resultado deseado 11 

En el inciso (c) del ejemplo 2 se evitó el polo simple al integrar a Jo largo de un 
pequeño semicírculo C,, y después se hizo que C, se redujera a un punto .. Este proceso 
sugiere el siguiente 

Teorema ·1 Polos simples sobre el eje real 

Sij(z) liene un polo simple en z = a sobre el eje real, entonces (Figura 351) 

lím J f(z) dz = .ri Res f(z). 
r-0 c

2 
z=a 

Figura 351. Teorema 1. 

Demostración. Por la definición de polo simple (sección 14 .8), el integrando /(z) 
tiene en z = a la serie de Laurent 

f(z) + g(z). 
; - a 

Res f(z) 
z=a 

en donde g(z) es analítica sobre el semicírculo de integración (figura 351) 

O~ f) ~ rr, 
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y para todo z entre C, y el eje x .. Por integración, 

J f(z) dz 
C2 

J" !:.1_ ireio de + r g(z) dz .. 
rpzO 

u · ·c2 

La primera integral del miembro derecho es igual a b
1
ni .. Debido a la desigualdad M{ 

(sección 13 .. 2), la segunda integral no puede ser mayor que Mnr en valor absoluto, y· 
Mnr -, O cuando r-, O. 11 

Es posible combinar este teorema con (7) de la sección 15..3 o con (3) de esta 
sección .. Así, [ver (7), sección 15..3], 

(9) V .. pr .. f 00

t(x) dx 2 rri 2:: Res f(z) + 7Ti 2:'. Res 
-oo 

(en la primera sumatoria la suma es sobre todos los polos que hay en el semiplano 
superior, y en la segunda, sobre el eje x), válida para la función racionalfix) = p(x)I 
q(x) con grado q?; grado p + 2, que tiene polos simples sobre el ~je x .. 

Problemas de la sección 15.4 

L Deducir (3) a partir de (2) 

Evaluar las siguientes integrales reales .. 

J 
ro 00 

2. 
COS X J sen x ---dx 3. dx 

x 4 + 1 + 

w 

lm 
sen x 

1 
dx 4. 

x2 +x+ 
00 ro 

5. lm 
COS X 

1 
dx J sen 2x 

x2 6. ;.2 dx 
+ X + +x+ 

00 

lm 
COS X 

dx 7. 

ro 

cos 2x 
m 

8. loo d.t J sen nx 
9 .... dx 

1 + 

00 

cos 4x 

100 dx 10. 
;,:4 + 5x 2 + 4 

00 m 

11.. lm 
X 

dx { cos 2x 
12. 4)2 dx 4 (x2 + 

13. J® cos 2x d 

0 
4x4 +] 3.r 2 + 9 X 

14. Integrar e·'' alrededor de la frontera del rectángulo con vénices -a, a, a + ib, -a+ ib, 
haciendo a -, =, y usando 

demostrar que f 00 e-:c' cos 2bx dx 
o 

. ( ( ( ( (' C ( ( C; e· e\ c1 c1 c. e: o o 0) 
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Polos en el eje real. Encontrar el valor principal de Cauchy de las siguientes inte
grales. 

r m 
dx r 00 

dx r ro 

15. 1.6. 17 .. dx 
J_oo 2 - ix J (x + J)(x" + 2) J X 

00 

dx J 
00 

dx 
m 

dx 
18. .. L 19. 20. lm ~ - 2ix + l)(x 1) 

J 
00 1 . 

J 
m 

cos../,rrxd 
00 

21. 
sen ;:pr.t el ;r 22. --~- X 23. loo 

sen rrx c/;r 
2, - x 2 • x 2 - 1 X - x 5 . 

24. Demostrar que el resultado en el ejemplo 2 sigue siendo el mismo si el semicirculo supe
rior e, se sustituye por el semicirculo inferior correspondiente 

y 

C¡ 

i v'2 

--- . c3.._ .___,_ __ c_,,-c----~-.......,-
-R -1 O R x 

Figura 352. Problema 16. 

Cuestionario y problemas de repaso del capitulo 15 

l. ¿Qué es una singularidad de una fonción analíticaj(z) y cuál es el residuo dej(z) en un 
punto singular? 

2. ¿Cuál es la idea de la integración por residuos? 
3.... ¿Por qué en la integración por residuos es importante usar la serie de Laurent que conver

ge en una vecindad del punto singular=,, (excepto en z,, mismo)? 
4. ¿Puede el lector recordar alguno de los métodos con los cuales se determinan resi-

duos? 
5. ¿Es posible que el residuo en un punto singular sea cero'? Justificar la respuesta .. 

6. ¿Es posible que el residuo en un polo simple sea cero? 
7. ¿Es posible aplicar integración por residuos en el caso de una función que no sea analíti

ca, sino simplemente continua? 
8. ¿Es posible aplicar integración por residuos para evaluar la integral de tan ( 1 /z) alrededor 

de un contorno cerrado que contiene a z O en su interior? Contestar la misma pregunta 
para e'1

'. 

9. En la integración por residuos se requieren trayectorias cerrada .. <.. A pesar de ello, ¿cómo 
sería posible evaluar integrales (reales) sobre intervalos? 

10. ¿Cuál es el valor principal de Cauchy de una integral, y por qué ocurre en este capí· 
tul o? 

www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
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Integrar la función dada sobre la trayectoria C dada, usando integración por residuos o uno de los 
métodos analizados en el capítulo 13, e indique si es posible aplicar la integración por residuos, 

11. z-1 cos 2z, Ces cualquier círculo l=I = conslonte, en sentido contrario al movimiento 
de las manecillas del reloj. 

12. z-1 sen 2z, Ces el círculo unitario, en el sentido del movimiento de las manecillas del' 
reloj 

13. 5z/(2z + i), Ces el círculo lz - 2il = 3. en sentido contrario al movimi,mto de las, 
manecillas del reloj. · 

14. (z' + 1 )/(z' - 2z), Ces la elipse x' + 2y1 2, en sentido contrario al movimiento dé las 
manecillas del reloj. 

15. (9z - 8)/(z' + z - 6), Ces el círculo I= 11 = 4, en el sentido del movimiento de las' 
manecillas del reloj. 

1 6. (iz + I )/(z' - iz + 2 ), Ces el círculo lz - 11 = 3, en el sentido del movimiento de las 
manecillas del reloj. 

17. z/ :r '. Ces el circulo unitario, en sentido contrario al movimiento de las manecillas ' 
del reloj. 

18. .:' cxp :', Ces cualquier trayectoria desde I + i hasta I, 

19. z''e 11', Ces el círculo unitario, en el sentido del movimiento de las manecillas del 
reloj. n = 1, 2, 

20. z/sen' z. Ces el círculo lzl = Q, 1. en sentido contrario al movimiento de las manecillas 
del reloj. 

21. Re=. C: en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj alrededor del trián-
gulo con vértices O, 1, I + i 

22, (.:: cush =')/(z- 2i)', Ces el círculo I= 211 = 1, en sentido contrario al movimiento de 
las manecillas del reloj 

23. (z - n/4 t' cos 8z, Ces el círculo unitario, en sentido contrario al movimiento de las 
manecillas del reloj 

24. ( 4=' + 7:)/cos z, Ces el círculo lz + 11 = 1, en sentido contrario al movimiento de las 
manecillas del reloj, 

25. cot 8:c, Ces el círculo l=I 0..3, en sentido contrario al movimiento de las manecillas 
del reloj, 

Evaluar las siguientes integrales aplicando los métodos presentados en este capitulo 

26. { de 
+ cose (k > JJ J

2rr de 
27. ------º 2s 24 cos e 

28. J2rr ___ d_e __ 

0 
13 - 5 sen e 

29. {rr 

o 

{rr sen e 
30. 

o 3 + CDS e 
de J

2
1T sen 8 

31. 
0 

34 - 16 sene sene 

J 
00 

dx 
33. 

+ 4x 4 I 
12rr17 

+ 2 sen e 
32. - s sen e de 34. J

00 

dx 
_

00 
I + 4x 2 

1 
00 

dx 
36. + x2)2 (1 

00 

loo (1 

X 
dx 35. 

+ 

38. J
oo x2 Joo J + 2.>. 2 

-= x• + 13x2 + 36 dx 39. o l + dx 

) ), j ) ) ) :1 ) \ \ ) ), - ., - j 
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Resumen del capítulo 15 

Integración por el método de residuos 

El residuo de una función analíticaj(z) en un punto z = z
0 

es el coeficiente de b, 
de la potencia 1 /(z - z

0
) en la serie de Laurent 

f(z) 

dej{z) que converge cerca de z0 (excepto en z
0 

mismo). Este residuo está dado 
por la integral (sección 15.1) 

(1) b 1 = -
2

1 
. .J. f(z) dz 

1TI ~ 

aunque puede obtenerse de varias otras formas, de modo que es posible aplicar 
( 1) para evaluar integrales sobre curvas cerradas. En términos más generales, el 
teorema del residuo (sección 15.2) establece que si/(z) es analítica en un do
minio D excepto en un número finito de puntos z. y Ces una trayectoria simple 
cerrada en D tal que ningún z1 está sobre C y todo

1
el interior de C pertenece a D, 

entonces 

(2) f f(z) dz = f ¿ Res f(z) 
C 7TJ j Z=Zj 

(la sumatoria es sólo sobre aquellos z. que están dentro de C), 
,/ 

Este método de integración es elegante y poderoso. Las fórmulas para el 
residuo en los polos son (m = orden del polo) (sección 1.5.1 )) 

(3) J ( dm-1 ) 
Res f(z) = ( _ l)' lím d m-l [(z - z0 )mf(z)] , 
z=zo nz · z-z0 Z 

en donde m = l, 2, · · · . Por tanto, para un polo simple (m l ), 

(3*) Res f(z) lím (z - z
0
)f(z) 

z=zo Z-+Zo 

Otra fórmula para el residuo en un polo simple de/(z) = p(z)lq(z) es 

(3**) Res f(z) 
z=zo 

l :;':¡ 
., 

.\ ¡ ). 1 _,) ) ..,. ./ -; 
1 ,\ 

--: ·-" 
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La integración por residuos implica curvas cerradas, aunque el intervalo 
real de integración O~ e~ 2n: se transfonna en el círculo unitario al hacer z = iiª, 
de modo que por integración por residuos es posible efectuar integrales reales de 
ia fonr1a (sección J 5.3) 

2rr I F(cos e, sen O) de, 
o 

en donde Fes una función racional de cos e y sen 8, como por ejemplo (sen2 8)/ 
(5 - 4 cos 8), etc. 

Otro método para efectuar integrales reales por residuos es el empleo de un 
contorno ce1Tado que consiste de un intervalo -R;;,. x;;,. R en el eje real Y un se
micirculo [zJ R. Con base en el teorema del residuo, si se hace R ,-, 00

, enton
ces para/(x) = p(x)lq(x) (!(:x) racional con q(x) ;,= O y grado q ~ grado p + 2) se 
obtiene 

f_:f(x) dx 2 rri ¿, Res f(z) (Sección 15 . .3) 

- 2rr ¿ Im Res [f(z)eis'] f_:f(x) cos sx dx 

f_:f(x) sen sx dx 2rr ¿, Re Res [f(z)eis2
] 

(la sumatoria de todos los residuos en los polos en el semiplano superior) En la 
sección 15 A también se extendió este método a integrales reales cuyos 
integrandos se vuelven infinito en algún punto del intervalo de integración. 

capítulo 

OCi(l 

Mapeo conforme 

Si una función compleja w =f(z) está definida en un dominio D del plano z, 
entonces a cada punto en D le corresponde un punto en el plano w .. De esta 
manera se tiene un mapeo (aplicación o transformación) de D sobre el rango de 
valores dej(z) en el plano w. Este "enfoque geométrico" del análisis complejo 
ayuda a "visualizar" la naturaleza de una función compleja, al considerar el 
modo en que la función transforma ciertas curvas y regiones. Este hecho ya se 
ha observado para funciones especiales en la sección 12.9, que quizá sería con
veniente volver a repasar antes de proseguir .. 

En este capítulo se presenta un método sistemático para analizar los mapeos 
mediante fimciones analíticas generales w = j(z). En la sección 16. 1 se demuestra 
que tal mapeo es conforme; es decir, que preserva la magnitud y la dirección de los 
ángulos, excepto en "puntos críticos" (puntos en los que la derivadaf'(z). es cero). 

El mapeo confonne es importante en las matemáticas de ingeniería, 1 a que 
constituye un método estándar para resolver problemas con valor en la frontera 
en la teoría bidimensional del potencial, al transfonnar una región co111plicad21 
dada en otra más sencilla (los detalles se presentan en el capítulo l 7). Para esta 
tarea de mapeo, las transfonnaciones fraccionarias lineales desempeñan un rol 
fundamental (secciones 16.2 y J 6..3 ), y a menudo es posible usar otras funcio
nes especiales (sección 164). En la última sección (sección 16.5) se analizará 
el concepto de superficie de Riemann. 

En el capítulo l 7 se presentan aplicaciones de la teoría del potencial. 

Prerrequisiros para este capítulo Capítulo 12 .. 
Secciones que pueden omitirse en un curso más corto: Secciones l 6.3 y 164. 
Bibliografía· Apéndice 1, parte D.. 
Respuestos a los problemas Apéndice 2. 

16. 1 MAPEO CONFORME 

Una función con valores complejos 

1v = f(z) = u(x, y) + ív(x, y) (z X + iy) 
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f,?¡ ¡OC:') 

e,~ 

(plano z) (plano w) 

Figura 353. Las ctJrvas e, y c
2 

y sus imágenes 
respectivas C/ y e; bajo un mapeo conforme. 

de una variable compleja z proporciona un mapeo (transform¡ción o aplicación) d~' 
su dominio de definición en el plano complejo z sobre' su rango de valúres en el plano : 
complejo w. Algunos ejemplos.se muestran en la sección 12 .. 9, que sería conveniente 
volver a repasar rápidamente antes de continuar. Sifiz) es analítica, entonces su pro
piedad más importante de mapeo es su conformidad, que se define como sigue. 

El mapeo (1) se denomina conforme si preserva la magnitud y la dirección de los. 
ángulos entre curvas orientadas. 

En la figura 353 se muestra el significado de lo anterior: Las imágenes C,* y C,* 
de dos curvas orientadas forman el mismo ángulo ex (este es el ángulo ex (O;:',. ex :iérc) 
entre las tangentes orientadas en el punto de intersección) que el formado por las 
curvas C y C, mismas, en magnitud y dirección. 

La c~nformidad afirmada se demostrará para el caso de una función analítica 
/(z), excepto en un punto crítico; este es un punto en que la derivadaj'(z) es cero. 
· Ejemplo. j{z) z2 tiene el punto crítico z O, en dondef'(z) 2z O Y los ángulos se 
duplican (ver el ejemplo 2, sección 12 .. 9), de modo que ciertamente el mapeo no es 
conforme ahí. Los puntos críticos defiz) = cos z son O, ±n, ±2rr, · · ·, etc .. 

Teorema 1 (Mapeo conforme) 

El mapeo definido por una/unción analíticafiz) es conforme excepto en puntos crí
ticos, es decit; en puntos donde la derivadaf'(z) es cero. 

Demostración. La idea es considerar una curva 

(]) C: z(t) = x(t) + iy(l) 

en el dominio defiz) y demostrar que el mapeo w = fiz) rota la tangente de C en 
cualquier punto z

0 
de C [conj'(z) ,e O] un ángulo que es independiente de C, de modo 

que las tangentes de dos curvas C 1 y C
2 

que pasan por z
0 

(figura 353) son rotadas el 

1 La tcrminologia general es como sigue Un mapco de un conjunto A hacia un conjunto B se denomina 
supraycctivo o mapco de A sobre B si todo elemento de Bes la imagen de por lo menos un elemento de 
A Se denomina inyectivo o uno a uno si elementos diferentes de A tienen imágenes diferentes en B, Por 
ullimo, se denomina biycctivo Si es suprayectivo e inyectivo 

·":i) C:) :C) :'') ::') ) ) i -:)··· 
i ' ' 1 \ 

) 

rytAPEO CO "ORME 

) 

z 1 = z(t0 + t,.t) 

IÍ 
z 0 = z(to/ 

/ 

Curva e 
Tangente 

I 
Figura 354. Fórmula (2) .. 

mismo ángulo, de manera que las imágenes de estas curvas forman el mismo ánoulo 
en_ tamaño Y di'.ecci~~ que las curvas mismas, lo que, por definición, significa con°for
m1dad. A contmuac1on se proporcionan los detalles. 

Se su~one q~e Ces una curva suave; es decir, que z(I) en ( J) es diferenciable y 
que la denvada z_(I) = dzldt es continua y diferente de cero en todas partes. Entonces, 
se afi:11:1~ que C tiene una tangente única que rota de manera continua. De hecho, por 
defin1c1on, 

(2) z(to) = ~z, = lím Z1 - Zo = lím z(lo + 6t) - z(lo) 
t to t:.t-0 61 e:.i-o 6t 

(Fig .. 354). 

Así, el nun:i~rad~r z, - z0 r~presenta una cuerda de C (ver la figura 354), y (z, z
0
)/t,t 

con 6.l positivo tiene la misma dirección. Cuando llt-, O, el punto z tiende a z a lo 
largo de la curva, y I o 

Por '.anto, i(tu) es_ tange_nte a C en z0 , y de manera breve se denomina vector tangente 
de C en z0 , y la at1rmac1ón está demostrada. 

. A!1.ora, cada '.ªn.gente está orientada; el sentido positivo sobre ésta y sobre Ces la 
d1recc1on de crec1m1ento de ten (l), en la que también apunta el vector tanaente. 

A continuación se analizará la imagen C* de C bajo w = fiz) (no constan~e). C* es 
una curva representada por 

w = f[z(t)] 

debido a que z(I) proporciona C y f lo transforma. A z
0 

z(t
0

) en C corresponde el 
punto w 0 w(/0 ) en C* Y un vector tangente a C* en este punto es w(/

0
). Así, por la 

regla de la cadena, se tiene que 

(3) 
dw 

dt 
df dz 
dz dt ' brevemente, 111(1) f'[z(t)]z(l), 

Seaj'(z0 ) ;é O. Entonces Arg /'(z0 ) está definido, y al tomar los argumentos eri (3) se 
obtiene por (9) de la sección 12 . .2 

(4) 

) ) ) '1 : :'.) ) 1 .. ) ), ) 
,,__ --~-
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Entonces, el ángulo entre la tangente de C en z
0 

y la tangente a C* en w 0 , es decir, el 
ángulo a: que la transfonnación hace girar la tangente, es 

arg z(lo) = arg J'<zo)· 
., 

Ahora viene la cuestión fündamental: Debido a que el miembro de la derecha es inde- ,, 
pendiente de la elección de C (depende sólo de z0), entonces este ángulo es indepen
diente de C; es el mismo para todas las curvas que pasan por z0 y sus imágenes, de 
modo que dos imágenes C,* y C,* forman el mismo ángulo que fom1an las curvas 
originales e, y C

2 
Pero por definición esto significa confom1idad, con lo que se ha 

demostrado el teorema, 11 

Ejemplo 1 Conformidad de w = Z" y w = e'. 

El mapeo \V= z'', n = 2, 3, es conforme excepto en z = O, en donde .. , 
w' = nz'' 1 = O Para w z:, esto se muestra en la figuía 304 (sección 12 9), en dond~ he.; curvas imágem:s · 
se cortan formando imgulos rectos, excepto en z = O, en donde los angulas se duplican bajo la transformar·' 

ción. ya que todo rayo arg z = e = constante se transforma en un rayo arg w = 2c 
El mnpco w = e: es conforme para toda z, yn que w'= e1 es diferente de cero para roda z 

Razón de amplificación. Por la definición de la derivada se tiene 

Jím ¡ fez: = f(z. 0 ) 1 

z-zo ._, Zo 

Por consiguiente, el mapeo w' = /{z) amplifica (o reduce) las longitudes de rectas 
cortas aproximadamente en el factor [f(z

0
)[ La imagen de una figura pequeña se co11-

form11 a la figura original en el sentido de que tiene aproximadamente el mismo perfil. 
Sin embargo, ya quef(z) varía de punto a punto, una figura grande puede poseer una 
imagen cuyo perfil es bastante distinto al de la figura originaL 

Más sobre la condiciónf(z) ;x, O. C::on base en (4) de la sección 12.5 y por las ecuaciones 
de Cauchy-R iemann, se obtiene 

(5') 
lf' (z)l 2 

,~/( au¡
2 u~r (ªuf + i- + 

dX ax ax a, 

au av du au 
ax ay ay ax 

es decir, 

au au 

lf' (zll2 
ax ay a(u, v) 
av av a(x, Y) 

(5) 

-ax ay 

e,, ( ( ( ( ( e, r ( ( 
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Este determinante es el conocido jacobiano (ver la sección 93) de la transformación 
w = /{z), escrito en forma real 

u = u(x, y), v = v(x, y) . 

Por tanto, la condiciónf(z
0

) ;te O implica que el jacobiano es diferente ele cero en z . 
Esta condición es suficiente para la restricción de que el mapeo w = ./(z) en una veci;
dad suficientemente pequeña N

0 
de z

0 
sea uno a uno o inyectivo; es decir, que puntos 

distintos en N0 tengan imágenes diferentes; ver el texto dado como referencia [5) en el 
apéndice J, 

Ejemplo 2 La transformación 111= z 2 es uno a uno en una vecindad suficientemente pcquc1)a de cual
quier punto z :;e O .. En una vecindad de z = O no es uno a uno .. El plano z complcio se transforma sobre el 
plano w, de modo que cada punto w * O es la imagen de dos puntos en el plano z .. Por ejemplo, los puntos 
z = 1 y z = -1 son transformados. ambos, sobre w = J y. en tém1inos más generales. z

1 
y -z

1 
tienen el 

mismo punto imagen w = z
1
! 1 

En la sección 12 .. 9 se analizaron algunos mapeos, y en las siguientes secciones se 
presentan otros de manera más sistemática. 

Problemas de la sección 16.J 

Encontrar y trazar las imágenes de las curvas dadas bajo el mapeo w =u+ iv = z'. 

l. X 

4. y 

I, 2, 3, 4 

x+I 

2. y 

5. y 

l, 2, 3, 4 

X, y = -X 

Graficar las imágenes de las siguientes regiones bajo el mapeo w 

7. lzl < 1 
10. Re z > O 

8. Jzl is; 5 

11. rr/4 < arg z < rr/2 

3. xy = JO 
6. y2 = x2 -

9. Jarg z[ < rr/3 

12. O< y< I 

Representar las siguientes curvas en el plano z (z = x + iy) en la fonna z = z(t} y detenninar el 
vector tangente correspondiente z{I). Trazar la curva y algunos de los vectores. 

13. x 2 + y 2 

16. x2 - y2 
16 

4 

14. (x - I ¡ 2 + (y + 2)2 

17. y = Ilx 
25 15. x 2 + 9y 2 = 9 

18. y= 12 - 3x2 

Detenninar los puntos en el plano zen que el mapeo w z(I) deja de ser confonne, dondefiz) 
es igual a 

19. z2 + az + b 
22. exp (z 9 - 9z) 

20. COS TrZ 

23. cosh 2z 

21. exp (z 5 80z) 

24. z + z- 1 (z'r"O) 

25. ¿Por qué las imágenes de las curvas [z[ = constan/e y arg z = constante bajo un mapeo 
mediante una función analítica se cortan fonnando ángulos rectos? 

26. ¿Por qué las purvas de nivel II constante y v = constante de una función analítica w = 
u+ iv =f(z) se cortan fonnando ángulos rectos en cada punto en que/'(z) sé O? 

27. ¿El mapco w z = x- iy preserva ángulos en tamaño y en dirección? 
28. Comprobar (5) parafiz) = e= 

1 

('O 
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29. (Amplificación de ángulos). Sea la función/{z) analítica en zw Suponer que.f'(.s-.,) = O, 
J'-"(z

11
) = O, mientras quef''(z

0
) a' O. Entonces el mapeo w = j{z) amplifica ángulos con 

vértice en z
0 

por un factor k. ! lustrar este hecho con ejemplos para k = 2, 3, 4. . 

30. Demostrar la afirmación del problema 29 para k arbitraria. Sugerencia Usar series de · 
Taylor. 

•-.f 

16.2 TRANSFORMACIONES FRACCIONARIAS LINEALES 

) ) 

El mapeo conforme posee varias aplicaciones físicas, como se verá en el capítulo 17, 
aunque para usarlo de manera práctica es necesario conocer qué función elegir, por 
ejemplo, en la tarea frecuente de transformar un dominio complicado sobre uno sen
cillo, corno un disco. Lo anteri~r requiere el estudio de las propiedades de las funcio
nes de transformación, que se iniciará con la siguiente clase bastante importante. 

Las transformaciones fraccionarias lineales (o transformaciones de Mobius) son 
mapeos 

(1) w 
az + b 

cz + d 
(ad - be a;6 O) 

en donde a, b, e, d son números complejos o reales. Estos mapeos tienen importancia 
práctica en aplicaciones a problemas con valores en !a frontera, ya que son necesarios 
para transformar discos de manera confom1e sobre semiplanos o sobre otros discos y 
recíprocamente, como se verá. También constituyen una motivación adicional para el 
estudio del plano complejo extendido (sección 14,8), que desempeña un papel funda
mental en mecánica de fluidos y en otras aplicaciones. 

La condición ad- be ac O en ( 1) se vuelve evidente si se deriva: 

I w 
a(cz + d) c(az + b) 

(cz + d) 2 
ad be 

(cz + d) 2 

Se observa que ad- be ac O implic_a que w' no es cero en ninguna parte, por Jo que el 
mapeo ( 1) es conforme en todas partes. Con base en ad- be= O es posible obtener 
el caso sin interés alguno en que w' es idénticamente cero, que se excluirá de una 
vez por todas. El análisis comenzará con casos especiales de ( l ). 

Ejemplo 1 Traslaciones, rotaciones, expansiones y contracciones. 

Existen casos especiales de ( 1) de la forma 

(2) 

y 

(J) 

) ) ) ) ) ) ,, 
) J 

w = z + b 

w = az. 

:e;) ') '·.~). ,:::) ) J ) 

(traslación) 

'".) '\f,;) '9 

.TRANSFORMACIONES FRACCIONARIAS LINEALES 

... ,. 1 341 

::ff) ,:i,'i) ,,;© 

que es una ;:o/ación cuando /aj == I. por ejemplo, a= e'ª (a es el ángulo de rotación), una expansión (o 
dilatación) pafa a> 1 real, y una contraccíón para O < a < l Éstos también son casos especiales de la 
transforma~ión lineal 

w az. + b 

que se .obtiene a partir de ( 1) cuando e= O (excepto por la notación) 

Ejemplo 2 Mapeo de w = 1/z. Inversión. 

El mapeo 

(4) IV= -

es un caso especial importante de ( l} Se estudia mejor en témiinos de las formas pÜlares z == re1 8 y w == Reit>. 
Así, w = 1 lz se vuelve 

Reirf, y se obtiene R = ,¡, = -e 

al igualar los valores absolutos y los argumentos de ambos m:embros A partir de lo anterior se observa 
que la imagen 11• = 1 lz de un z ;e O está sobre el rayo que sale del origen y pasa por z, a la distancia l /J:J 
En particular, z = ew sobre la circunferencia unitaria lzl == J se transforma sobre w = e 1P = e·iP en la 
circunferencia unitaria ¡wf, =:':l 

z 

Circunferencia unitaria 

eje x 

Figura 355. Construcción geométrica de w= 1/z. Aquí, w 
es !n intersección de Oz y P, P

2
, en donde P, y P

2 
son los puntos 

de contacto de las tangentes al círculo unitario, que pasan por z. 

Se menciona que w = l lz puede obtenerse geométricamente a partir de z mediante una inversión en la 
circunferencia unitaria (figura 355) seguida de una reflexión en el eje x Se pide al lector demostrar este 
hecho aplicando triángulos semejantes 

En la figura 356 se observa que w = 1/z mapea rectas horizontales y verticales sobre circunferencias o 
sobre rectas. ln.clusive Jo siguiente es cierto 

w = l/z mapea !oda recta o circunferencia sobre una circunferencia o sobre una recia 

Dernostració!L Toda recta o circunferencia en el plano z puede escribirse como 

A(x 2 + y 2) + Bx + Cy + D o (A, B. C. D reales) 

<3 J ') •' ) J ) :) ) ) ) J ' 
,-.\ ) .) _) __) J ., _) 
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x=--

2,':...._. 

y= o /,, 
\ / 
--2 \ 

', 

Figura 356. Mapeo w= 1lz. 

( ( 

Con A =Ose obtiene una recta y con A ;e O una circunferencia En términos de z y 
vuelve 

Áz-z + B ~ + z - z 
2 

C -:¡¡- + D = O. 

Asi, w = 1/z Al sustituir z = 1/w y multiplicar por wW se obtiene la ecuación 

A + B W + w + C ~ + DwW 
2 2i o 

o bien, en ténn inos de u y v, 

A + Bu - C11+ D(u 2 + v2) = O. 

Lo anterior representa una circunferencia (~i D :t: O) o unn recta (si D = O) en el plano w 

La demostración en este ejemplo sugiere el empleo de z y z en vez de x y y, un 
principio general que a menudo es de bastante utilidad en la práctica .. De manera 
sorprendente, toda transformación fraccionaria lineal posee la propiedad que acaba 
de demostrarse: 

Teorema 1 (Circunferencias y rectas). 

Toda traniformaciónfraccionaria lineal ( l) mapea todas las circuriferencias y rectas 
en el plano z sobre todas las circunferencias y rectas en el plano w. 

Demostraci6n. La demostración es trivial para una traslación o una rotación, bastante 
evidente para una expansión o contTacción uniforme, y verdadera para w = 1/z, como 
acaba de demostrarse. Por tanto, también es cierta para composiciones de estos mapeos 
especiales. A continuación se presenta la idea crucial de la demostración: La expre
sión ( 1) se representa en términos de estos mapeos especiales. Cuando e= O, lo ante
rior es fácil.. Cuando c a: O, la representación es 

w K--1 __ + a 
cz + d e e 

en donde K 
ad be 
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Lo anterior puede comprobarse al sustituir K, tomar el común denominador y simpli
ficar; así se obtiene ( 1 ). Ahora es posible hacer 

y por la fürmula previa se observa que entonces w w
4 
+ ale Lo anterior significa que 

(1) es en efecto una composición de tales mapeos especiales, con lo que se ha comple
tado la demostración. lil 

Ejemplo 3 Imagen de una circunferencia. 

Aplicar ~I h.:orerna I para encontrar la imagen de Ju circunferencia unitaria l.zl = 1 bajo la transformación 
fraccionaria lineal 

w(z) 
2iz - .2 - 2i 

(1 - i)z - 1 

Solución. Por el teorema 1, la imagen es una circunferencia (o una recta), determinada así por las imáge
nes de los tres puntos 1, -1, e i sobre lzl = l. Estas imágenes se calculan, escribiendo w(:) más simplemen
te como 

w(z) = 2i z - 1 + í 
(1 - i)z - 1 

1 + i 
por tanto w( 1} = 2i --

1
-. -_-

1 
-2i; 

de manera semejante, w(-1) = 2i, de modo que el centro de la circunfC:rcncia debe estar en el eje u Por 
ultimo, w(i) = -2 + 4i L.a bisectriz perpendicular de 2i y -2 + 41 corta al eje u en -4 (hacer una figura); 
este es el centro de la circunferencia Re:;puesta lw + 41 = jfo 

En la siguiente sección se desarrollará un método mó.s poderoso para resolver problemas de este tipo, 

asi como otras aplicaciones del teorema 1 1 

Plano complejo extendido 

El plano complejo extendido se introdujo en la sección J 4 .. 8. Se trata del plano com
plejo junto con el punto =(infinilo). Ahora es posible proporcionarle una motivación 
inclusive más natural en términos de transformaciones fraccionarias lineales. 

Con base en ( 1) se observa que a cada z para el que cz + d ;= O corresponde 
precisamente un número complejo w. Suponer que e;= O. Entonces a z = -die, para el 
que cz + d = O, no corresponde ningún número w. Lo anterior sugiere que como ima
gen de z = -die se haga corresponder a w = =. 

Además, cuando e= O, se debe tener a a: O y da: O (¿por qué?), y entonces se hace 
que w = = sea la imagen de z = = .. 

Por último, la transformación inversa de ( 1) se obtiene despejando z de ( 1 ); de 
nuevo se encuenlTa que se trata de una transformación fraccionaria lineal: 

(5) 
-dw + b 

z 
CW - a 

Cuando e a: O, entonces cw - a= O para w = ale, y se deja que ale sea la imagen de 
z = =. Con lo anterior, la transformación fraccionaria lineal ( 1) es ahora un mapeo 



344 

conforme uno a uno del plano extendido z sobre el plano extendido w .. También se 
dice que toda transformación Ji-accionaria lineal mapea "el plano complejo extendido 
sobre sí mismo de manera uno a uno y conforme". 

El análisis actual sugiere lo siguiente: 

Observación general. Si z = =, entonces el miembro derecho de ( 1) se vuelve la 
expresión sin sentido (a· oo + b )/(e · =+el), a la que se asigna el valor w = ale si e.= O y. 
el valor w = = si e = O. 

Puntos fijos 

Los puntos fijos de una transformación w = fiz) son puntos mapeados sobre ellos 
mismos; es decir, que se mantienen fijos bajo la transformación. Por tanto, se obtie- ,, 
nen a partir de 

w .f(z) z. 

El mapco identidad 

w z 

tiene todo punto como punto fijo. El mapeo w = z tiene una infinidad de puntos fijos; : 
w = 1/z tiene dos; una rotación tiene uno, y una traslación no tiene ninguno en el plano 
finito .. (Encontrarlos en cada caso .. ) Para ( 1 ), la condición de punto fijo w = z es 

o bien, 

(6) 

z 
az + b 
cz + d 

cz 2 - (a - d)z - b = O. 

Esta es una ecuación cuadrática en z cuyos coeficientes desaparecen si y sólo si la 
transfomrnción es el mapeo identidad w = z ( en este caso, a= d.= O, b = e = O). Por 
tanto, se tiene 

Teorema 2 (Puntos fijos) 

Una transformación fraccionaria lineal, no la identidad, tiene cuando mucho dos 
puntos fijos. Sí se sabe que una transformaciónfi"accionaria lineal tiene tres o más 
puntosfuos, entonces debe ser el mapeo identidad w = z .. 

A fin de que este análisis sobre transformaciones fraccionarias lineales sea ver
daderamente útil desde un punto de vista práctico, se ampliará mediante hechos Y 
ejemplos típicos adicionales en los problemas de esta sección y en la siguiente sec
ción. 

) j ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) 
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Problemas de la sección 16.2 

Encontrar los puntos fijos de los siguientes mapeos. 

l. w (2 + i)z 2. w z + 3i 3. w = zs 
4. w (z - i)2 5. w (z + 1)2 6. w zs + 10z3 + 10z 

- 1 3z + 2 z - 1 
7. w = 8. w 9. w ;: + 2i z - 1 z + 1 

Encontrar una transformación fraccionaria lineal cuyos (únicos) puntos fijos sean 

10. O, 1 11. -2, 2 12. O 

Encontrar todas las transformaciones fraccionarias lineales cuyos (únicos) puntos fijos sean 

13. O, co 14. -1, 1 15. i, i 

16. 'f:.ncontrar todas las transformaciones fraccionarias lineales sin puntos fijos en el plano 
finito. 

17. Encontrar la inversa de w = (3z + 4i)l(z + 2i) directamente, sin usar (5). 

18. Si z 1 es un punto fijo de una transformación fraccionaria lineal w = J(z), es evidente quez
1 

también debe ser un punto fijo de la inversa z = g(w) Demostrar este hecho. 

19. Demostrar los cálculos para deducir (5) a partir de ( 1 ) .. Comprobar (5) por sustitución 
en ( 1 ). 

20. Demostrar el teorema 1 por sustitución de ( 1) en su forma dada en la ecuación de una 
circunferencia o de una recta. Sugerencia Demostrar que esta última puede escribirse 
(cori w =u+ iv; A= O se obtiene una recta) como 

Aww + Bw + Bw + C = O. 

16.3 TRANSFORMACIONES FRACCIONARIAS 
LINEALES ESPECIALES 

A continuación se aprenderá cómo es posible determinar transformaciones fraccionarias 
lineales 

(1) w 
az + b 

cz + d 
(ad - be ,6 O) 

para transformar ciertos dominios simples sobre otros, y cómo es posible analizar las 
propiedades de ( 1 ). 

Cuatro números dados a, b, e, d determinan un mapeo único ( l ), aunque es posi
ble eliminar o introducir un factor común sin alterar la transfom1ación dada ( J ); es 
decir, (J) depende de tres constantes esenciales; a saber, las razones de tres cuales
quiera de las cuatro a, b, e, d. Entonces, si se imponen tres condiciones debe obtenerse 
un mapeo único ( 1 ); por ejemplo, las condiciones de que tres puntos distintos en el 
plano z tengan imágenes especificadas distintas en el plano w. Se demostrará que este 
es el caso y, lo que es más importante, se Óbtendrá una fórmula con la que se obtiene 
el mapeo: 

) ) ) ) ',,) 
..; ) ) ,) ) ) ) ·, 1 

.I •. ./ : .. ) j 
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Teorema 1 (Tres puntos y sus imágenes dadas) 

Tre5 puntos distimos dados z" z,, z, siempre pueden lransformarse sobre /res punté/ 
dis1in1os pre5crilos w,, w

2
, w, median/e una, y sólo una, lransformaciónfr·accionari 

lineal w = /í.z). Es1e mapeo eslá definido implícitamente por la ecuación 

w 
(2) 

w 

Z - Z¡ Zz 

(Si uno de estos puntos es el puma=, en/onces el cociente de·Jas dos diferencias que 
conlíenen a este punto deben sustiruirse por I .) 

Demos/ración. La ecuación (2) es de la forma F(w) = G(z), en donde F y G denotan'· 
funciones fraccionarias lineales de las variables respectivas. A partir de lo anterior es· 
fácil obtener w =/{z) = P-'[G(z)], en donde P-' denota la función inversa de F Como·: 
la inversa de una transformación fraccionaria lineal y la composición de transforma-' 
ciones fraccionarias lineales son transfom,aciones fraccionarias lineales [ ver (5) en la·. 
sección I 6 . .2 y el problema I 7 al final de esta sección], entonces w = /(z) es una 
transformación fraccionaria lineaL Además, a partir de (2) por cálculo directo se ob-· 
serva que 

O, 1, co 

O, ], co 

[simplemente se hace w = w, en el miembro izquierdo, luego w = w,, luego w = w,, y ,· 
después se hace lo mismo en el miembro derecho de (2)].. Por tanto, w, = /(z

1
), w, = 

/{z
2
), w, = .fiz,). Así se demuestra la existencia de una transformación fraccionaria 

lineal w =.fiz) que mapea z" z2, z, sobre w
1
, w

2
, w

3
, respectivamente. 

A continuación se demostrará que w = fiz) está determinada de manera única, 
Suponer que w g(z) es otra transformación fraccionaria lineal que mapea z

1
, z

2
, z, 

sobre w
1

, w
2

, w,, respectivamente. Entonces su inversa g·'(w) mapea w
1 

sobre z,, w, 
sobre z

2 
y w, sobre z, En consecuencia, el mapeo compuesto H g·' [!Cz)] transfomia 

cada uno de los puntos z,, z
2

, z, sobre sí mismo; es decir, posee tres puntos fijos 
distintos z

1
, z

2
, z 3 • Por el teorema 2 de la sección precedente se concluye que Hes el 

mapeo identidad y, por consiguiente, g(z) = /(z). 
La última proposición del teorema se concluye a partir de la observación general 

de la sección precedente .. Así se concluye la demostración. 1 

Mapeo de semiplanos sobre discos 

Esta es una tarea que reviste interés práctico, por ejemplo en problemas de potenciaL 
Sin pérdida de generalidad, el semiplano superior y;;;, O se mapea sobre el disco unita
rio J,vJ ;;; l, La frontera de este semiplano es el eje x; resulta evidente que debe trans· 
formarse sobre la circunferencia unitaria lwJ = 1. Lo anterior proporciona la idea; para 
encontTar un mapeo, elegir tres puntos sobre el eje x, prescribir sus imágenes sobre tal 

C1 C,:C, 
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círculo y aplicar el teorema l Es necesario asegurarse de que el semiplano y;;;, O se 
transfom,a sobre el interior y no sobre el exterior de tal círculo, 

Ejemplo 1 Mapeo de un semiplano sobre un disco .. 

Encontrar la transformación fraccionaria lineal ( l) que mapca z
1 
=-1. z:! = O, z,; = l sobre w 1 =-1. w2 =-i. 

w;; = 1, respectivamente, 

Solución. Por (2) se obtiene 

w - 1) -i - z - ( 1) O - 1 

w- -i-(-1) o - (-!)' 

así. 

(3) 
z -

-iz + 1 

A continuación se demostrará que es posible determinar las propiedades especificas de tal mapeo sin 
necesidad de efectuar cálculos difíciles. Para z = x se tiene w = (x- i)l(-ix+ 1 ); por tanto, lwl = 1, de modo 
que el eje x se transforma sobre el círculo unitario Como con== i se obtiene w = O, entonces el scmiplano 
superior se mapca sobre el interior de tal circulo y el scmiplano inferior se transforma sobre el exterior. z 

= O, i, oo se van sobre w = -i, 0
1 

i, de modo que el eje imaginario positivo se transforma sobre el segmento 
S u= O -1 < v < 1 l ,as rectas verticales x = cons1an1e se transforman sobre circLllos (por el teorema 1, 
s~cción '16 2) qu; pas;n por w = i (la imagen de z ==)y son perpendiculares a fwl = 1 (por conformidad: 
ver Ja figura 357) De manera semejante, las rectas horizontales y= con.slante se n:iapi::an sobre círculos 
que pasan por w ¡ y son perpendiculares a S (por confonnidad) En la figura 357 se observan estos 
circulas pnray ~ O, y paray < O están fuera del circylo unitario que se muestra 1 

Ejemplo 2 Ocurrencia de = 

Determinar la transformación fraccionaria lineal que mapca z 1 = O, z~ = 1, z.1 = co sobre H" 1 = -1, lr.:! = -i. 
w-' = 1, respectivamente 

u 

X= -J 

l 
y= 2 

x=I 

" 

Figura 357. Transformación fraccionaria lineal en el ejemplo 1 

1 

c1 0 
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Solución A partir de (2) se obtiene la transformación deseada 

z - i 
HI =--

Z + i 
(4) 

Este mapco algunas veces se denomina transformación de Cayley,. 2 En este caso, con,(:?) se obtuvo e 

primer lugar el cociente ( 1 - ~)!(= - =), que se sustituyó por 1 

Mapeos de discos sobre semiplanos. Esto es bastante semejante al caso que acab 
de analizarse. 

Ejemplo 3 Mapeo del disco unitario sobre el semiplano derecho. 

Encontrar la lransfbrmación fraccionaría lineal que mapea z 1 = -l, z2 = i, zJ = J sobre w 1 = O, w2 =:= i, w, == t>o, 

respectivamente. (trazar una figura del disco y del semiplano.) 

SoluciólL Una vez que se ha sustituido (i - = )l(w - =) por 1, a partir de (2) se obtiene 

z + 1 

z - 1 

Mapeos de semiplanos sobre semiplanos 

Esta es otra tarea que reviste interés práctico. Como caso típico, es posible mapear el. 
semiplano superior y;;:: O sobre el semiplano superior v;;:: O. Así, el ejex debe mapearse.' 
sobre el eje u. "' 

Ejemplo 4 Mapeo de un semiplano sobre un semiplano. 

Encontrar la lransfomJación fr~ccionaria .linea! que mapea los puntos z1 = -2, z~ = O, z., = 2 sobre los 
pUíltOS w 1 = """', W~ = -;j*, WJ = g, respect1Vamcnteº 

So/uciún A partir de (2) se obtiene 

(5) 
z + 1 

2z + 4 ' 

como puede comprobar el estudiante ¿Cuál es la imagen del eje x? 

Mapeo de discos sobre discos 
·, 

Esta es una tercera clase de problemas prácticos .. Es posible aplicar el disco unitario 
en el plano z sobre el disco unitario en el plano w. Con facilidad puede comprobarse 
que la función 

(6) 
Z - Zo 

cz - l 
e lzol < 1 

es del tipo deseado y que mapea el punto z
0 

sobre el centro w = 0-(ver el problema 14). 

2 ARTHUR CA YLEY ( 1821-1895), matemático inglés y profesor en Cámbridge, conocido por sus 
importantes contribuciones al álgebra, a la teoría de matrices y a las ecuaciones diferenciales 
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u 

y= -t 
y=O 

B A" 

Figura 358. Mapeo en el ejemplo 5. 

Ejemplo 5 Mapeo del disco unitario sobre el disco unitario. 

,, 
'·\' 

\ 
)2 

?N ----:// ..... __ , ____ ,/ 

Si se requiere que z 0 = f se transforme sobre H' = O, entonces l6) asume la forma 

2z - 1 
11'(Z) = 

2: - 2 

Los ejes reales se corresponden mutuamente; en particular, 

11'(-1) l. 11'(0) = k, 11'(1) = -1 

349 

u 

Puesto que el mapeo es conforme y se mapean rectas sobre circulas o rectas y w(l:>Q) = 2, las imágenes de 
las rectas x = constante son círculos que pasan por w = 2 con centros sobre el eje u; las rectas y= constante 
son mnpeadas sobre círculos que son ortogonales a los circulas ya mencionados (ver la figura 358) 1 

Mapeos de regiones angulares sobr·c el disco unitario. Es posible obtenerlos combi
nando transformaciones fraccionarias lineales y transformaciones de la fom1a w z", 
en donde n es un entero mayor que 1. 

Ejemplo 6 Mapeo de una región angular sobre el disco unitario. 

Mapcar la región angular D: rr./6;;; arg z;;; rr./6 sobre el disco unitario jwj ;;; 1 

Solución Es posible proceder como sigue La ~ransfom1ación 

z -3 

mapea D sobre la mitad derecha del plano Z Luego, es posible aplicar una transfonnación fraccionaria 
lineal que transforme este semiplano sobre el disco unitario: por ejemplo, la transformación 

Z-1 
11' = i--

Z+ I 

Al insertar Z = zJ en este mapco se encuentra que 

\\ = 
'¡:3 - 1 ,--

z3 + 1 

esta transfonnación posee las propiedades requeridas (ver la figura 359) 

;'1) ') ,') "' _) ) : : i ::1 ) 
/ 

i ) .~;!, _;/ 

11 

) ¿i ) 
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(plano z) (plano Z) (plano w) 

Figura 359. Mapeo en el ejemplo 6. 

Aquí tennina el análisis sobre transformaciones :fraccionarias lineales. 
guiente sección se abordarán mapeos conformes por medio de otras funciones anal. 
ticas (seno, coseno, etc.). 

Problemas de la sección 16.3 

Encontrar la transfonnación fraccionaria lineal que mapea 
1. O, J, 2 sobre 2, 5, 8, respectivamente 
2. O, -1, i sobre -1, O, =, respectivamente 
3. -1, O, 1 sobre O, 1, -1, respectivamente 
4. =, O, -1 sobre 1, O, ( 1 + i)/2, respectivamente 
5. O, I. =sobre=, 1, O, respectivamente 
6. O, 21, -21 sobre -1, O,=, respectivamente 
7. 21, i, O sobre 5,12, 21, =, respectivamente 
8. i, O, -i/2, sobre=, 1, O, respectivamente 
9. 1, i, -1 sobre 1, -1, -,, respectivamente 

1 O. -1, O, 1 sobre i, 21, 1 + i, respectivamente 
1 L Obtener (4) a partir de (2) 

12. Encontrar la inversa de (3) Demostrar que (3) mapea las rectas x =e= constante sobre 
círculos con centros en la recta v 1 

13. Obtener (5) a partir de (2). Encontrar la inversa de (5) y graficar las curvas correspondienc' 
tes a u = constante y v = conslante 

14. Demostrar la proposición que implica a (6). 

15. Encontrar una transfonnación fraccionaria lineal que mapee Jzl;;;; 1 sobre w :á I 
que;: 11.2 se transfonne sobre w = O y trazar las imágenes de las rectas x 
= constante" 

J 6. Encontrar todas las transfonnaciones fraccionarias lineales w(z) que mapean el ejex sobre · 
el eje u .. 

I 7. Demostrar que la composición de dos transfom1acioncs fraccionarias lineales es una trans
formación fraccionaria lineal 

18. Encontrar una función analítica que mapce el segundo cuadrante del plano z sobre el 
interior del circulo unitario en el plano w. 

19. Encontrar una función analítica w = fiz) que transfonne la región O;;;; arg z;;;; rc/4 sobre el 
· disco unitario lwJ;;;; L 

20. Encontrar una función analítica w = fiz) que transfonne la región 2 ;;;;y ;;;;x + 
disco unitario lwl;;;; l 

( ( ( e r c,o 
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Los mapeos mediante z", e' y In z se analizaron en la sección 12.9, que sería conv~
niente volver a estudiar o repasar antes de continuar con el estudio de esta sección., 

Función seno 

A continuación se considerará el mapeo (sección 12.7) 

(]) w = u + iv = sen z = sen x cosh y + i cos x senh y 

en donde 

(2) u= senxcosh y, v = cos x senh y. 

Debido a que sen z es periódica con periodo 211:, entonces el mapeo ( 1) ciertamente no 
es uno a uno si se considera en el plano z completo z se restringirá a la franja vertical 
infinita S definida por-+ 11: ;;;;x;;;; + 11: (figura 360).. Comof(z) = cos z = O en z = ± + 11:, 
entonces el mapeo no es conforme en estos dos puntos críticos .. Las propiedades -del 
mapeo pueden analizarse determinando las imágenes de las rectas verticalesx = cons
tante y de las rectas horizontales y= constante .. 

Si x = O, entonces por (2) se tiene que u= O y v senJ1 y. Así, el eje y (x = O) es 
mapeado sobre el eje v .. 

Si x = ± f 11:, entonces por (2) se tiene que u= ±cosh y y v = O .. Como cosh y,;; 1, 
las :fronteras verticales x = ± f 11: de la franja S son rnapeadas de esta manera sobre las 
porciones u ;;á-1 y u,;; 1 del eje u, en donde las imágenes se "doblan" corno se indica 
en la figura 360 .. 

Si x ;,e O,± f 11:, usando cosh' x - senh' x = 1, a partir de (2) se obtiene 

(3) = l.. 

Para x constante diferente de cero, las curvas son hipérbolas. Por tanto, se trata de las 
imágenes de las rectas verticales x = constante. 

y u 

X 
~1'-".,....~"\<'.)+,-lc-<>+-H::>-.,..¡.,.,.,.-,-=~ 

¡¡ rr 

f'.:':-b:'-l";,i,!=-tb.+""fé'++l:l 

(plano z) (w plano) 

Figura 360. Mapeo w = u+ iv = sen z.. 
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Si y= O, entonces senh y= O, por lo que a partir de (2) se tiene que v = O y u= { 
x. Así, el eje x (y= O) es mapeado sobre el segmento -1 ;Su ;S J del eje u. · 

Si y ;te O, usando cos' x + sen 2 x = J, a partir de (2) se obtiene 

(4) 
u2 v2 

+---= l. 
cosh 2 y senh 2 y 

Para y constante diferente de cero, las curvas son elipses con focales con focos± 1. P' 
tanto, se trata de las imágenes de las rectas horizontales y= constante. 

Las curvas imágenes de x constante yy = constante constituyen una red ortogon; 
(que se corta formando ángulos rectos), debido a la conformidad, excepto en los pu· 
tos críticos z ± + n:. Ver la figura 360 

Con base en el análisis anterior se observa que w = sen z mapea !afranja vertic; 
infiniw -+ n: < x < f n: sobre el plano w cortado a lo largo de los rayos u ;S-1 y u;:;; 
v = O, y que es/e mapeo es uno a uno y cor!forme 

Ejemplo 1 Mapeo de un rectángulo sobre un disco elíptico. 

Encontrar la imagen del rectángulo de la figura 361 bajo iv = sen z 

Solución. La frontera del rectángulo corresponde a ,: = ±rr/2 y y=± 1 Por tanto, las aristas superior 
interior son mapeadas sobre las mitades superior e inferior, respectivamente, de la elipse (4) cuyo 
semiejes son cosh 1 = 1 54 y senh 1 = 1. 18 La arista izquierda es mapeada sobre el segmento -cosh 
~ u & -1 y la ~rista derecha sobre el segmento 1 & u;;; cosh I del eje u. Observe que dos punto 
cualesquiera ±yu de estas aristas tienen la misma imagen -cosh Yu (arista izquierda) o cosh y 11 (arist~ .. 

derecha) sobre el eje u Ver la figura 361 I· 

Figura 35·1. Mapeo mediante w = sen zen el ejemplo 1 

Ejemplo 2 Mapeo de un rectángulo sobre un anillo elíptico. 

Encontrar la imagen del rect.ingulo 

R: - TT < X < TT, 1/2 <y< 1 

bajo u:= sen z Vr:.r la figura 362, 

Solución. La arista superior del rectángulo es y I y es mapeada sobre la elipse (4) con semiejes cosh 
1 1 senh 1 (figura 362), la arista inferior es mapeada sobre (4) con semiejes cosh J/2 = 1 13 y senh 1/2 
= O 52 Las aristas laterales x = ±rr son mapeadas sobre el segmento del eje v definido por -senh 1:,. v 
:s.-senh 1/2, como se concluye directamente por (2) y sen(± rr) = O, cos (± rr) = -1 El resultado se 
muestra en la figura 362 11 

) ) ) ). 
., 
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1-:0 ,::} 

,V 

D r e 

A!- JB 
-4-

u 

-,r o ,r X 

Figura 362. Mapeo mediante w = sen zen el ejemplo 2. 

Coseno y tangente 

Coseno. El mapeo w = cos z puede analizarse de manera independiente, pero como 

(5) w = cos z = sen (z + ! 7T), 

de inmediato se observa que este es el mismo mapeo que sen z precedido por una 
traslación hacia la derecha a lo largo de f re unidades. 

Tangente. La idea de expresar mapeos como composiciones de mapeos conocidos 
también es de utilidad cuando w = tan z = sen z/cos z. A-1 expresar el seno y el coseno 
mediante funciones exponenciales (sección 12. 7) y multiplicar tanto el numerador 
como el denominador por.!', se obtiene 

sen z 
w = tan z = 

cos z 
(eiz _ e-iz)li 

eiz + e-iz 

Por tanto, si se hace Z = e';, y se usa J /i = -i, se obtiene 

(6) w tan z -iZ*, Z* 
Z-1 
Z + 1' 

(e2iz - 1)/i 

e2iz + 1 

z e2iz" 

Ahora se ve que w = tan z es una transformación fraccionaria lineal precedida por un 
mapeo exponencial y seguida por una rotación en el sentido del movimiento de las 
manecillas del reloj a través de un ángulo + re. 

Ejemplo 3 Mapeo de uria franja infinita sobre un disco circular. 

Encontrar la imagen de la franja vertical infinita S: -rr/4 < x < rr/4 (figura 363) bajo la transformación 
w =tan:: 

Solud6n Se empieza con el último mapeo en (6) Debido a que Z =e'"= e-,,-,, .. se obtiene 

Arg Z = 2.x 

[ver (8) en la sección 12 6] Así, las rectas verticales x = -rr/4, O. rr/4 son mapeadas sobre los rayos Arg Z = 
-rr/2. O, rr/2, respectivamente Por tanto, Ses mapeada sobre el semi plano derecho Z También, se tiene 

'~) t) !) '\) '''J '.) ) ~->1 .)) ) ) y ) ) ) .) ). -~ 
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plano z plano Z planoZ'" plano w 

Figura 363. Mapeos en el ejemplo 3, 

que IZI = e-'· < 1 si y> O y 121 > 1 si y< O Así, la mitad superior de Ses mapcada dentro del circul 
unitario ¡z¡ = 1, y la mitad inferior de Ses mapeada fuera de ¡z¡ 1 (figura 363) 

A continuación se presenta la transformación fraccionaria lineal en (6), que se denotará por g(Z): 

(7) z• = g(ZJ = 
+ 

Para z real, g(Z) es real Por tanto. el eje real Z es mapendo sobre el ~je real Z* Ademas. el eje imagina/ 
z es mapcado sobre la circunferencia unítaria jZ"'J = 1 debido a que para Z = iY imaginario puro, a parti 
de (7) se obtiene 

¡
¡y 1 ¡ /Z*/ /g(i Yl/ = iY+I 

El semi plano derecho Z es mapcado dentro del círculo unitario ¡z•¡ = l, no fuera de éste, debido a que 
z = J tiene su imagen g( 1) = O dentro de tal circulo Por ultimo, la circunferencia unitaria IZI = 1 
mapeada sobre el eje imaginario Z*, porque esta circunferencia es Z= e1

~. de modo que con (7) se obtiene·: 
una expresión imaginaria pura; a saber. ,' 

. eirt, - l 
g(e'''') = ei,¡, + 1 

ei,t,12 e-irfi/2 

eirJ,12 + e-i,fi/2 

i sen (r/,/2) 
CDS (rj,/2) 

A partir del plano Z* se llega a! plano w simplemente por medio de una rotación de rd2 en el sentido del 
movimiento de las manecillas del reloj; ver (6) 

Respues/a.. w = tan z mapea S: -n:/4 < Re z < n:14 sobre el disco unitario ¡w¡ = 1, con los cuatro 
cuadrantes de S mapeados como se indica en la figura 363 Este mapco es conforme y uno a uno, 

Funciones hiperbólicas 

Las funciones hiperbólicas pueden tratarse independientemente de manera semejante 
o reducirse a las funciones trigonométTicas que acaban de analizarse. En particular, el 

seno hiperbólico 

(8) w = senh z = - í sen (iz) 

define un mapeo que es una rotación Z = fa seguida por el mapeo Z* = sen Z y por otra 
rotación w = -iZ*. 

e· 
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De manera sem"jante, el coseno hiperbólico 

(9) w = cosh z = cos Uz) 

define un mapeo que es una rotación Z = iz seguida por la transformación w = cos z. 

Ejemplo 4 Mapeo de una franja semiinfinita sobre un semiplano. 

Encontrar la imagen de la franja semi infinita x.;. O, O;;; y;;; n: (figura 364) bajo el mapeo (9) 

Solución~ Se hace w =u+ iv Como cosh O= I. el punto z = O es mapcado sobre w = 1 Para z = x .G O real, 
cosh z es real y crece de manera monótona con x creciente, empezando desde J Por tanto. el eje x positivo 
es mapcado sobre la porci<,n u~ 1 del eje u 

Para z = iy imaginario puro, se tiene cosh iy = cos y Asi, la frontera izquicrdn de la franja es mapcada 
sobre el segmento l ~ u~ -l del eje u, y el punto z = rri corresponde a · 

n1 = cosh i7r = cos rr = - 1 

Sobre la frontera superior de la franja. y= n:, y como sen n: = O. cos n: = -1, se concluye que esta pane de 
la frontera es mapeada sobre la porción u ;;; -1 del eje u. Por tanto, la frontera de la franja es mapeada 
sobre el eje u No es dificil ver que el interior de la franja es mapcado sobre la mitad superior del plano w, 
y que e! mapco es uno a uno. 1 

y 

Figura 364. Mapeo en el ejemplo 4, 

Problemas de la sección 16.4 

Encontrar y dibujar las imágenes de las siguientes regiones bajo el mapeo w = e' 

J. Ü ~ X ~ J , Ü ~ y ~ rr/2 

J, l < X < 2, - 1r/2 < y < 1r/2 

2. - J < X < l, rr/4 < y < 31r/4 

4. -2 < X < - l, Ü < y < 1T 

Encontrar y dibujar las imágenes de las siguientes regiones bajo el mapeo w = sen z. 

5. O < x < rr/2, O < y < 2 6. O < x < 1r/6, y arbitrario 

7. O < x < 21r, l < y < 2 8. - ·rr/4 < x < rr/4, O < y < 3 

9. Encontrar una función analítica que mapee la región acotada por los ejes x y y positivos y 
la hipérbola .xy = rr/2 en el primer cuadrante sobre el semiplano superior. Sugerencia. 
Primero transformar tal región sobre una franja horizontal.. 

10. Encontrar y dibujar las imágenes de las rectas x = O, ±rr/6, ±rr/3, ±rr/2 bajo el mapeo w 
= sen z. 

1 J. Dete,minar todos los puntos en los que el mapeo w = sen z no es conforme. 

12. Describir la transformación w = cosh zen términos de la transformación w = sen z y de 
rotaciones y traslaciones, 
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1.3. Encontrar todos los puntos en los que el mapeo w = cosh z no es conforme. 
14. Encontrar las imágenes de las rectas y constante bajo el mapeo w = cos z. 

Encontrar y dibujar las imágenes de las siguientes regiones bajo el mapeo w = cos J. 

15. Ü < X < rr. )' < Ü 

17. 7T <X< 2,., )' < Ü 

J6. Ü < X < ,./2, Ü < )' < ] 
IS. O < x < 21T, 1/2 < y < 1 

19. Encontrar la imagen de 2::;; lzl;;, 3, n:/4;;, e;;, n:/2 bajo el mapeo w = Ln z. 

20. Demostrar que w = L.n [z -1 J mapea el semi plano superior sobre la franja horizont 
z + 1 , 

O;;, lm w;;, n: como se muestra en la figura 365. 

A B e D E 
D*(=) 

(=) -1 O (=) 

(plano z) 

Figura 365. Problema 20. 

rri 

e• 
E•= A* 

o 
(plano wj 

B•(=) 

16.5 SUPERFICIES DE RIEMANN 

) ) ) 

Las superficies de Riemann son superficies sobre las cuales las relaciones con valores· 
múltiples, como w = Jz o w In z, se vuelven de un solo valor; es decir, funciones en 
el sentido usual Se analizarán aquí porque quizá se comprendan mejor si se explican 
"geométricamente", en términos de mapeos. ' 

Se empezará considerando el mapeo definido por 

(1) w u + iv = z2 

que es conforme, excepto en el punto crítico z = O, donde w' = 2z = O. 
En z = O los ángulos se duplican bajo la transformación. La mitad derecha del p !ano z 
(incluyendo el eje y positivo) es mapeada sobre el plano w completo, cortado a lo 
largo de la mitad negativa del eje u; el mapeo es uno a uno. De manera semejante, la 
mitad izquierda del plano z (incluyendo el eje y negativo) es mapeada sobre todo el 
plano w cortado, de manera uno a uno. 

Resulta evidente que el mapeo del plano z completo no es uno a uno, porque cada 
punto w a= O corresponde precisamente a dos puntos z. De hecho, si z, es uno de estos 
puntos, entonces el otro es -z,. Por ejemplo, z i y z,;, -i tienen la misma imagen; a 
saber, w = -1, etc. Por tanto, el plano w es "cubierto dos veces" por la imagen del 
plano z. Se dice que el plano z completo es mapeado sobre el plano w doblemente 
cubierto. Para una mejor comprensión, es posible imaginar Jo siguiente. 

Una de las dos copias previamente obtenidas del plano w cortado se coloca sobre 
la otra, de modo que la hoja superior es la imagen de la mitad derecha del plano z, y la 
inferior es la imagen de la mitad izquierda de éste; estos semiplanos se denotan por R 
y L, respectivamente. Cuando se pasa de R a L, el punto imagen correspondiente debe 
pasar de la hoja superior a la inferior.. Es por ésto que las dos hojas se unen de manera 
cruzada a lo largo del corte; es-decir, a lo largo del eje real negativo .. (Esta construcción 

) } ) F 
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sólo puede efectuarse en la imaginación, ya que la penetración de las dos hojas de un 
modelo material sólo puede realizarse de manera imperfecta .. ) Los dos orígenes se unen 
entre sí. La configuración así obtenida se denomina superficie de Riemann. Sobre ella: 
todo punto w a= O aparece dos veces, en posiciones superpuestas, y el origen aparece 
exactamente una vez. Ahora, la función w z2 mapea el plano z completo sobre esta 
superficie de Riernann de manera uno a uno y el mapeo es conforme, excepto por el 
"punto de giro" o punto de bifurcación en w = O (figura 366). Se dice que un punto de 
bifurcación que conecta dos hojas es de primer orden. (De una manera más general, se 
dice que un punto de bifurcación que conectan hojas es de orden n - 1.) 

Figura 366. Superficie de Riemann de /; 

A continuación se considerará la relación con valor doble 

(2) (Sección 12 . .9). 

A cada za= O le corresponden dos valores w, uno de los cuales es el valor principal. Si 
el plano z se reemplaza por la superficie de Riemann de dos hojas que acaba de con
siderarse, entonces cada número complejo za= O está representado mediante dos pun
tos de la superficie en posiciones superpuestas. Se hace que uno de estos puntos co
rresponda al valor principal; por ejemplo, el punto que está en la hoja superior, y el 
otro, al otro valor .. Así, (2) se vuelve uniforme (de un solo valor); es decir, (2) es una 
función de los puntos de la superficie de Riemann, y a cualquier movimiento continuo 
de z sobre la superficie le corresponde un movimiento continuo del punto correlativo 
en el plano w. La función mapea la hoja que corresponde al valor principal sobre la 
mitad derecha del plano w y a la otra sobre la mitad izquierda de este mismo plano. 

Enseguida se considerarán algunos ejemplos adicionales importantes. 

Ejemplo 1 Superficie de Riemann de "fi.. 

En el caso de la relación 

(3) w = \Yz (n = 3, 4, , · ·), 

se requiere una superficie de Ríemann que conste den hojas y que tenga un punto de bifurcación de orden 
n - l en z = O Una de estas hojas corresponde al valor principal y las otras n - l hojas, a los otros n - 1 
valores En la figura 36 7 se muestra la superficie dé R icmann de w = 3.[z 11 

Figura 367. Superficie de Riemann de 3./z. 

) ) ) j 
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Ejemplo 2 Superficie de Riemann del logaritmo natural. 

Para toda z :;:e O, la relación 

(4) w = In z = Ln z + 2nrri' (n º· :±: 1, :±: 2, . z 

tiene una infinidad de valon.:s Por tanto, (4) define una función sObrc una superficie de Rit:mann q 
consta de una infinidad de hojas, La función w = Ln:: corresponde a una de estas hojas Sobre esta hÓ 
d argumento 8 de= varia en el intcrvalo-n< e~ ;r (ver la sección 12. 8) La hoja está cortada a lo largo· 
eje real negativo y el borde superior de la ranura está unido al borde inferior de la hoja siguiente. Jo e 
corresponde al intervalo rr <e~ J;r, es decir, a la función w = Ln z + 2n;, De esta manera. cada valor 
n que aparece en (4) corresponde precisamente a unn hoja de esta infinidad de hojas. La función w 
z mapca la hoja correspondiente sobre la franja horizontal -re< v ~ re del plano w La hoja siguicntC 
mapeada sobre la franja vecina rr: < v ~ 3rr, etc Asi, la función w = In z mapea todilS las hojas d~ ¡ 
superficie de Ricmann correspondiente sobre el plano w completo, siendo uno a uno la correspondenci 
t.:ntrc los puntos z ~ O de la superficie de Ricmann y los del plano w · 

Ejemplo 3 Mapeo w = z + r'. Hojas aerodinámicas. 

Se considerará el nu~::,eo definido por 

(5j w=z+ 
z 

que es importante en aerodinámica (ver mas adelante) Como ·1a derivada de esta función es 

(z + l)(z - 1) 

z2 

entonces el mapco es con fonne excepto en los puntos ;: = 1 y z = -1; estos puntos corresponden a w = :f 
w = -.2, respectivamente Por (5) se encuentra 

(6) ~ IV 

2 ± \ 4 = ~ :t: .!_ V(w + 2)(w - 2), 
2 2 

Por tanto, los puntos w = 2 y w = -2 son puntos de bifurcación de primer orden de z = z(w) A cualqu· 
valor w (;,, 2, ;,, -2) Je corresponden dos valores de z. Por consiguiente, (5) mapea el plano z sobre u 
superficie de Ricmann de dos hojas, en donde éstas están conectadas en forma cruzada desde w =-2 hasta· 
w = 2 (figura 368), Y este mapco es uno a uno. Se hace z = re'º y se determinan las imágenes de las curvas' 
r = constante y e= constanteº Con base en (5) se obtiene 

w = u + iv = reio + ..!. e-iO 
r 

y 

( r + ; ) cos e + i ( r f) sen e 

Figura 368. Ejemplo 3. 

u 
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Al igunlar las partes reales e imaginarias de ambos miembros, se tiene 

(7) u = (r + f) cos e. v = ( r ; ) sen e. 

A partir de lo anterior se encuentra 

1, en donde a r + -

Por tanlo. los circulas r = constante se mapean sobre elipses cuyos ejes principales están en los ejes u y v 
y miden 2a y 2b, rt:spectivamente Como a 1 - b2 = 4, independientemente der. estas elipses son con focales, 
con focos en w = -2 y w = 2 El circulo unit.Jrio r = 1 se mapca sobre el segmento de recta que va desde 
w = -2 hasta w = 2, Parn todo r;: 1, los dos circulas con radios r y 1/r se rnapcan spbrc la misma elipse en 
el plano w, correspondiente a las dos hojas de la superficie de R icmann Por tanto, el interior del circulo 
unitario Jzl = 1 corresponde a una de estas hoja,;; y el exterior. a la otra 

Además, por (7) se obtiene 

(8) 

Asi, las rectas 8= constante son mapcadas sobre las hipérbolas que son las traycclorias ortogonales de aquellas 
elipses El eje real (es decir, los rayos e= O y e = ,r) se mapea sobre la parte del eje real que va de w = 2, a través 
de"'°, ha,;;ta w =-2 El eje y se transfom1a sobre el eje v .. Cualquier otro par de rayos e= 8

0 
y e= 8

11 
+ rrsc mapca 

sobre las dos ramas de la misma hipCrbo!a 
Una región exterior de una de las elipses anteriores no tiene puntos de bifurcación y corresponde ya 

sea al interior o al exterior del circulo correspondiente del plano z, dependiendo de la hoja de la superficie 
de Ricmann a la que pertenece la región" En particular, el plano w completo corresponde ni interior o al 
exterior del circulo unitario !zJ = 1, como ya se mencionó 

El mapco (5) transforma círculos idóneos en superficies acrodinilmicas con un borde de salida puntia~ 
gudo cuyo ángulo interior es cero; éstas se conocen como superficies acrodirl.\micas de ,Joukowski' 
Dado que la supcrlicic acrodinómica que se va a obtener tiene un borde puntiagudo. es obvio que d 
circulo que vu a aplicarse debe pasar por uno de los puntos z = ± 1, en los que el mapeo no es confonnc 

En la figura 369, el circulo mis grnndc que pasa por -1 es transformado sobre el contorno de la 
superficie aerodinámica, y el círculo trazado con línea discontinua (¡que no es el circulo unitario!) lo es 
sobre el arco trazado con linea discontinua en el interior del perfil En el texto dado corno referencia D8 en 
el apéndice se analizan aún mtis detalles 

y 

-1 

Figura 369. Superficie aerodinámica de JoukowskL 

Aquí tennina el capítulo 16, aunque en el capítulo 17 se presentan algunas aplica
ciones adicionales del mapeo confonne. 

' NJKOLAI JEGOROVICH JOUKOWSKI (1347-1921), matemático ruso 

o() 
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Problemas de la sección 16.5 

L Considerar w Jz .. Encontrar la trayectoria del punto imagen w de un punto z que 
mueve dos veces alrededor del círculo unitario, partiendo de la posición inicial z = 1. 

2. Demostrar que la superficie de Riemann de w = 3,jz consta de tres hojas y tiene un pu· 
de bifurcación de segundo orden en z = O .. Encontrar la trayectoria del punto imagen w. 

un punto z que se mueve tres veces alrededor del cíq:ulo unitario, partiendo de la posici 
inicial z I 

3. Hacer un esquema, semejante al de la figura 366, de la superficie de Riemann de w = 4 

4. Considerar las superficies de Riemann de w = 4Jz y w 5,jz de manera semejante a co 
se hizo en el probkma 2. 

5. Determinar la trayectoria de la imagen de un punto z bajo el mapeo w = In z, conforme z' 
mueve varias veces alrededor del círculo unitario en sentido contrario al movimiento 
las manecillas del reloj. 

6. Demostrar que la superficie de Riemann de w = J ( z - I )(z - 2) tiene puntos de bifurc 
ción en z = I y z = 2 y que consta de dos hojas que pueden cprtarse a lo largo del segment 
de recta que va de I a 2, uniéndose en fo~a cruzada .. Sugerencia Introducir las coordG', 
nadas polares z - J = r

1
e1u, z 2 = r

2
e 1u~ 

7. Encontrar los puntos de bifurcación y el número de hojas de la superficie de Riemann { 
w=Jz2-1 ., 

8. Demostrar que la superficie de Riemann de w = J( 1 - :: 2 )( 4 - z 2 ) tiene cuatro puntos rani 
y dos hojas que pueden unirse en fonna cruzada a lo largo de los segmentos -2 ;,,x;,, -1 
I ;,, x;,, 2 del eje x. 

Detem1inar la ubicación de los puntos rama y el número de hojas de las superficies de Riemann, 
de las siguientes funciones .. 

9. i+ Vz JO. 

12. V3z+4 13. 

15. In (z + I) 16. 

18. In (4z - 3i) 19. e vi. 

Cuestionario y problemas de repaso del capítulo 16 

11 . ....Vz - a 
14. 3 + 2z - V2z 
17. 3 + ....V2z + i 
20. W 

1. ¿Cómo se definió el ángulo de intersección de dos curvas orientadas, y qué significa el 
que un mapeo sea conforme? 

2. ¿En qué puntos un mapeo w = j(z) mediante una función analítica no es confonne? Pro
porcionar ejemplos. 

3 .. ¿Qué sucede a los ángulos en z 0 bajo un mapeo w = j(z) sij'(z.,) O,j"(:::
0

) = O,j'"(z.,) a' O? 

4. ¿Qué es una transfonnación fraccionaria lineaJ? ¿Por qué revisten gran interés práctico 
estos mapeos? 

5. ¿Por qué és necesario que los coeficientes de una transfonnación fraccionaria lineal cuni
'plan ad- be ;e O? 

6 .. ¿Qué es el plano complejo extendido y por qué aparece en este capítulo? 

7. ¿Qué es un punto fijo de un mapeo? Proporcionar ejemplos de mapeos mediante funcio
nes analíticas que no tengan puntos fijos, que tengan exactamente un punto fijo y que 
tengan una infinidad de puntos fijos. 

8. ¿Qué es una superficie de Riemann y cuál es su utilidad? 

) ') 1 ,-) 'I ::F~) 
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9. ¿Cuántas hojas tiene la superficie de Riemann de w = "Jz? ¿En dónde está su punto de 
bifurcación? 

l O. ¿Por qué reviste interés práctico el mapeo w = z + 1/z? ¿Cuántas hojas tiene la superficie 
de Riemann de la inversa de este mapeo? 

Encontrar y trazar las imágenes de las sigllientes curvas o regiones bajo el mapco w = u+ iv = :i'. 

11. y = - l, 1 

14. xy = -4 

17. 77/8 < arg z § 77/4 

12. X = -1, 1, 2 

15. y = x/2 

18. O< y< 2 

13. Jzl = 2.5, 1 arg zl < -rr/8 

16. Im z > O 

)9. l}; <X< J 

Encontrar y trazar las siguientes curvas o regiones bajo el mapeo w 1/z. 

20. lzl < 1/2, y < o 
23. Jz - J/21 = 1/2 

21. Jarg zJ < -rr/8 

24. y= 1 

22. x < O, y > O, Jzl < 1 

25. X= -1 

Encontrar topos los puntos en los cuales los siguientes mapeos w = j(z) fracasan en cuanto a ser 
confonnes, en dondej(z) es igual a 

26. cos ·77z 2 27. 3z 5 + 5z 3 28. cosh 2z 

29. exp (z 3 + z) 30. z + 1/z (z 7" O) 31. sen z + cos z 

Encontrar la transfprmación fraccionaria lineal que mapea 

32.. -1, 1, i sobre -1, 1, -i, respectivamente .. 

33.. O, 1, 2 sobre O, í, 2i, respectivamente 

34. O, i, = sobre 1, 1 + i, =, respectivamente .. 

35. O, =, -2 sobre O, 1, =, respectivamente 

36. O, =, I sobre -2i, O, I - i, respectivamente. 

37. i, 1, = sobre 5i, 5, =, respectivamente, 

38.. -1. 1, 2 sobre O, 2, 3/2, respectivamente .. 

39. O, 1, -1 sobre O, =, 1, respectivamente 

40.. O, i, li, sobre O, =, 21, respectivamente 

Encontrar una función analítica w = u + 1v = fi.z) que mapee 

41. la región O < arg z < re/ 3 sobre la región u < I. 

42. el semiplano x ;¡:; O sobre la región u;¡:; 2 de modo que O tenga la imagen 2 + i. 

43. el semiplano derecho sobre el semi plano superior. 

44. el interior del círculo unitario lzl I sobre el exterior del círculo lw + 11 = 5 .. 

45.. la fran_ja infinita O< y< rc/3 sobre el semi plano superior v > O 

46. el semidisco lzl < 1, x > O sobre el exterior del circulo unitario ¡w¡ = I 

47. la región x > O, y> O, .ry < k sobre la franja O< v < I 

Encontrar todos los puntos fijos de los mapeos w = j(:z), en dondej(z) es igual a 

48. z4 + z - 81 49. (3z + 2)/(z - 1) 50. (2iz - 1 )/(z + 20 

') ) 
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Resumen del capítulo 16 

Mapeo conforme 

( ( ( ( 

Ur:a fi...:r:cién compleja }Y =./(.t.) cunsriruye un mapeo (aplicación o transfonna
ción) de su dominio de definición en _el plano complejo z sobre su rango 
valores en el plano complejo w Sifiz) es analítica, este mapeo es con forme; es 
decir, preserva ángulos: las imágenes de dos curvas cualesquiera que se cortan 
forman el mismo ángulo de intersección, tanto en magnitud como en dirección, 
que el formado por las curvas mismas (sección 16. I ). 

Para consultar las propiedades de mapeo de e', e.os z, sen z, etc., ver las.: 
secciones 12.9 y 16.4. 

Las transformaciones fraccionarias lineales, también denominadas trans
formaciones de Mobius (ver las secciones 16.2, 16.3) mapean el 

(1) az + b 

cz + d 
(ad - be ,¡,!e 0) 

plano complejo extendido (sección 162) de manera conforme sobre sí mismo. 
Resuelven los problemas de transformar semi planos sobre semi planos o discos, 
y discos sobre discos o semi planos. Al prescribir las imágenes de tres puntos se/, 
determina ( 1) de manera única (sección 16.3).. · 

Las superl1cies de Riemann (sección 16.5) constan de varias hojas co
nectadas en ciertos puntos denominados puntos de rama .. Sobre éstos, las re
laciones con valores múltiples se vuelven de un solo valor; es decir, se con
vierten en funciones en el sentido usuaL Ejemplos. Para w = jz se requieren 
dos hojas, ya que esta relación tiene dos valores. Para w = In z se requiere una 
infinidad de hojas, ya que esta relación tiene una infinidad de valores (ver la 
sección 12.8) 

1 

C(C(·c1r ( ( 

Análisis complejo 
aplicado a la teoría 
del potencial 

( e r ( e- e ('. e 

La ecuación de Laplace 'v2 cJ) = O es una de las ecuaciones diferenciales pnrcia
les más importantes en las matemáticas aplicadas a la ingeniería, debido a que 
se presenta en relación con los campos gravitacionales (sección 8.9), campos 
electrostáticos (sección 11 11 ), conducción del calor de estado estacionario (sec
ciones 9 .. 8 y 11.5), dinámica de fluidos incompresibles, etc. La teoría acerca de 
las soluciones de esta ecuación se denomina teoría del potencial, y las solucio
nes cuyas segundas derivadas parciales son continuas se denominan funciones 
armónicas. 

En el "caso bidimensional", cuando C!J depende sólo de dos coordenadas 
cartesianas x y y, la ecuación de Laplace se convierte en 

Se sabe que, entonces, sus soluciones están estrechamente relacionadas con las 
funciones analíticas complejas (ver la sección 12.5). 1 En este capítulo se consi- ¡ 
derarán con más detalle esta relación y sus consecuencias, y se explicarim ~11 1 

rérminos de problemas prácticos tomasJos de la electrostática (secciones 1 7 i Y 1 
J 7.2), conducción del calor (Sección J 7 3) e hidrodinámica (sección 17 4) .. En .1 

casi todos los casos lo anterior requiere la solución de un problema con valo-
res en la frontera denominado prnblema de Dirichlet (o primer problema 1 

con valores en la jim11era) de la ecuación de Laplace; es decir, encontTar la 
solución de la ecuación de Laplace en un dominio D dado asumiendo valores J 

1 Fn el caso tridimensional no existe una relación tan próxima 
Sobre la notación Se escribe (Jl y después Cl> + i\lJ ya que u+ iv será necesario en el mapeo confl. 1rmc 
a pa11ir de la sección 17.2 

363 

www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net


364 

17.1 

) ) 

ANÁLISIS COMPLEJO APLICADO A LA TEORÍA DEL POTENCIA' 

dados sobre la frontera de D. Tal problema a menudo puede resolverse aplica~70•
1
,,, · 

do el método del mapeo conforme (sección 172); es decir, transformando D de·: 
manera conforme sobre un dominio más sencillo (disco, semiplano, etc .. ) para el 
que la solución sea conocida o sea posible obtenerla a partir de una fórmula'; 
como la fórmula de la integral de Poisson (sección 17.5). Para problemas mi:{" 
tos con valores en lafi"ontera la situación es semejante. · 

En la última sección (sección 17.6) se demostrará que diversas propieda
des generales de las funciones armónicas se concluyen a partir de 'resultados 
sobre funciones analíticas. 

Prerrequisitos para este capítulo: Capítulos 12, 13 y 16. 
Bib!iografia: Apéndice 1, parte D. 
Respuestas a los problemas. Apéndice 2. 

CAMPOS ELECTROSTÁTICOS 

La fuerza eléctrica de atracción o de repulsión entre partículas cargadas es regida por 
la ley de Coulomb. Esta fuerza es el gradiente de una función e!), denominada poten
cial electrostático. En todo punto en el que no existan cargas, e!) es una solución de la. 
ecuación de Laplace \. ,,, 

1i72cJ> = O. 

Las superficies e!)= constante se denominan superficies equipotenciales. En 
punto P, el gradiente de cJ) es perpendicular a la superficie w con,wnte que pasa por¡. 
P; es decir, la fuerza eléctrica tiene la dirección perpendicular a la superficie\. 
equipotenciaL (Ver también las secciones 8 9 y 11. 11.) 

Los problemas que se abordarán en todo este capítulo son bidimensionales (por 
la razón proporcionada en la introducción del capitulo); es decir, están relacionados 
con sistemas físicos que existen en el espacio tridimensional (¡por supuesto!), aunque 
son tales que el potencial cJ) es independiente de una de las coordenadas espaciales, de 
modo que cJ) depende sólo de dos coordenadas, que se denominarán x y y Asi, la 
ecuación de La place se com1ierte en 

(1) 
¡--2-··- a2cp aZcj) 

1 

v<l)=--+--
2 ax 2 ay 

~----- -----~ 

Las superficies equipotenciales aparecen ahora como líneas (curvas) equipotenciales 
en el plano xy. 

Ejemplo 1 Potencial entre placas paralelas. 

En con u ar el potencial ~, del campo entre dos placas conductoras paralelas que se extienden hasta el 
infinito {figura 370) y que se mantienen a los potenciales ct:>

1 
y c.1)

2
, respectivamente 

) ; ) 
··'¡ 
j ) ) ) 

(CAMPOS ELECTROSTÁTICOS 

--+---+-<>-+:-.:..¡_,._ 
X 

Figura 370. Potencial del ejemplo 1. 
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Solución Por la conformación de las placas se infiere que <I> depende sólo de x, y la ecuación de Laplace 
se convierte en <1>" = O. Al integrar dos veces se obtiene <I:> =ax+ b. en donde las constantes a y b están 
determinadas por los valores frontera dados de <I> sobre las placas Por ejemplo, si las placas corresponden 
ax= -1 y x = 1, 7ntonces la solución es 

Las superficies equipotencialcs son planos paralelos. 11 

Ejemplo 2 Potencial entre cilindros coaxiales. 

Encontrar el potencial et> entre dos cilindros conductores coaxiales que se extienden hasta el infinito por 
ambos extremos {figura 371) y se mantienen a los potenciales ct,

1 
y ct,P respectivamente 

S0ltu.:ió1L Por razones de simetría, en este caso (l) depende sólo de r = 
se convierte: en 

,et/'+ cJ/ 

Al separar las varia~les e integr~r se obtiene 

lnclJ' = lnr+ a, 

o 

a 

r 

y la ecuación de Laplace 

(ver (4) en la sección 11 9) 

,¡, a In r + h 

y a y b estfln detem1inadas por los valores dados de et> sobre los cilindros Aunque no existen conductores t.1ue 
se extienden hasta el infinito, el campo de este conductor idealiz.ado es una aproximación del que corresponde 

a un largo conductor finito, en aquella parte que estíl alejada de los extremos de los dos cilindros, 1 

.Y 

\ X 

' \ 
'·. 

Figura 371. Potencial del ejemplo 2 

) ) ) ·) D 
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Ejemplo 3 Potencial en una región angular. 

Encontrar el potencial ClJ entre las placas conductoras de la figura J 72, que se mantienen a los potenciales el> '· 
placa inferior) y <l>, y que forman un ángulo a, en donde O < a;;; ,r (En la figura se tiene que a= 120" = 27113 

Solución .. 8 = Arg z (z = x + iy ;;e O) es constante sobre los rayos 8= constante, y es annónica porque e/ 
fHH1c imagin;iriri de: una funci6r1 ill'!3!itica: Ln:: (sección l2 8). Fo1 ta,üo, ia .:miución es 

<l>(x, y) = a + b Arg z 

en donde a y b están determinadas a partir de las dos condiciones en la frontera (dados los valores sob 
las placas) · 

a+ b(-1a) = <1> 1 , 

Así, a= (<1>
2 
+ <l>,)/2, b = (<1>

2
- <1>

1
)/a La respuesta es 

<l>(x, y) 
1 1 
2 {<l>2 + <1> 1 ) + ;:;: {<!>2 - <l>¡)O, 

y 

Figura 372. Potencial del ejemplo 3. 

Potencial complejo 

o are tan r. 
' 

Sean c!)(x, y) armónica sobre algún dominio D y 't'(x, y) una conjugada armónica de 
<!> en D (sección 1.25) .. Entonces2 

F(z) = <IJ(x, y) + i 'l'(x, y) 

es una función analítica de z = x + iy. Esta función Fse denomina potencial complejo , 
correspondiente al potencial real cJ). Recuérdese por la sección 12.5 que para cJ) dado, 
una conjugada '11 es detenninada de manera única excepto por una constante real 
aditiva. Por tanto, es posible decir el potencial complejo sin provocar malentendidos. 

El empleo de F tiene dos ventajas: una técnica y otTa fisica. Técnicamente y en 
relación con los métodos del análisis complejo, Fes más fácil de manipular que las 
partes reales o imaginarias. Físicamente, y, tiene sentido .. Por conformidad, las curvas 

: Se .. escribe F = Cfl + i\11. reservando./= u+ ív para el mapeo coníorn1c, según se requiere a partir de la 
siguiente sección 

o 

·cAMPOS ELECTROSTÁTICOS 
,~' I• 
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'F = constame se intersecan con las líneas equipotenciales cJ) = constante formando 
ángulos rectos [excepto en donde F'(z) = Ol Asi, tienen la dirección de la fuerza 
eléctrica y, por consiguiente, se denominan líneas de fuerza. Constituyen las trayec
torias de partículas cargadas en movimiento (electrones en un microscopio electróni
co~ etc.). 

Ejemplo 4 Potencial complejo .. 

En el ejemplo 1, una conjugada es 't' = ay Se concluye que el potencial complejo es 

F(z) = az + b = ax + b + iay, 

y las líneas de fucr.t.a son rectas y= con.sranle paralelas al eje x 

Ejemplo 5 Potencial complejo. 

En el ejemplo 2 se tiene et>= a In r + b = a ln jzj + b Una conjugada es\{'= a Arg z Por tanto. el potencial 
complejo es 

F(z) = a Ln z + b 

y las lineas de fuerza son rectas que pasan por el origen. F(z) también puede interpretarse como el poten
cial complejo de una recta fuente cuya traza en el plano ;,,y es el origen 11! 

Ejemplo 6 Potencial complejo. 

En el ejemplo 3, F(:) se obtuvo al observar que, Ln z =, In l=I Arg z. multiplicar ésto por-by sumar a: 

F(z) = a - ib Ln l. a + b Arg l. - ib In lzl 

A partir de lo .anterior se observa que las líneus de fuerza son circunferencias concCntricas /zl = constante ii 

Superposición 

Por superposición, a menudo es posible obtener potenciales más complicados. 

Ejemplo 7 Potencial de un par de rectas fuente. 

Determinar el potencial de un par de rectas lücntc con cargas opuestas de la misma intensidad en los 
puntos z = e y= = -e sobre el eje real 

Solución Por los ejemplos 2 y 5 se concluye que el potencial de cada una de las rectas fuente es 

<l> 1 = K In lz - el y cJ)2 = K In lz + el, 

respectivamente Aqui la constante real K mide la intensidad (cantidad de carga) Estas son lns partes 
reales de los potenciales complejos 

F 1 (z) = K Ln (z e) y F 2 (z) = -K Ln (z + e) 

Por tanto, el potencial complejo de la combinación de las dos rectas fuente es 

(2) F(z) = F 1 (z) + F 2 (z) = K[Ln (z - e) Ln (z + e)]. 
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Las lineas equipolenciales son las curvas 

,¡, = Re F(z) Kln ,~, 
z + e 1

- - el ; + e = const. consl, por tanto, 

las cuales son círculos. lo cual puede demostrar el estudiante por cálculo directo. Las lineas de fuerza. 

,¡, Im F(z) = K[Arg (z - e) - Arg (z + e)] = coruL 

Lo anterior se escribe en forma abreviada (figura 373) como 

tonst 

Ahora bien, e, - e, es el ángulo entre los segmentos de recta que van desde z hasta e y-e (figura 373) 
las lineas de fuerza son las curvas a· lo largo de las cuales el. segmento de recta S: ...:e i{x á e aparece 
un ángulo constante. Estas curvas constituyen la totalidad de arcos circularCs sobre S, lo cual es b 
conocido por geometria elemental Así, las lineas de fuerza son circules En la figura 374 se muest 
unas cuanrns, junto con algunas líneas equipotencialcs 

Además de la interpretación como el potencial de dos rectas fuente, este potencial también pu 
concebirse como el potencial entre dos cilindros circulares cuyos ejes son paralelos pero no coincide· 
corno el potencial entre dos cilindros ig\1ales pero ajenos, o corno el potencial entre un cilindro y 
pared plana. Explicar lo anterior usando la figura 374 

La idea de potencial complejo según acaba de explicarse es crucial en cuanto a 
estrecha relación que existe entre la teoría del potencial y el análisis complejo, q 
también ocurre en flujo térmico y en dinámica de fluidos. · 

z 

-e 

Figura 373. Argumentos del ejemplo 7. 

í'.:oblemas de la sección 17. 1 

Figura 374. Líneas equipotenciales y 
líneas de fuerza (con trazo discontinuo) 

del ejemplo 7. 

l. Encontrar y trazar las superficies equipotenciales entre dos placas paralelas en x = -·3 y 
x = 3, que se mantienen a los potenciales de 140 y 260 volts, respectivamente. 

l. E:.ncontrar el potencial complejo en el problema 1 
3. Encontrar y trazar las superficies equipotenciales entre dos placas paralelas en y= O yv ~ 

d.. las cuales se mantienen a los potenciales U,= 20 kV (= 20 000 volts) y U,= O, respec- · 
tivamente · 

4. Encontrar el potencial <!J y el potenci2.1 complejo F entre las placas y= x y y= .x + k que se 
mantienen a los potenciales de O y 100 volts, respectivamente 

5. Encontrar el potencial en el primer cuadrante del plano .,y entre los ejes (que tienen poten
cial de 110 volts) y la hipérbolaxy = 1 (cuyo potencial es de 60 volts) 

) ·j ') 
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17.2 

Encon:rar el potencial <I> ent_re dos cilindros coaxiales infinitos de radios r, y r, (> r,) que tiene 
potenciales U, y U,, respectivamente, en donde 

6. '1 l, r2 = 10, U 1 = 100 volts, U 2 = 1000 volts 
7. r¡ 0.5, r 2 = 2, U 1 = - 110 volts, U 2 = l IO volts 
8. r¡ 2, r2 = 8, U 1 = l kV, U 2 = 2 kV 
9. r¡ l, r2 = 4, U1 = 200 volts, U2 = O 

10. r¡ 0.1, r 2 = 10, U 1 = 50 volts, U2 = 150 volts 

Encontrar las líneas equipotenciales del potencial complejo F(z) y mostrar gráficamente tales 
líneas, en donde · 

11. F(z) 

14. F(z) 

(l + 2í)z 

(l + i)/z 

12. F(z) 

15. F(z) 

-iz 2 13. F(z) = z 2 

Ilz 16. F(z) = i Ln z 

1 7. Encontrar el potencial de dos rectas fuente en z =ay z = -o, que tienen la misma carga. 

18. Cerca de cada una de las dos rectas fuente en la figura 3 74, los circulas <I> = constante son 
casi concéntricos .. ¿Es comprensible físicamente este hecho? 

19. Comprobar que las líneas equipotenciales en el ejemplo 7 son círculos. 
20. Demostrar que F(z) = cos-1 z puede interpretarse como el potencial complejo de las con

figuraciones en las figuras 3 75 y 3 76. 

o 

Figura 375. Ranura. Figura 376. Otras aberturas 

USO DEL MAPEO CONFORME 

Como acaba de verse, los potenciales complejos relacionan estrechamente la teoría 
del potencial con el análisis complejo. Otra relación estrecha resulta a partir del uso 
del mapeo conforme en la resolución de problemas con valores en la frontera de la 
ecuación de Laplace; es decir, para en¿ontrar una solución de la ecuación en algún 
dominio astuniendo valores dados sobre la frontera ("problema de Dirichlet"; ver 
también la sección 11.5). Luego, el mapeo conforme se usa para transformar un domi
nio complicado dado sobre uno más simple, en donde la solución sea conocida o sea 
posible encontrarla más fácilmente. Después, esta solución es mapeada de vuelta al 
dominio dado A continuación se proporciona la idea. La razón por la cual funciona 
se debe al hecho de que las funciones armónicas siguen siendo am1ónicas bajo el 
mapeo conforme: 

) 
r 
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Teorema 1 (Funciones armónicas bajo mapeo conforme) 

Si cp *(u, v) es armónica en un dominio D* en el plano w, y si unafilnción analítica\ 
u + iv = j(z) mapea un dominio D en el plano .z de manera conforme sobre D•: 

e111onces 

(1) q)'1'(u(x, y), u(x, y)) 

es armónica en D. 

Demostración. La composición de funciones analíticas es analítica, como se conclu~' 
ye por la regla de la cadena, Así, al tomar una conjugada annónica' 'F*(u, v) de <P* y 
fonnar la función analítica F*(w) = cJ>*(u, v) + i'l'*(u, v), se concluye que F(z) =é 

F*(f(z)) es analítica en D y que su parte real, cJ)(x, y)= Re F(z) es armónica en D. 11; 

Ejemplo 1 Potencial entre cilindros no coaxiales. 

Encontrar el potencial entre los cilindros C
1
:I =I = J (conectado a tierra; es decir, cuyo potencial es U1 = O 

y C,: lz - 2/51 = 2/5 (cuyo potencial es U, 11 O volts) 

Solución. El disco unitario !zl = J se mapca sobre el disco unitario Jwj = J de modo que C 2 se trnnsfonn 
sobre alglln cilindro Ct: lw! = r

0 
Por (6) de 1.a sección 16.3, una transformación fraccionaria lineal que_ 

mapca el disco unitario sobre el disco unitario es 

(2) w = 
z - b 

bz - 1 

en donde b = z
0 

se ha t:legido sin ninguna restricción z
0 

no es de ayuda inmediata en este caso porque, en 
general, los centros de los círculos no se mapcan sobre los centros de las imágenes. Sin embargo, ahora se 
tienen dos constantes libres, by r

0
, por lo que se tendrá éxito al imponer dos condiciones razonables; a 

saber. que O y 4/5 (figura 377) deben mapearse sobre r,, y -r,,, respectivamente Por (2), así se obtiene 

-b 4/5 - b 4/5 - 'º 
r = -o - 1 • ro = 4bÍ5I = 4r

0
!5 ·- 1 ' 

una ecuación cuadrática en r
0 

con soluciones 2 (que no es aceptable porque r0 < 1) Y 1/2 .. Por tanto, In 

función de transfonnación (2) con b = 1/2 se convierte en 

(3) w = !Cz) 

(a) plano z (b) plano w 

Figura 377 Ejemplo 1 

l Ver la sección 12 5 Se menciona sin demostrar que si D" es simplemente conexo (sección I J 3), 
entonces existe una conjugada annónica dt! et>" En el apCndicc 4 se proporciona otra demostración sin 

usar una conjugada armónica 

e e ( (. ( ( ( -- e ( -( \ ( e ( ( Ci r- { ( e e (' e : 
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Por el ejemplo 5 de la sección 17 1, al escribir w por:: se obtiene el potencial complejo en el plano w y a 
partir de éste el potencial real 

<1''(11. v) = Re F'(w) = ll In /w/ + k 

a y k se detcnninan a par1ir ele In~ c0ndic!c:1cs cr: l;., froni.e:ra Si jwj --= i, entonces Q>"' = a In J + k = O~ por 
tanto, k = O Si w = 1/2. entonces,¡,•= a In (l/2) = 110; por tanto, a= 110/ln (1/2) = -158 7 Con la 
sustitución de (3) ahora se obtiene la solución deseada en el dominio dado en el plano= 

F(z) 

El potencial real es 

<J>(.r, y) = Re F(;,) 

P(j(;,)) 
2z - 1 

a Ln---
2 

1

2- - 1 ¡ a In -'-·--. 
l. - 2 

(/ - 158 .. 7 

¿Es posible ··ver" este rcsullado? Bien: Cf)(x,y) = consrante si y sólo si (2z- 1 )/(.: - 2) = con.'itante~ es decir~ 
lwl = conrtante por (5) Estos Circulas corresponden a circulas en el pla~o z, como se concluye a partir del 
teorema I en la sección 16 2, junto con el hecho de que la inversa de üna transformación fraccionaria 
lineal es fraccionaria linc~I [ver (5), ~eCción 16 2] De manera scmcjarite para los rayos arg w = constante 
Por tanto, las .lirieüs equipot~ncialés ct>(:r, y)= conslante son círculos, y las lineas de fuerza son arcos 
c.:irculares (las lineas diScontiriuas en la figura J 77) Estas ·dos farniiias de curvas se cortan ortogonalmente; 

es ctecir. formando ángulos rectos. cainO se muestra en 'ª figura 3 77 a 

Ejemplo 2 Potencial entre dos placas semicirculares. 

Encontrar ~I pote~cial eritre tjos placas s~mic_ircula'.es P 1 y P2 en IÍ;1 figura 378a, cuyos potenciales son 
-3000 y 3000 volts, respectivamente Usar el ejemplo 3 en la sección 17 .1 y mapeo confonne 

Solución .. Pritner paso. El disco unitario de la figura 378a se mapea sobre la mitad derecha del plano w 
(figura 378/.,) usando la transformación fraccionaria lineal del ejemplo 3, sección 16.3: 

1 + z 
w = J(z) = --

1 - z 

La frontera lzJ = 1 se mapea sobre la frontera u= O (el eje v), con z = -1, i, 1 que se transfomrn sobre w "' 
O, i, 00 , respectivamente, y z = -l sobre w = -i Por tanto, el semicírculo superior de j.:/ = l es mapcado 
sobre la mitad superior del eje v, y el semicírculo infCrior es mapeado sobre la mitad inferior del mismo 
eje, de modo que las condiciones en la frontera en el plano w son como se indica en la figura 378b 

Segundo paso .. Se determina el potencial <l>*(u, v) en el semi plano derecho del plano w El ejemplo 3 en la 
sección 17 1 con== ;e, U,= -3000 y U,= 3000 [con <))•(u. v) en vez de <l>(x,y)] produce 

<l>*(u, u) 
6000 
--q,, 

rr 

/a} plano z 

Figura 378 Ejemplo 2. 

u 

-2 l<V 
(b) plano w 

'P 

o 
ti 

-1 kV 

V 
are tan - . 

11 

e (> 
·-·' G) 
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Sobre la mitad positiva del eje imaginario (rp = 7li2), lo anterior es igual a 3000 y sobre la mitad ne 
es igual a -3000, como debe ser et>• es la parte real del potencial complejo 

6000 i 
F"'(w) = - -- Ln w 

rr 

Tercer pa.so ... La función de transfom1ación se sustituye en F* a fin de obtener el potencial complejo 
de la ti gura 3 78a en la forma 

F(z) = F*( f(z)) _ 6000 i L.n .!.__:!:..3 . 
rr 1 - z 

La parte real de la expresión anterior es el potencial que se desea detcnninar: 

<!>(x, y) Re F(z) = 
6000 

!m L.n ~ 
rr 1 - z 

6000 l+z --Arg--. 
rr 1 - z 

Asi como en el ejemplo l, aquí tambiCn se concluye que las lineas cquipotenciales c.J>(x,y) = constante 
·arcos circulares porque corresponden a Arg [( 1 + z)I( 1 - z)] = consJanle, y por tanto a Arg w = com1an 

También. Arg w = constan.te son rayos que van de O a rx1, las imilgcncs de z = -1 y z = l, rcspectivamcn 
Así, los extremos de 10das las líneas cquipotcnciul~s son -1 y J (los puntos en que salta el potcn9, 
frontera; ver la figura 178a) Las lineas de fuerza son arcos circulares, también 1 y como deben ser ortogonal 
n las lineas equipotcncialcs, enlonces sus centros pueden obtenerse como las intersecciones de tangen~ 
al circulo unitario con el cjex. (¡~xplicar este hecho!). · 

Comentario fundamental. En esta sección, los ejemplos se plantearon en términ 
del potencial electrostático .. Es de suma importancia darse cuenta que este hecho . 
fortuito. Pudo ser posible igualmente haber planteado todo en ténninos de flujo térm· 
co (independiente del tiempo); en este caso se hubiera trabajado con temperaturas,.~ 
vez de voltajes, las líneas equipotenciales se hubieran convertido en isotermas l 
lineas de temperatura constante), y las líneas de fuerza eléctrica se hubieran con ven 
do en líneas a lo largo de las cuales el calor fluye de temperaturas altas a temperatur 
bajas (más sobre ésto se dirá en la siguiente sección) .. También hubiera sido posib 
hablar sobre flujo de fluidos; en ese caso las lineas equipotenciales electrostáticas :. 
hubieran convertido en líneas de flujo (más sobre ésto se dirá en la sección 17.4). L, 
que se observa de nuevo aquí es el poder unificador de las matemáticas: diferente 
fenómenos y sistemas de diversas áreas de la física que comparten los mismos tipo 
de modelo pueden tratarse mediante los mismos métodos matemáticos. ). 

Problemas de la sección 17,l 

l. Comprobar el teorema I para <l>*(u, v) = !! 2 - v2 y w = /(z) = e'. 

2. Escribir las fóm1ulas en la segunda demostración del teorema 1 (que se proporciona en el 
apéndice 4) y realice en detalle todos los pasos 

3. Encontrar el potencial <l> en la región R en el primer cuadrante del plano z, acotada por los. 
ejes (con potencial O) y la hipérbola y= 1/x (con potencial U,) de dos formas: (i) di1ecta·\,,,,,,j f 
mente y (ii) transformando R sobre una franja infinita idónea .:"·,··,,,". · ,. 

4. Comprobar los pasos en la obtención de (3) a partir de (2). 
5. Aplicar un mapeo conforme idóneo para obtener a partir de la figura 3 78b el potencial<!>:.' 

en la región angular - n:/4 < Arg z < n:/4, <!> = -3 kV cuando Arg z = - n:í4 y <l> 3 kV 
cuando Arg z = n/4. 

6. Demostrar que en el ejemplo 2 el eje y es mapeado sobre el círculo unitario en el plano W 

7. En z= ±1 en la figura 378a, las tangentes a las lineas equipotenciales mostradas fortnan,: 
ángulos iguales (n:/6). ¿Por qué? · 
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8. En el ejemplo 2, haga z = Z' (Z =X+ i Y) y demostrar que el potencial resultante <l>( X. Y) 
= Re F(Z') es el potencial en la porción del disco unitario [ZI:;; 1 en el primer cuadrante 
que tiene los valores frontera O sobre los ejes y J sobre IZI = 1 

9. Encontrar la transformación fraccionaria lineal z = g(Z) que mapea IZI ::a I sobre lzl:;; 1 
con Z = i/2 mapeado sobre z = O. Demostrar que z, = (3 + 4i)/5 es mapeado sobre z = -1, 
y z, = (-3 + 4,)/5 lo es sobre z ~1. de modo que las lineas cquipotenciales del ejemplo 2 
aparecen en IZI ;:a I como se muestra en la figura 3 79. 

10. ¿Por qué las lineas equipotenciales en el problema 9 son circulas? 

y 

-3 kV 

X 

3 kV 

Figura 379. Problema 9. 

17. 3 PROBLEMAS DE CALOR 

La ecuación de Laplace también rige los problemas de flujo térmico que son estacio
narios; es decir, independientes del tiempo En efecto, la conducción del calor en un 
cuerpo de material homogéneo es representada por la ecuación del calor 

en donde la función Tes la temperatura, T, aT!at, tes el tiempo, y e' es una constante 
positiva (que depende del material del cuerpo). Por tanto, si un problema es estacio
nario, de modo que T, = O, y bidimensional, entonces la ecuación del calor se reduce 
a la ecuación de Laplace en dos dimensiones 

(]) 

de modo que el problema puede tratarse con los métodos actuales. 
T(x,y), denominada potencial del calor, es la parte real del potencial complejo 

del calor 

F(z) = T(x, y) + i ,¡r(x, y). 

Las curvas T(x, y)= constante se denominan isotermas(= lineas de temperatura cons
tante), y las curvas 'Jl(x,y) = constante, líneas de !lujo térmico, porque el calor fluye 
a lo largo de el las de temperaturas altas a temperaturas bajas. 

Se concluye que todos los ejemplos considerados hasta el momento (secciones 
17. 1 y 17.2) pueden re interpretarse ahora como problemas de flujo ténnico. Las li- ~-

6,·~o\,n1 !1 ~ 
- - . .. .·')', ("). ::c.:."'1.. /Jt. ;,~i.·~.· : '") ,·1, ') -1 "') "') :> ) J J ;1 ) ) .J ) °J J ) J ) ) ) ) ~ -"". ~ ""¡ ; 

-------------~--~__..,....-~.,... . ..,._..,-.-.,-• _,--.. ~. -.·-~-.-- ---------~ -~--~---·-------~,...,.,.¿,.""""1'",.._,......,,_=.,..,,_... .,....,, .. .,.,_.,.~s,r.....,...,.,..,.rr.,.>,, "'Yf'>~ .. ~~,;,~'1'~·v,-..;-,...,. .... ~.,.,"7".~..,...·~.'t''Tt-:'""..-.;-:'1";:;<·•.,· •Y"\'CJ\,"VV: ·• • ._ "'" . ., , ...,..·r<":--,;•,, ""~'<':'.,:. ~~"':", 1",lr;:..<:< 
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neas equipotenciales electrostáticas cJ)(x, y)= constante se vuelven ahora isoterni~ 
T(x, y)= constante, y las líneas de fuerza eléctrica se convierten ahora en líneas d 
flujo térmico. Desde un punto de vista matemático, los cálculos siguen siendo Jo 
mismos. Es posibl_e la aparición de nuevos problemas que impliquen condiciones e 
In frontera que fis!c2.mente no tengan sentido en eie~lrustática, o que quizá carezca 
de interés práctico en este texto. Los ejemplos 3 y 4 que se proporcionan a continua 
ción ilustran Jo anterior 

Para tener un problema estacionario, la frontera del dominio del flujo térmico 
debe mantenerse físicamente a temperatura constante, ya sea por calentamiento o por 
enfriamiento.. . 

Ejemplo 1 Temperatura entre placas paralelas. 

Encontrar la temperatura entre las dos placas paralelas x = O y x = d que se muestran en In figura 380 ;· 
cuyas temperaturas son O y I ÜÜ"C. respectivamente · 

,~o/uciún. Como en la sección l 7 1, también se concluye que T(x:, y)= ax+ b Por las condiciones en In 
frontera, b = O y a = ! 00/d. La respuesta es 

T(x, y) 
100 -¡-x [ºC]. 

El potcnciil! complejo correspondiente es F(z) = ( l 00/d)z El calor fluye horizontalmente, t:n Ja dirección· 
x negativa, a lo largo de las lineas y= con.Sían te 

Ejemplo 2 Distribución de temperatura entre un alambre y un cilindro. 

Encontrar el_ cai.11po de temperatura alrededor de un largo alambre delgado de radio r
1 

= mm que es \ 
calentado cl~ctncamcnte hasta T1 = 500"F y cst.i rodeado por un cilindro circular de radio ,.

2
=100 mm,·· 

que se mantiene a la temperatura T~ = 60"F mediante enfriamiento por aire Ver la figura 381 

SoluciórL Por razones ele simetría, T depende sólo de r Así. como en la sección 17. 1 (ejemplo 2), se tiene que !, 

T(x, y) = a In r + b 

Las condiciones en la frontera son 

T 1 = 500 = a In 1 + b. 12 = 60 = a In 100 + b. 

Por tanto, b = 500 (ya que In 1 = 0) y a= (60 - b)/ln 100 = -95 54 La respuesta es 

T(x, y) = 500 95 .54 In 1 [ºFJ 

Las isotcnnas son circulas concéntricos El calor fluye desde el alambre radialmentc hacia fuera, en 
dirección del cilindro ¡¡ 

11 
1--

X 

FigtJra 380. Ejemplo 1. Figura 381 .. Ejemplo 2. 

) 
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o 
Figura 382. Ejemplo 3. 

Ejemplo 3 Un problema mixto con valores en la frontera. 

Encontrar la distribución de temperatura en la región de la figura 38.2 (sección transversal de un cilindro 
sólido), en donde la porción vertical de la frontera está a 20"C, la porción horizontal está a SOºC y la 
porción circular está aislada 

Soludó,i.. La porción aislada de la frontera debe ser una línea de flujo tCnnico ya que, debido al aislamiento, 
el calor no puede cruzartal curva, por lo que debe fluir a lo largo de ésta. Asi. la1, isotermas deben llegar a esta 
curva formando ángulos rectos Como Tes constante a lo largo de las isotennas, ésto significa que 

(2) 
aT 
- = o 
rJn 

a lo largo de una porción aislada de la frontera, 

en donde c!Tfcin es la derivada normal de T; es decir, la derivada ·direccional (sección 8 9) de Ten la 
dirección normal a la frontera aislada (es decir, la dirección perpendicular a esta frontera) Este proble
ma, en el que T está prescrita sobre una porción de la frontera y c!Tfcin lo está sobre la otra porción, se 
denomina problema mixto con valores en l:t frontera 

En este caso, la dirección normal a la curva circular fronteriza aislada es la dirección radial hacia el 
origen Por tanto, (2) se vuelve c!Tlcir = O, lo que significa que a lo largo de esta curva la solución no debe 
depender de r Entonces, Arg z = e satisface ( 1 ), así como esta condición, y es constante (O y rr/2) sobre las 
porciones rectas de la frontera Por tanto, la solución es de la fomia 

T(x, y) = aO + i, 

Las condiciones en la frontera producen a(rr/2) + b = 20 y a O+ b = 50 Así, se obtiene 

60 
T(x, v) = 50 - - O, O = are tan¿'. 

• r, X 

Las isotermas son porciones de los rayos e= cons1an1e El calor fluye del ~je x al eje y a lo largo de 
círculos r = constante (con trazo discontinuo en la figura 382) 11 

Ejemplo 4 Otro problema de conducción del calor mixto con valores en la frontera. 

Encontrar el campo de temperatura en el scmiplano superior cuando el eje x está a T = DºC para x < -1, 
aislado para -1 < x < 1 y a T= 20ºC para x > 1 (fi¡,;ura 383a) 

Solución. El semiplano de la figura 383a se mapea sobre la franja vertical de la figura 383b, se encuentra 
la temperatura T*(u, v) ahí y se mapea de vuelta a fin de obtener la temperatura T(x, y) en el semiplano .. 
La idea de usar esta franja es sugerida por la figura 360 en la sección 16.4 con los roles de z = x + iy y w 
= u + iv intercambiados, lo cual muestra que z = sen w mapea la franja actual sobre el semiplano de la 
figura 38.3a Por tanto, la función inversa 

w = f(z) = sen- 1 z 

mapea ese semiplano sobre la franja en el plano w Esta es la función de trasformación necesaria segün el 
teorema I de la sección 17 2 
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Figura 383. Ejemplo 4 .. 

El segmento aislado -1 < x < 1 en el eje x es mapeado sobre el segmento - rr/2 < u < rr:/2 en el eje ·· 
El resto del eje x es rnapeado sobre las dos porciones frontera verticales u= - rr/2 y rr/2. v > O, de la frnnJ 
Con lo anterior se obtienen las condiciones eri la frontera transformadas en la figura 383b para T*(u, v). 
donde sobre la frontera horizontal aislada se tiene que i:JT"/i:Jn = i:JT*lciv = O porque ves una coordena' 
normal a ese segmento 

De manera semejante al ejemplo 1 se obtiene 

T*(u, v) 
20 

10 + -ll 
TI' 

que satisface todas las condiciones en la frontera Esta es la parte real de! potencial complejo F*(w) = ¡' 
+ (20/ir)w Por tanto, el potencial complejo en el plano z es 

F(z) = F*(f(z)) = 10 + ~ scn- 1 z. 
7T 

·,· 
y la solución es T(x,y) = Re F(z) Las isotermas son u= con.Han/e en la franja y las hipérbolas en el planti 
z, perpendiculares a las cuales el calor fluye a Jo largo de las elipses trazadas con línea discontinua des · 
la porción de 20" hasta la porción más fría de 0" de la frontera, lo cual es un resultado fisíco bastailli: 
n1:zonable H, 

Los ejemplos anteriores han demostrado la utilidad de los mapeos conformes y 
de los potenciales complejos .. Estos últimos también desempeñan un rol en la siguien-·: 
te sección, que trata sobre dinámica de fluidos. 

Problemas de la sección 17.3 

l. Encontrar la temperatura entre dos placas paralelas y= O y y= d que se mantienen a las 
temperaturas O y I OOºC, respectivamente. (i) Proceder directamente, y \Í i) aplicar el ejem
plo I y un mapeo idóneo. 

2. Encontrar la temperatura y el potencial compl~jo en una placa infinita con aristasy=x-
2 y y= x + 2, que se mantienen a-1 OºC y 20"C, respectivamente. 

3. Encontrar la temperatura en la figura 3 82 sí T = -20ºC sobre el eje y, T = 1 OOºC sobre el 
eje x, y la porción circular de la frontera está aislada como antes. 

4. Encontrar la temperatura Ten el sector O;;¡ Arg z ;;¡ n/3, izl ;;¡ J, si T= 20°C sobre el eje X, 

T= 50"C sobre y j3';, y la porción curva está aislada. 

5. Encontrar la temperatura y el potencial complejo en el primer cuadrante del plano z cuan· 
do el eje y se mantiene a I OOºC, el segmento O < x < J del eje x está aislado, y la porción 
x > l del eje x se mantiene a 200ºC. Sugerencia Usar el ejemplo 4. 

l 1 j j ) ) ) . ) ) ) ) ) 
J , 

•·,.··.,! .• ·:: .. ··•·· . . :' .. ,'·. 
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Figura 384. Problema 7. Figura 385. Problema 9. Figura 386. Problema 13. 

6. Interpretar el problema 9 de los problemas de la sección 17.2 como un problema de flujo 
térmico (con temperaturas en la frontera, por ejemplo, de 20"C y 300°C). ¿A Jo largo de 
qué curvas fluye el calor? 

7. Encontrar la temperatura en el semiplano superior de la figura 384 que satisface las con
diciones en la frontera dadas. 

8. Encontrar el potencial complejo en el problema 7. 

9. Encontrar la temperatura T* en el scmiplano superior sujeto a las condiciones en la fron-
tera que se muestran en la figura 385. 

1 O. Encontrar el potencial compl~jo en el problema 9 

11. Por superposición, a partir del problema 7 obtener el resultado del problema 9 

12. ¿Qué temperatura se obtiene en el primer cuadrante del plano z a partir del problema 7 
mediante el mapeo w =a+ z 2, y cuáles son las condiciones en la frontera transformadas'' 

13. Usar el problema 9 y el rnapeo w = cosh z (ver el ejemplo 4 en la sección 16.4 ), para 
demostrar que la temperatura en la franja infinita de la figura 386 es 

T(x, y) = -º Arg = - 0 Arg tanh -T cosh z - 1 27 ( z) 
rr cosh z + J rr 2 

14. Por cálculo directo demostrar que en el problema 13 (lm tanh l/2z)/(Re tanh !/2z) = (sen 
y)/(senh x) y que T(x, y) (2T,/rr) are tan [(sen y)/(senh x)) 

Encontrar la temperatura T(x, y) en la delgada placa metálica dada, cuyas caras están aisladas y 

cuyas aristas se mantienen a las temperaturas que se muestran en la figura. 

15. 16. 17. 

u 
§ 

o T= o·c X T= o·c X T= T0 

18. 19. 20. 

X 

._) ) ) ) _ _!)_) ) ) ) ) j _) 
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FLUJO BIDIMENSIONAL DE FLUIDOS 

La ecuación de Laplace también desempeña un papel fundamental en hidrodinámic · 
en el flujo estacionario de un fluido no viscoso bajo condiciones fi~ic<1s que ser¡\ 
abordadas después en esta sección. A fin de mantener el contacto con el análisis corrí 
piejo el problema será bidimensional, de modo que el vector velocidad V mediante e:, 
cual es posible obtener el movimiento al fluido dependa sólo de dos variables espa7 

ciales x y y y el movimiento sea el mismo en todos los planos paralelos al plano xy. · 
Así, para V es posible usar una función vectorial compleja 

(1) V 

con la que se obtienen la magnitud y la dirección de la velocidad en cada punto z == x·'.' 
+ iy. Aquí, V, y V, son las componentes de la velocidad en las direcciones x y y y Ves': 
tangencial a la trayectoria de las partículas en movimiento. V se denomina línea d . 
corriente del movimiento (figura 387). :. 

A continuación se demostrará que en condiciones idóneas (que se explicarán en; 
detalle a continuación de los ejemplos), para un flujo dado existe una función analítica'. 

(2) j F(z) = <D(x, y) + i 'l'(x, y), \ 

denominada potencial complejo del flujo, de modo que las líneas de corriente están 
definidas por 'l'(x, y)= constante, y la velocidad está dada por 

(3) 

en donde la barra denota el conjugado complejo. Y, se denomina función de corrien
te. La función <l> se denomina potencial de velocidad." Las curvas <P(x, y)= constan
te se denominan líneas equipotenciales. Ves el gradiente de cJ) y, por definición, 
ésto significa que 

(4) 

En efecto, por (4) de la sección 12.5 y por la segunda ecuación de Cauchy-Riemann, 
con/== F, u== <l), v ='!'se obtiene 

v. 

y 

V¡ 

Unea de corriente 

X 

Figura 387. Velocidad .. 

4 Argunos uulores usan - <J) (en vez de <1>) para denotar el potencial d<.: velocidad 
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Además, como F(z) es analítica, entonces cJ) y 'l' satisfacen la ecuación de Laplace 

(5) 
a2cI> azcp 
-+--o ax2 ay 2 - ' 

z az,¡r a2'{r 
'v'V=--+--=0 ax2 ay 2 · 

Mientras que en electrostática las fronteras (placas conductoras) son líneas 
equipotenciales, en flujo de fluidos una frontera a través de la cual el fluido no puede 
circular debe ser una linea de corriente .. Por tanto, en ílujo de fluidos la función de 
corriente es de especial importancia. 

Antes de analizar las condiciones para la validez de las proposiciones que impli
can las expresiones (.2) a (5), a continuación se considerarán dos tipos de flujo que 
revisten un interés especial, de modo que primero se verá qué sucede desde un punto 
de vista práctico .. En los problemas de esta sección se presentan otros tipos de flujo. 

Ejemplo ·1 Flujo siguiendo una esquina. 

El potencial complejo 

F(z) z 2 x 2 - y 2 + 2ixy 

describe un flujo cuyas líneas equípotencíalcs son las hipérbolas 

cj, x 2 - y 2 = consr 

y cuyas lineas de corriente son las hipérbolas 

'l' = 2xy consL 

Por (3) se obtiene en el vector velocidad 

V= 2z = 2(x iy), es decir, 1\ = 2.t, 

La rapidez (magnitud de la velocidad) es 

!VI VV¡ 2 + Vl = 2~ 

V2 = -2y 

El flujo puede interpretarse como el que se lleva a efecto en un canal acotado por los ejes coordenados 
positivos y una hipérbola, por ejemplo, xy = 1 (figura 388). Se observa que la rapidez a lo largo de 
una linea de corriente S tiene un mínimo en el punto P, en donde la sección transversal del canal es 
grande 

Ejemplo 2 Flujo alrededor de un cilindro. 

Considerar el potencial complejo 

F(z) = <l>(x, y) + i 'l'(x, y) 

o 

1 
z + -

z 

Figura 388. Flujo siguiendo una esquina (ejemplo 1) 

111 
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Figura 389. Flujo alrededor de un cilindro (ejemplo 2). 

Usando la forma polar z = re'º, se obtiene 

. 1 . ( ¡) ( ¡) F(z) = re 10 + ; e- io = r + -;. cos e + i r - ; sen 8., 

Por tanto, las lineas de corriente son 

'l'(x, y) = (r - ;) sen e = (()11'/ 

En panicular, con 'P(x, y)= O se obtiene r - J Ir= O o sen 8 = O Por tanto, esta I inca de corriente consta del 
circulo unitario (con r = 1 Ir se obtiene r = 1) y el eje x (e= O y e= rr). Paru lzl grande, el tém1ino 1 /zen F(z), 
es pequci'lo en valor absoluto, de modo que para estos: el flujo es casi unifonnc y paralelo ni eje x Asi.10 
anterior puede interpretarse como un flujo alrededor de un gran cilindro circular de radio unitario El fllijo 
tiene dos puntos de estancamiento (es decir, puntos en los que la velocidad V= 0), en z = ±1 Este het;ho 
se concluye a partir de 

F'(z) = 1 - ;:¡ 
y de (.,) Ver la figura 389 

Hipótesis y teoría subyacente para las expresiones (2) a (5) 

Si el dominio de/flujo es simplemente conexo y e/flujo es irrotacional e incompresible, 
entonces .ie cumplen las proposiciones que implican a la.s expresiones (2) a (5). En 
par/Ícula,; entonces el flujo tiéne un potencia! complejo F(z), que es una función 
analítica. (A continuación se explican los términos . .) 

Lo anterior se demostrará durante el transcurso del análisis de los conceptos bá· 
sicos relacionados con el flujo de fluidos Considerar cualquier curva suave C en el 
plano z, dada por z(s) = x(s) + iy(s), en donde s es la longitud de arco de C. Sea la 
va\'jable real V, la componente de la velocidad V que es tangente a C (figura 390.), 
Entonces el valor de la integral de línea real 

(6) Jvi di 
e 

Y~"7\v, /, 

\ 
~V 

X 

Figura 390. Componente tangencial de la velocidad 
con respecto a una curva C. 

:::; ,';) D. :J, ) ) ) 
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tomada a lo largo de C en el sentido de los valores crecientes des se denomina circu
lación del fluido a lo largo de C Si la circulación se divide entre la longitud de C, 
entonces se obtiene la velocidad media5 del flujo a lo largo de la curva C. Ahora bien, 

vt = !VI cosa (Figura 390) 

Por tanto, V, es el producto escalar (sección 8..2) de Vy el vector tangente dzlds de C 
(ver la sección 16.1 ); así, en (6) se tiene que 

Vt ds = ( V1 :; + V 2 :;:) ds = V1 dx + V2 dy .. 

La circulación (6) a lo largo de C se vuelve ahora 

(7) l vt ds = J<v1 dx + v2 dy), 
e e 

Como idea siguiente, sea Cuna curva cerrada: a saber, la frontera de un dominio 
D simplemente conexo, y suponer que V tiene derivadas parciales continuas en un 
dominio que contiene a D y a C. Entonces es posible aplicar el teorema de Green 
(sección 9.4) para representar la circulación alrededor de C por medio de una integral 
doble, 

(8) f (V1 dx + V2 dy) 
e J r (av2 _ av1) dx dy, 

. ax iJy 
D 

El integrando de esta integral doble se denomina vorticidad del flujo, y la 
vorticidad dividida entre 2 se denomina rotación 

(9) 1 (iJV2 av1) 
w(x, y) = 2 ~ - ay . 

Se supone que el fluido es irrotacional; es decir, que úl(x, y) = O a lo largo de 
todo el flujo; así, 

(10) 

5 Definiciones: 
1 b 

b _ a J f(x) dx 
a 

-L
1
. lf(,) ds 
. e 

; J J f(x, )') d., d1 
D 

:.J ) 

valor medio def en el intervalo o ~ x ~ b, 

valor medio de.fen C (L =longitud de CL 

valor medio de.fen D (A área de D) 

~. ) .J ) ;) ) 
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A fin de comprender el significado físico de la vorticidad y de la rotación, par/ 
en (8) se considerará un círculo de radio r Entonces, la circulación dividida entre¡ 
longitud 2rrr de Ces la velocidad media del fluido a lo largo de C Por tanto, al dividí 
ésto entre r se obtiene la velocidad angular media w

0 
del fluido alrededor del eje d 

círculo: 

2 JJ (av2 _ av1) dx dy 
ax ay ~ Jf w(x, y) dx dy .. 

rrr 
D D 

f 
Si ahora se hace que r --f O, entonces el limite de ú1

0 
es el valor de w en el centro de C.'; 

Por tanto, w(x, y) es la velocidad angular límite de un elemento circular del fluido' 
medida que el círculo se reduce hasta convertirse en el punto (x, y) .. Hablando e··. 
términos generales, si un elemento esférico del fluido se solidificara repentinamente 
el fluido circundante desapareciera de manera simultánea, entonces el elemento gir, 
ría con la velocidad angular w 

La segunda hipótesis es que el fluido es incompresible .. (Ejemplos de este tipo d 
fluido son el agua y el aceite, en tanto que el aire es compresible). Entonces 

(l 1) o [ ver (7), secc .. 8 .. 1 Ó 

en toda región en que no haya fuentes o sumideros; es decir, puntos en los cuales se 
produce o desaparece fluido .. [La expresión ( 11) se denomina divergencia de Vy s~ 
denota por div vr -'1 

Si el dominio D del flujo es simplemente conexo y el flujo es irrotacional, enton: 
ces la integral de linea (7) es independiente de la trayectoria en D (por el teorema J de 
la sección 9 2, en donde F, = v,, F, = V

2
, F, O y z es la rercera coordenada en el, 

espacio, y no guarda relación alguna con la z actual) Por tanto, si se integra desde uh\ 
punto fijo (a, b) en D hasta un punto variable (x,y) en D, entonces la integral se vuelve'. 
una función del punto (x, y), por ejemplo cJ)(x, y): 

( 12) 
(X, y) 

cJ)(x, y) = r ( V1 dx + V2 dy). 
·ca, b) 

Se afirma que cJ) es el potencial de velocidad buscado .. Para probar la afirmación, todo 
lo que debe hacerse es demostrar que ( 4) se cumple. Ahora bien, como la integral (7) 
es independiente de la trayectoria, entonces //

1 
dx· + //

2 
dy es una diferencial exacta 

(sección 9.2); a saber, la diferencial de cf); es decir, 

é)CJ) é)Q) 
- dx + - dy 
élx ély 

A partir de lo anterior se observa que //
1 

= c}cJ)/d x y V,= cJcl)/d y, con lo que se obtiene (4 ).i 
El hecho de que cJ) es am1ónica se concluye de inmediato al sustituir (4) en (11), 

con lo que se obtiene la primera ecuación de Laplace en (5). 

( . ( ( í ' ( ( .. ( . ( (, (' .. ( ( e < e: e ci o 
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Por último, se toma una conjugada armónica 't' de cJ). Entonces se cumple la otra 
ecuación en (5). También, suponiendo que las segundas derivadas parciales de cf> y'!' 
son continuas, se tiene gue la función compleja 

F(z) cP( .. Y, y) + i ~-1:(.-t, y) 

es analítica en D. Como las curvas '-l'(x, y) constal1le son perpendiculares a las 
curvas equipotenciales cJ)(x,y) constante (excepto en donde F'(z) = O), se concluye 
que son las líneas de corriente. Por tanto, 't' es la función de coITiente y F(z) es el 
potencial complejo del flujo. '1 

Problemas de la sección 17.4 

l. (Flujo paralelo) Demostrar que F(z) = Kz (K real positivo) describe un flujo uniforme 
hacia la derecha, el cual puede interpretarse como un flujo uniforme entre dos líneas 
paralelas (entre dos planos paralelos en el espacio tridimensional) .. Ver la figura 391 
Encontrar el vector velocidad, las líneas de corriente y las líneas equipotenciales .. 

2. Demostrar que F(z) = iz1 describe un flujo siguiendo una esquina .. Encontrar las líneas de 
corriente y las líneas equipotcncialcs y trazar sus gráficas .. Encontrar el vector velocidad V .. 

3. Obtener el flujo del ejemplo I a partir del correspondiente en el problema 1, mediante un 
mnpeo conforme del primer cuadrante sobre el semiplano superior 

4. Modificar ligeramente F(z) en el ejemplo 2 a fin de obtener un flujo alrededor de un 
cilind10 de radio r., que lleve al flujo del problema I cuando r.,-> 1 

Considerar el flujo correspondiente al potencial complejo dado F(z), Mostrar gráficamente 
algunas líneas de corriente y líneas equipotenciales. Encontrar el vector velocidad /' Determi
nar todos los puntos en los que V es paralelo al eje x. 

5 .. ÍZ 6 ... ( 1 2i)z 7. (1 + i);: 8. z2 + 2z 9. z3 10. iz 3 

l 1.. ( Fuente y sumidero) Considerar el potencial complejo F(z) (c/2rr) In z, en donde e e.i 
real positiva. Demostrar que V= (c/211:1.1)(x + 1y), en donde r = 07', y que lo 
anterior implica que el flujo está dirigido radialmente hacia afuera (ver la figura 392¡, de 
modo que este potencial corresponde a una fuente puntual en;:= O (es decir, una línea 
fuente x = O, y= O, en el espacio) (La constante e se denomina intensidad o descarga de 
la !ucnte. Si e es real negativa, se dice que el flujo tiene un sumidero en::= O, que esta 
dirigido radial mente hacia dentro y que el fluido desaparece en el punto singular::= O del 
potencial complejo .. ) 

- X 

Figura 391. Flujo paralelo 
del problema 1 .. 

--~-·--"ºp,c:...-,-~~ ~ 
- -- ,.,,. ,. ::..., 

Figura 392. Fuente puntual 
del problema 1 .. 
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Figura 393. Flujo de vórtice del problema 12 .. 

12. (Línea de vórtices) Demostrar que F(z) = - (iK/2n) In z, con K real positiva, describe u" 
flujo que circula alrededor del origen en sentido contrario al movimiento de las manec'i_! 
!las del reloj; ver la figura 39.3 (El punto z O es un vórtice; el potencial aumenta por é' 
factor K cada vez que se efectúa una vuelta a,lrededor del vórtice.) · 

1.3. Encontrar el potencial complejo de un flujo que tiene una fuente puntual de intensidad 
enz=-a. .1; .,, 

14. Encontrar el potencial complejo de un flujo que tiene un sumidero puntual de intensida.' 
1 en z = a 

15. Demostrar que la suma vectorial de los vectores velocidad de dos flujos produce un fluj 
cuyo potencial complejo se obtiene al sumar los potenciales compl"jos de los dos flujo~ 

16. Sumar los potenciales de los problemas 13 y 14 y mostrar gráficamente las lineas de; 
corriente ·> 

17. Encontrar las líneas de corriente del flujo correspondiente a F(z) = 1/z Demostrar que para 
¡a¡ pequeña las lineas de corriente del problema 16 son semejantes a las de este problema 

18. Demostrar que F(z) = cosh-1 z corresponde a un flujo cuyas líneas de corriente son hipérbolas 
con focales con focos en z ± 1, y que tal flujo puede interpretarse como el que pasa a 
través de un orificio. Ver la figura 394 

19. Demostrar que F(z) = cos-1 z puede interpretarse como el potencial complejo de un flujo•. 
que circula alrededor de un cilindro elíptico o dé una placa (el segmento de recta que va· 
desde z=-1 hastaz= 1) Demostrar que las lineas de corriente son elipses con focales con· 
focosenz ±1. Verla figura 395. 

20. (Flujo con circulación a !rededor de un cilindro) Demostrar que la suma de los potencia- : 
les del problema 12 y del ejemplo 2 da por resultado un flujo tal que la pared cilíndrica 
lzl = 1 es una linea de corriente. Encontrar la magnitud de la velocidad y demostrar que 
los puntos de estancamiento son 

z = 

Figura 394. Flujo a través de una 
abertura del problema 18. 

1K 

4 rr 

/-K2 
± Y l 6rr2 + 1; 

Figura 395. Flujo alrededor de una placa 
del problema 19. 
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si K O, están en ± 1; a medida que K crece se mueven hacia arriba sobre el círculo 
unitario hasta que se unen en z i (K 4n, ver la figura 396); y si K > 4n, están sobre el 
eje imaginario (uno está en el campo de flujo y el otro está en el interior del cilindro y J10 
tiene significado fisico .. ) 

Figura 396. Flujo alrededor de un cilindro, sin circulación (K = O) 
y con circulación (problema 20). 

17.5 FÓRMULA DE LA INTEGRAL DE POISSON 

Hasta el momento, en este capítulo se ha visto que el análisis complejo ofrece méto
dos poderosos para analizar y resolver problemas bidimensionales del potencial con 
base en mapeos conformes y potenciales complejos. A partir de la integración com
pleja se obtendrá un método adicional. Con base en la fórmula de la integral de Cauchy 
se obtendrá la fórmula de la integral de Poisson para resolver el problema de Dirichlet 
(ver la sección 17.2) en un disco (a partir de lo cual se obtienen soluciones en domi
nios complicados mediante mapeos conformes, como ya se ha visto). 

Para obtener la fórmula de Poisson se empieza con la fórmula de la integral de 
Cauchy 

(]) Jf F(z) = -
21Ti z"' .e 

d~* 
(. ' 

al integrar en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj sobre el 
círculo C: z* = Re'ª (O;;, ex ;;, 2n) y suponiendo que F(z*) es analítica en un dominio 
que contiene a C y todo su interior. 

Como dz* = iRe1ªda. = iz* da., a partir de ( 1) se obtiene 

l J2rr * 
(2) F(z) = F(z*) -.-. z __ da (z* Reiª, z rei8 ). 

2 7T 
O 

z·'· - z 
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Por otra parte, si en vez de z se considera un punto Z fuera de C; por ejemplo el punt' 
z = z* z */ z (cuyo valor absoluto es R1/r > R), entonces el integrando en (1) es analí 
tico en el disco lzl ;;a R, de modo que la integral es cero debido al teorema de Cauch:y 

1 r C'f-*\ 1 ,-2rr ' j ' \<. I d *· ' j F( *) d o z - - z' " z ª· = -? · --;:--z - ? z·'· -- rr1 e z . - . - rr o 

Si se inserta z = z* z *! z, entonces se cancela un factor z* y la fracción se vuelv 
! /( 1 - z * / z) = z /( z - z *), de modo que 

1 2-rr 

O = - J F(z*) 
2rr 

0 

da. 

Lo anterior se resta de (2) y se usa 

(3) 
z 

z* - z - z - z* 
z*z* z z 

(z* - z)(z* - z) ,, 

fórmula que puede comprobarse fácilmente. Así, se obtiene 

(4) 
1 [

2
7T z*z* - zz 

F(z) = - F(z*) ( * -)(-* :::) da. 2rr.
0 

z - ,, z - ,. 

" . • 1\ 
A partir de las representaciones polares de .z y de z* se observa que el cociente en el .. 
integrando es igual a 

R2 _ ,.2 R2 - r2 

R 2 - 2Rr cos (e - a) + r 2 • 

En consecuencia, al escribir 

F(z = <P(r, 8) + i \Jl(r, 8) 

y tomar la parte real de ambos miembros de la fümrnla (4) se obtiene la fórmula de la 
integral de Poissonº 

(5) 
1 Jz.,,. R2 - ,.2 

cJ)(r, 8) = 2rr 
O 

cJ_;(R, a) -R-,2=---2-R_r_c_o_s_(8----a-)-+--;;r2 da 

que representa la función armónica cJ) en el disco lzl ;;a R en ténninos de sus valores 
{J)(R, ex) sobre la frontera (el círculo) izl = R. 

La fómmla (5) sigue siendo válida si la función frontera {J)(R, o:) es meramente 
continua por secciones (como prácticamente es el caso a menudo; ver la figura 399 

' SIMEON DENIS PO IS SON ( 1781-1840), matemático y fisico francés, profesor en París desde 1809. Su 
obra incluye teoría d ..... l potencial. ecuaciones diferenciales parciales (ecuación de Poisson, sección 11. 1 ). Y 
probabilidad 

--":'":':·•!"!:JI 

: e e C· 1 ( r · e, r·, e e r r' (" (' ( e, c21 C} O@ 
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para un ejemplo de lo anterior). Así, con (5) se obtiene uná función á.1mónica en el 
disco abierto, y sobre el círculo lzl =Res igual a la función frontera dada, excepto en 
los puntos en donde ésta es discontinua. En el texto proporcionado como referen·cia 
[D 1] aparece una demostmción de !o anterior .. 

Representación por series del potencial en un disco 

A partir de (5) es posible obtener un importante desarrollo en series de cJ) en términos 
de funciones am1ónicas simples. Recordar que el cociente en el integrando de (5) se 
obtuvo a partir de (.3). Se afirma que el miembro derecho de (3) es la parte real de 

(z* + z)(z* z) z*Z* - zz z*z + zz* 
(z* z)(z* zJ lz* zl 2 

En efecto, el- de,nominador es real, así como z* z * z z lo es en el numerador, mien
tras que -z* z + z z * = 2i Im (z z *) en el numerador es imaginario puro .. Así se 
comprueba la afu111ación .. Luego, mediante el empleo de la serie geométrica se obtiene 

(6) 
z* + z 
z* - z 

Como z = re;º y z* = R¿ª, se tiene 

Re e~) n = Re [;: einee-ina J = (-fz) n cos (118 - na). 

En el tercer miembro, cos (ne- no:)= cos ne cos ncx ~- sen ne sen ncx, de modo que a 
partir de (6) se obtiene 

Re 
z'' 

z = 1 + 2 n~l (j) n (cos ne cos na + sen ne sen na). 

Esta expresión es igual al cociente en (5), como ya se había mencionado, y al insertar 
la serie en (5) e integrar término a término se encuentra 

(7) <P(r, 8) 

en donde los coeficientes son 

1 J21T 
a

0 
= - cJ)(R, a) da, 

2rr 
0 

(8) 

1 2,r -J cJ.)(R, a) cos na da, 
7T o 

1 J21T 
b = - <P(R, a) senna da, n = 1, 2, · · ·, 

n 7T O 

los coeficientes· de Fourier de {J)(R, o:); ver la sección 10.2. Así, parar= R, la serie (7) 
se vuelve la serie de Fourier de cJ)(R, ex), y en consecuencia la representación (7) es 
válida siempre que {J)(R, o:) pueda representarse por medio de una serie de Fourier. 

www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
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Ejemplo 1 Problema de Dirichlet para el disco unitario. 

Encontrar el potencial electrostático ct>(r. 8) en el disco unitario r < t cuyos valores en la frontera so 

{

- a/rr 
<l>(I, a)= 

alrr 

si - rr <ex< O 

si O < a < rr 

Solución. Como <l>(I, a) es par, entonces b" O y por (8) se obtiene a,.= i y 

ªn = .!_ [-f
0 

!::. cos na da + j" !::. ces na da] = ~ (cos nrr - l)., 
rr -TI' rr 

O 
1r n 71' .. 

Por tantoJ a,,= -4/n'!'Jf? sin es impar, a,,= O sin= 2, 4," , y el potencial es 

1 4 [ r3 r5 
,i,¡,., e) = ? - 2 r cos e + 2 cos 3/1 + 2 cos 50 + 

- rr 3 5 " . J 
En la figura 398 se muestran el disco unitario y algunas de las lineas equipotcnciales (curvas<!>= cons 
1an1e) 

-7í O 1f.?>a 

Figura 397. Valores en la frontera del 
ejemplo 1. 

Problemas de la sección 17.5 

1. Comprobar (3). 

o ty "' 
'cr, o· 

l1l 

Figura 398. Potencial del ejemplo 1. 

2. Demostrar que cada término en (7) es una función annónica en el disco r1 < R'. 

Usando (7), encontrar el potencial <J)(r, 8) en el disco unitario r < 1 que tiene valores en la 
frontera <!>(1, 8). Usando los primeros ténninos de la serie, calcular algunos valores de<!> y 
trazar una figura de las líneas equipotenciales 

3. cJ:> ( 1 , O) = sen O 

5. cf)(l, O) = 2 - cos O 

7. cJ:>(l , O) = 1 sen 5 O 

9. cJ:>(I, O) = sen 2 0 

cJ:>(l, O) e si - rr < e < rr 

4. <l>(l, ()) 

6. cf>(l, O) 

8. cf>(l, O) 

10. <l>(l, O) 

12. cf>(l, O) 

sen 30 

1 + cos 28 

cos 28 - cos 48 

cos 4 0 

e si o< 8 < 27T 11. 
13. 
14. 

cf>(l, O) e si rr/2 < e < rr/2, <I>(l, O) = 7T - O si rr/2 < O < 3 rr/2 
<l>(l, O) 1 si o< e< rr/2, cf)(J, 8) = - 1 si rr/2 < e < rr y O en caso contrario 

) i ) ./ ) ) ) ) ) ) ) ) 
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15. Usando ( 1 8) en la sección 14.4, demostrar que el resultado del problema 14 puede escri
birse como 

1 
1 

L ( I + iz)( 1 + z2) 
<l>(r, O) = - m n . 

7T (] - iz)(I - z 2 ) 

16. Demostrar que el potencial en el problema 11 puede escribirse como <l>(r, 8) = 2 lm Ln ( 1 + z). 

17. Usando (7) y (8), demostrar que el potencial <l>(r, 8) en el disco unitario r < 1 que tiene 
valores en la frontera-! si - n < 6 < O y 1 si O< 6 < n está dado por la serie 

4 ( r3 ,-5 ) 
<l>(r, O) = ; r sen e + 3 sen 38 + 5 sen 50 + · · · . 

Calcular algunos valores de <I> usando los primeros términos de esta serie y trazar algunas 
de las líneas equipotenciales. Compare el resultado con la figura 399. Trazar las lineas de 
fuerza (trayectorias ortogonales). 

y 

Figura 399. Potencial del problema 17. 

18. Usando (18) de la sección 14.4, demostrar que en el problema 17, 

<l>(r, O) 

19. Demostrar que 

3.¡m Ln~ 
rr 1 - z 

3. [Arg (1 + z) - Arg (1 - z)]. 
7T 

2 w + 1 
<l>*(w) = 1 + - lm Ln (11' = L/ + ÍV) 

rr w -

es am1ónica en el semi plano superior v > O y que tiene los valores -1 para -1 <u< 1 y+ 1 
sobre la parte restante del eje u. 

20. Demostrar que la transformación fraccionaria lineal que mapea w, -1, w 2 = O, w 3 = 1 
sobre z

1 
= -1. z

2 
= -i, z3 1, rcspectivan1ente, es 

w - i 
z = 

-iw + 1 

Encontrar la inversa w w(z), insertarla en <P* del problema 19 y demostrar que la fun
ción annónica resultante es la del problema 18. También comparar el resultado con el 
ejemplo 2 de la sección 17.2. 

) ) ) ) ) ) ) ' j ·) :) ' :.,,•, ) _} ·_·¡ 
.Z: 
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17.6 

ANÁLISIS COMPLEJO APLICADO A LA TEORÍA DEL PQTENCIA 
,,., 

PROPIEDADES GENERALES 
DE LAS FUNCIONES ARMÓNICAS 

El análisis complejo es de uti!?dad ne sólo para resoh:cr problemas del potencial en q·· 
dimensiones, como acaba de verse, sino también para obtener propiedades generales de 
las funciones armónicas, como se mostrará en esta última sección del capítulo. ·' 

Si c!)(x, y) es armónica en un dominio D y Des simplemente conexo, entonces <J:>.,. 

tiene una conjugada armónica 'f' en D y 

F(z) cP(x, y) + i '.V(x, y) 

es analítica en D. (Ver la sección 12.5 y la nota de pie de página 3 de la sección 1 
Como una función analítica tiene sus derivadas de todos los órdenes, entonces el. 
primer resultado es 

Teorema 1 (Derivadas parciales) 

Una .función Q)(x, y) que es armónica en un dominio simplemente conexo D tiene" 
derivadas parciales de todos los órdenes en D. 

Además, si F(z) es analítica en un dominio simplemente conexo D, entonces por·· 
la fónnula de la integral de Cauchy (sección 13.5) se tiene que ·: 

(]) l f F(z) F(z ) = -. --- dz 0 2m e z - z0 

en donde Ces una trayectoria cerrada simple en D y 2
0 

está dentro de C. Si para C se 
elige un círculo 

en D, entonces se tiene que z - z
0 

= re'ª y d.z = hdª da., de modo que ( l) se vuelve 

(2) 

El miembro derecho es el valor medio de F sobre el círculo (= valor de la integral 
dividido entre la longitud del intervalo de integración). Esto demuestra el siguiente 
teorema. 

Teorema 2 (Propiedad del valor medio de las funciones analíticas) 

Sea F(z) analítica en un dominio simplemente conexo D. Entonces el valor de F(z) en 
cualquier punto z0 en Des igual al valor medio de F(z) sobre cualquier círculo en D 
con centro en z

0
• 

Este teorema y el siguiente, que caracterizan propiedades importantes de las fun
ciones analíticas, serán usados más tarde para obtener propiedades fundamentales de 
las funciones armónicas. 

e¡ e, e e: c:i (;i o (.1 (1 
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Teorema 3 (Teorema del módulo máximo para funciones analíticas) 
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Seo F(z) analítica y no constante en un dominio que contiene una región oco1ada7 D Y 
su frontera. Entonces el valor absoluto IF(z)l no puede tener un máximo en 1111 punto 
interior de D En consecuencia. el máximo de ! F(z)! <e lomn .so/,rp lo fi·nnlera de D. Si 
F(z) ;te O en D, en/onces lo mismo es verdadero con respecto al mínimo de IF(z)j. 

Demostración. Se supondrá que IF(z)I tiene un máximo en un punto interior z
0 

de D Y 
se demostrará que esto conduce a una cont[adicción. Sea IF(z

0
)1 /vf este máximo 

Como F(z) no es constante, entonces IF(z)I tampoco es constante, como se concluye a 
partir del ejemplo 4 en la sección 12.5. Por consiguiente, es posible encontrar un 
círculo C de radio r con centro en z

0 
tal que el interior de C esté en D y IF(z)I sea 

menor que M en algún punto P de C.. Como IF(z)I es continua, entonces es menor que 
M sobre un arco e, de C que contenga a P; por ejemplo 

/F(z)/ ;;; M - k (k > O) para todo z en e, (Figura 400). 

Si la longitud de e, es l.
1
, entonces el arco complementario C

2 
de Ces de longitud 

2:rr:r - L,. Al aplicar la desigualdad A-1l (sección 13.2) a ( 1) y observar que iz - z
0
i = r, 

entonces se obtiene 

M IFCzol/ ;;; _!__ 11 F(z~ dz 1 + 21 11 - - dz 1 
2 rr e, z - Go rr C2 z .e.o 

es decir, 

M<M, 

kL. 1 
M - -<M, 

2rrr 

Jo cual es imposible. Así, la hipótesis es falsa y se ha demostrado la primera proposi
ción del teorema. 

A continuación se demostrará la segunda proposición. Si F(z) ;= O en D, entonces 
1 /IF(z)i es analítica en D. Por la proposición recientemente demostrada se concluye 
que el máximo de 1 /IF(z)I está en la frontera de D. Pero este máximo corresponde a un 
mínimo de IF(z)I. Así se completa la demostración. 11 

Ahora ya es posible obtener consecuencias fundamentales de los teoremas 2 Y 3 
para funciones armónicas, como se muestra enseguida. 

Figura 400. Demostración del teorema 3. 

' Ver la sección 9 .3 
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Teorema 4 (Funciones armónicas) 

Sea Q)(x, y) armónica en un dominio que contiene un dominio acotado simplemeri 
conexo D y su curva frontera C.. Entonces <P(x, y) tiene las siguiéntes propiedade} 

I El valor de cI>(x, y) en un punto (x , y) en el dominio Des igual al valor mJ'fJ' o o ' l 

de cI>(x, y) sobre cualquier círculo en D con centro en (x
0

, y
0
). · 

ll El valor de <l>(x, y) en el punto (x
0

, y
0

) es igual al valor medio de cI>(x, y) 
cualquier dúco circular en D con centro en (x

0
, y

0
) [Ver la nota de pie de página 5 

la sección 174.] 
fil (Principio del máximo) Si cI>(x, y) no es constante, entonces no tiene 

máximo ni mínimo en D. En consecuencia, el máximo y el mínimo se toman sobre 
.frontera de D. 

IV. Si <P(.x, y) es constante sobre C, entonces <P(.x, y) es una constante. 
v· Si h(.x, y) es armónica en D y sobre C y si h(.x, y)= cI>(x, y) sobre C, 

h(x, y)= <J)(x, y) en todos los puntos de D. 

Demostración. La proposición I se concluye a partir de (2) al tornar las partes real~· 
en ambos miembros: '· 

l 2rr 

<l)(x0 , y 0 ) = Re F(x0 + iy
0

) = - [ <P(.x
0 

+ r cos a, y 0 + r sen a) da. 
27T. o 

Si los dos miembros de la expresión anterior se multiplican por r y se integra sobre 
desde O hasta r0 , en donde r

0 
es el radio de un disco circular en D con centro en (x

0
,y

0
) 

entonces en el miembro izquierdo se obtiene l /2r/ <l>(x
0

, y
0
), y en consecuencia 

¡ ro 2w 

<P(xo, Yo) = 7Tr 2 J J <P(x0 + r cos a, Yo + r sen a)r da dr. 
o o o 

Con lo que se ha demostrado la segunda proposición. 
Se demostrará la proposición III. Sea 'P(x, y) una función armónica conjugada de 

cl>(~, y) en D. Entonces F(z) = cl>(x, y)+ i'P(x, y) es analítica en D, así como también lo es 

G(z) eF<zJ. 

El valor absoluto es 

IG(z)I = e Re F(z) = e<t><x, y)_ 

Por el teorema 3 se concluye que !G(z)I no puede tener un máximo en un punto inte
rior de D. Como e'" es una función monótona creciente de la variable real cI>, entonces 
se concluye la proposición III acerca del máximo de cI>. Con base en ésto, al sustituir 
cI> por- el> se concluye la prqposición sobre el mínimo. 

Ahora se demostrará la proposición IV Por Ill, la función cl>(x, y) asume su máxi
mo y su mínimo sobre C. Por tanto, si cl>(x, y) es constante sobre C, entonces su 
mínimo debe ser igual a su máximo, de modo que cj)(.x, y) debe ser una constante. 
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Finalmente, si h y <I> son armónicas en D y sobre C, entonces h - cI> también es 
armónica en D y sobre C, y por hipótesis se tiene que h - cI> = O en todas partes sobre 
C. Así, por IV, se tiene que h - el> = O en todas partes en D, por lo que se ha demostra
do la proposición V. Así se completa la demostración del teorema 4 .. 

La última proposición del teorema 4 es muy importante. Significa que una.fun
ción armónica es determinada de manera única en D por sus valores en lafi·ontera 
de D. Por lo general, se requiere que <:I)(x, y) sea armónica en D y continua sobre la 
frontera' de D En estas circunstancias, el principio del máximo (teorema 4, lll) sigue 
siendo válido. El problema de determinar cl>(x,y) cuando se proporcionan los valores 
en la frontera se denomina problema de Dirichlet de la ecuación de Laplace en dos 
variables, como se sabe. A partir del apartado V del teorema 4 se obtiene entonces el 

Teorema 5 {Problema de Dirichlet) 

Si para una región dada y valores en !aji·ontera dados el problema de Dirichlet de la 
ecuación de Laplace en dos variables tiene solución, entonces la solución es única 

Aquí terminan el capítulo 17 y la parte D sobre análisis complejo. Esperamos que 
el lector haya adquirido una impresión de la utilidad del análisis complejo para el 
ingeniero y el físico, así como de la belleza matemática de este campo. 

Problemas de la sección 17.6 

1. Comprobar el teorema 2 para F(z) (z + 2)2, z., = 1, y un círculo de radio 1 con centro en z0 . 

2. Comprobar el teorema 2 para F(z) = 5z", z
11 

= O, y un círculo de radio I alrededor de O 
3. Integrar F(z) = [zl alrededor del círculo unitario. ¿El resultado contradice el teorema 2? 
4. Comprobar el teorema 3 para F(z) = z2 y el rectángulo 1 < x < 9, 3 <y< 5 
5. Comprobar el teorema 3 para F(z) = e' y cualquier dominio acotado. 

Encontrar el máximo de [F(z)[ en el disco [z[ ;:i 1 y el z correspondiente, en donde 
6. F(z) = a;: + b 7. F(z.) = z2 - 1 8. F(z) cos ¡: 

9. La función F(z) 1 + J)zl' es diferente de cero en el disco [z[ ;:i 2 y tiene un mínimo en un 
punto interior de ese disco. ¿Este hecho contradice el teorema 39 

l O. La función real F(x) sen x tiene un max1mo en x rt/2 Usar el teorema 3 para concluir 
que esto no puede ser un máximo del valor absoluto de la función compleja F(c) = sen zen 
un dominio que contiene a z n/2 

11. Sea F(z) analítica (no constante) en el disco cerrado [zl ;:i l y suponer que [F(z)I = c = 
constante sobre [z[ = L Demostrar que entonces F(z) debe tener un cero en ese disco. 

12. Si F(z) analítica (no constante) en un dominio simplemente conexo D y la curva definida 
por IF(=)I = c (e cualquier constante fija) está en D y es cerrada, demostrar que F(z) = O en 
un punto del interior de esa curva. Proporcionar ejemplos 

13. Comprobar la proposición I del teorema 4 para <l>(x, y)= x' -y' y un círculo de radio 
alrededor de (x,,,y") = (1, O). 

' Es decir, lim <l>(x, y)= <l>(x
0

, y0 ), en donde (x
0

, y
0

) está en la frontera y (x, y) está en D 
x-+x

0 

y-+yll 

''.J ) '. D ) J j ) .) ') .1 ) 
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J 4. Comprobar el principio del máximo del teorema 4 para <l>(x, y)= .xy y el disco x' +y':::¡ if 
Determinar los valores máximo y mínimo de <l> en ese disco, y los puntos en los que 
asume tales valores. 

!5~ Demostrar !a prcpcsición ! de! tecrema 4 ap!ka.'1do !a fórmu!a de ~a !ntegral de Po!s.sc:' 

Cuestionario y problemas de repaso del capítulo 17 

l. ¿Por qué es posible usar funciones analíticas complejas para resolver problern 
bidimensionales del potencial? ¿Qué significa problema "bidimensional"? 

2. ¿Qué es un potencial complejo, y qué ventajas posee? 

3. ¿Qué se entiende por "problema de Dirichlet"? 
4. ¿Cómo se aplica el mapeo conforme para resolver el problema de Dirichlet? , 
5. ¿Qué es un problema mixto con valores en la frontera, y en qué parte de este capitul, 

apareció? 
6. ¿Qué es una línea de corriente? 
7. Escribir las condiciones que debe satisfacer un flujo para que sea posible tratarlo con lo'.. 

métodos del análisis complejo. . 
8. Explicar por qué el flujo térmico de estado estacionario está relacionado con la teoría dci' 

potencial. 

9. ¿ Qué se entiende por superposición de potenciales? 
10. Enumerar algunas propiedades sobresalientes comunes a todas las funciones armónicas. 

1 J. Encontrar el potencial entre los cilindros Jzj = 1, que tiene potencial cero, y Jzj = 5, que, 
tiene un potencial de 100 volts. 

12. Encontrar el potencial compkjo en el problema 11. 

13. Encontrar el potencial entre los cilindros Jzl = 1 O y lzl = 100, que se mantienen a los; 
potenciales de I O kV y O, respectivamente. 

14. Encontrar la línea equipolencia! U= O entre los cilindros izl = 0.25 y izl = 4, que se. 
mantienen a -220 V y 220 V, respectivamente. (Primero conjeturar la respuesta.) 

15. Encontrar el potencial <l> en el primer cuadrante del plano xy si el eje x tiene un potencial: 
igual a 11 O V y el eje y está conectado a tierra (O volts). · 

16. Encontrar el potencial entre las placas Arg z = n/6, que se mantiene a 4 kV, y Argz = 7tf3, ,' 
que se mantiene a 3 kY. 

17. ¿Cuál es el potencial compl<;jo en el semiplano superior si el <;je x negativo tiene un 
potencial de 400 V y el eje x positivo está conectado a tierra? 

18. Encontrar el potencial sobre el rayo y= x, x > O, y sobre el eje x positivo si el eje y positivo 
está a I 200 V y el eje y negativo está a O V. 

19. Encontrar el potencial entre las placas y= x/2, que se mantiene a 100 volts, y y= x/2 + 4, 
que se mantiene a 420 volts. 

20. En el problema I 8, encontrar una fórmula para calcular el potencial sobre la recta x = l. 
Encontrar el potencial en el punto x = 1, y= 2. 

21. Encontrar las isotermas de F(z) = 1 O( 1 + i)z y demostrar que F(z) puede interpretarse 
como el potencial complejo del flujo térmico entre dos placas paralelas. 

22. Encontrar la temperatura en el semi plano superior si la porción x > 4 del ejex se mantiene 
a I OOºC y la otra porción se mantiene a OºC. 

23. Demostrar que las isotermas de F(z) = -iz' + 2z son hipérbolas. 
14. Si la región entre dos cilindros concéntricos de radios 2 cm y I O cm contiene agua Y el 

cilindro exterior se mantiene a 20ºC, ¿hasta qué temperatura es necesario calentar el cilin· 
dro interior para que la temperatura sea de 30ºC a 5 cm del eje? 

) 
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25. Encontrar las isotermas de F(.z) = k Ln (z - 1 - í), en donde k es real, y demostrar que este 
es el potencial complejo entre cilindros coaxiales con eje en 1 + i. 

26. Encontrar en forma de serie infinita la temperatura en el disco unitario izl:, 1 si el semicírcülo 
izquierdo de !zl = l está a 1 OO"C y el sen1icírculo derecho e_stá a ia iemperaiura cero. 

27. Efectuar lo mismo que en el problema 26 si el semicirculo superior está a 20ºC y el 
semi.circulo inferior está a temperatura cero. 

28. E.ncontrar en forma de serie el potencial eomplejo del problema 27. ¿Cuál es la sumatoria 
de esta serie? Sugerencia. Usar el ejemplo 4 en la sección 14.4. 

29. Efectuar lo mismo que en el problema 26 si T( 1, 8) = 308' (-1r < e :;i 1r) sobre el círculo 
unitario. 

30. Eni:ontrar y trazar las líneas equipotenciales de F(z) = 1/( 1 - z). 

Encontrar las lineas de corriente y la velocidad del flujo que tiene potencial complejo 

31. - ikz (k real) 32. z2 + z 33. z + 4/z 34. z2 + l/z 2 

35. Demostrar que el flujo en el problema 34 tiene puntos de estancamiento en ± 1 y ±i. 
¿Puede el lector ver la relación que hay con el ejemplo 2 de la sección 17.4? 

Resumen del capitulo 17 

Análisis complejo aplicado a la teoría del potencial 

La teoría del potencial es la teoría que estudia las soluciones de la ecuación de 
La place 

(1) V2 <P = o. 

Las soluciones cuyas segundas derivadas parciales son co11ti11uas se denomi
nan funciones armónicas. La ecuación (1) es la ecuación diferencial parcial 
más importante en fisica, donde es de interés en dos y tres dimensiones. Apare
ce en electrostática (sección 17.1 ), problemas de calor de estado estacionario 
(sección 17.3), flujo de fluidos (sección 17.4), problemas de gravitación, etc. 
Mientras que el caso tridimensional requiere otros métodos (ver el capítulo 11 ), 
la teoría bidimensional del potencial puede manipularse por medio del análisis 
complf,jo, ya que las partes real e imaginaria de una función analítica son armó
nicas (sección 12.5) y permanecen armónicas bajo mapeo conforme (sección 
17.2), de modo que el mapeo conforme se convierte en una herramienta pode
rosa para resolver problemas con valores en la frontera de ( 1 ), como se ilustró 
en este capítulo. A un potencial real es posible asociarle un potencial comple
jo (sección 17.1) 

(2) F(z) = <P + i 'l'. 

Entonces ambas familias de curvas <I> = constante y 'I' = constante tienen senti
do fisico. En electrostática son líneas equipotenciales y lineas de fuerza eléctri
ca de atracción o repulsión (sección 17.1 ). En problemas de calor son isotermas 
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(curvas de temperatura contante) y líneas de flt~jo térmico (sección 17.3). En 
flujo de fluidos son llneas equipotenciales del potencial de velocidad y líneas 
de corriente (sección 17.4). 

Para el disco, la solución del problema de Dirichlet está dada por la fór
mula de Poisson (sección 17.5), o por una serie que sobre el círculo frontera se 
vuelve la serie de Fourier de los valores en la frontera dados (sección 17 .5). 

Las funciones armónicas, como las funciones analíticas, poseen varias pro
piedades generales; especialmente importantes son la propiedad del valor medio 
y la propiedad del módulo máximo (sección 17.6), que implican la unicidad 
de la solución del problema de Dirichlet (teorema 5 de la sección 17 .6). 

\ 
) 

Parte 

MÉTODOS NUMÉRICOS 

Capítulo 18 

Capítulo 19 

Métodos numéricos en general 

Métodos numéricos en álgebra lineal 

Capítulo 20 Métodos numéricos para ecuaciones diferenciales 

Ningún otro campo de las matemáticas ha mostrado un incremento reciente en im
portancia para la ingeniería comparable al de los métodos numéricos, y ningún otro 
campo se ha desarrollado tan rápido. Por supuesto, la razón más importante para 
explicar esta evolución es el desarrollo de varias computadoras, desde la computado
ra personal hasta la Cray, la CM-5 y otras más, evolución para la cual no se ve el fin. 
En efecto, cada nueva generación de computadoras invita a la realización de nuevas 
tareas en análisis numérico; en este sentido, inclusive las pequeñas mejoras en los 
algoritmos pueden tener un gran impacto sobre el tiempo, demanda de almacenaje, 
exactitud y estabilidad. Lo anterior abre amplias áreas de investigación, en donde 
uno de los objetivos primordiales es el desarrollo de software bien estructurado. 

Los capítulos 18, 19 y 20 abordan el estudio y la aplicación de métodos numéricos 
que proporcionan la transición del modelo matemático de un problema (las ecuaciones 
o funciones obtenidas en cálculo o álgebra, etc.) a un algoritmo que puede progra• .1arse 
(o usarse directamente en una calculadora de bolsillo) para obtener la solución del 
problema en forma numérica. Lo anterior incluye la investigación del rango de 
aplicabilidad, el análisis del error, la estabilidad y las propiedades en general de los 
métodos numéricos. 

Se empezará con métodos numéricos de naturaleza general en el capítulo 18. En 
el capítulo 19 se analizarán los métodos numéricos para resolver problemas de álgebra 
lineal; en particular, para encontrar la solución de sistemas de ecuaciones lineales y 
dé problemas aigebraicos con eigenvalores. El capítulo 20 está dedicado a la solución 
numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales. 

Los algoritmos se proporcionan en una forma que parece ser la más idónea para 
mostrar cómo funciona un método y cómo programarlo, aun cuando se tenga poca 
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experiencia. El estudiante es alentado a programar los algoritmos dados e inte ' 
aplicarlos en la computadora. 1 También se recomienda fuertemente que el estuclí_, 
haga uso de los programas que pueden adquirirse en librerías que venden progrf 
comerciales de alta calidad. Los dos más importantes de éstos para gra:· 
computadoras son el IMSL (NBC Building, 7500 Bellaire Boulevard, Houstorf; 
77036-5085), escrito en FORTRAN 77, y el NAG (Mayfield House, 256 Bart 
Road, Oxford OX2 7DE, Reino Unido), disponible tanto en FORTRAN com' 
ALGOL. Otros paquetes tan1bién pueden obtenerse escribiendo al National En 
Software Center (Argonne Nátional Laboratory, 9700 South Cass Avenue, Argci 
IL 60439). Ver también los programas EISPACK y LINPACK (textos dados co 
referencias [E6], [E9] y [El9] en el apéndice 1). 

1 No se proporciona ningún programa real, sea FORTRAN o cualquier otro porque, en experiencia do! 
autor, esto podría alentar a algunos estudiantes a generar resultados sin haber comprendido por com~ :. 
plelo el método numérico subyacente. 

Métodos numéricos 
en general 

Los métodos numéricos son métodos para resolver problemas en una compu
tadora (o en una calculadora de bolsillo en caso de que el problema sea senci
llo). La computadora se ha vuelto muy importante en el trabajo de ingeniería, 
ya que permite abordar problemas tan grandes que hasta antes de la aparición 
de las computadoras eran inaccesibles. Mucho del trabajo de cómputo actual
mente es "tiempo real": se efectúa de manera casi simultánea con el proceso de 
generación de datos; por ejemplo, para controlar procesos químicos que se es
tán llevando a cabo o para orientar el vuelo de aeronaves. Entonces se vuelven 
extremadamente cruciales las cuestiones sobre velocidad, demanda de almace
namiento y sincronización de porciones de grandes programas. 

Las computadoras han cambiado, casi revolucionado, los métodos numé
ricos -el campo como un todo, así como también a muchos métodos indivi
duales- y el desarrollo continúa. Actualmente se está realizando bastante tra
bajo de investigación para crear nuevos métodos, adaptar los ya existentes a 
nuevas generaciones de computadoras, mejorar métodos -en trabajo a gran 
escala inclusive pequeñas mejoras representan grandes ahorros en tiempo o 
espacio de almacenamiento- y en la investigación de la estabilidad y exacti
tud de los métodos. 

En este capítulo se persiguen dos objetivos. Primero, para las tareas prác
ticas más importantes, el estudiante debe familiarizarse con los métodos de 
resolución fundamentales (aunque no demasiado complicados).2Tales méto
dos son necesarios porque para muchos problemas no existe ninguna fórmula 
de solución (piense el lector en una integral complicada o en las raíces de un 
polinomio de grado elevado), o en otros casos la formula de solución puede ser 
prácticamente inútil. 

Segundo, el estudiante debe aprender a comprender algunas ideas y con
ceptos básicos que son importantes a lo largo de todo el campo de estudio; lo 

j .1 

'Esto incluye aquéllos para álgebra lineal numérica y ecuaciones diferencioles en los capitulos 19 y 20. 

399 



400 
MÉTODOS NUMÉRICOS EN GENE 

anterior incluye los conceptos de algoritmo, errores por redondeo, estimaci '._ 
de errores en general, "mal condicionamiento", orden de convergencia Y est 
bilidad. · 

En la primera sección se explicarán algunos conceptos que son básicos e' 
el trab~jo numérico; esto incluye obse_rvacio'.1-es generales. sobre c?mp~tació'. 
y computadoras. Cada una de las <lemas secciones del capitulo esta dedicada a, 
métodos para efectuar una tarea específica que es importante en todo el campo; 
de las matemáticas aplicadas, sin importar el campo de aplicación específico. • 

Prerrequisitos para este capítulo.: Cálculo elemental. 
Bibliografia: Apéndice 1, parte E. 
Respuestas a los problemas: Apéndice 2. 

18. 1 INTRODUCCIÓN 

Los métodos numéricos son métodos para resolver problemas en computador 
(grandes o pequeñas), o en calculadoras, si el problema es simple. Los pasos q 
llevan de la situación dada (en física, economía, etc.) a la respuesta final suelen s 

los siguientes. 

L Modelado. Establecer el modelo matemático; es decir, plantear el proble -,: 

en términos matemáticos . 
2. Elección de los métodos matemáticos, junto con un análisis preliminar d 

error (estimación del error, determinación del tamaño de los pasos, etc.; ver m. 

adelante). ,. 
J. Programación. Escritura de un programa, por ejemplo, en FORTRAN, q 

sea el resultado de un algoritmo o un diagrama de flujo (diagrama de bloques de 1 
procedimientos a ser ejecutados por la computadora). 

4. Ejecución del programa. ; 
5. Interpretación de los resultados. Esto puede incluir también decisiones par 

volver a ejecutar el programa en caso de que se requieran resultados adicionales. 

Los pasos I y 2 están relacionados: una ligera modificación en el modelo a me· 
nudo puede permitir el empleo de un método más eficiente. , 

En el paso 3, el programa consta de tod9s los datos relevantes con que se cu_enta. 
y de una sucesión de instrucciones que serán ejecutadas por la computadora en cierto 
orden, con lo que al final se obte~drá una respuesta numérica ( o una gráfica, etc._) de 
problema. El programa suele escribirse en FORTRAN o en algún_ ?tro l~nguaJe _d 
alto nivel. Luego, un compilador traduce este programa a una suces1on de mstrucc10 
nes en lenguaje de máquina que ejecuta la tarea deseada. 

Empezando en la siguiente sección y continuando hasta el final de'. capítulo 2? 
el tema principal lo constituye el paso 2, el análisis y la aplicación de metodos nume 
ricos básicos para resolver las clases más importantes de problemas que se present 
en la práctica. A fin de motivar una comprensión aceptable de la naturaleza del trab 
jo ñumérico, en esta sección se continuará con algunas observaciones sencillas sob . 
computación y computadoras. 

) i ) ) ). ) ) 
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Forma de punto flotante de los números 

En notación decimal, todo número real es representado por una sucesión finita o 
infinita de dígitos decimales. Para cálculos con máquinas, el número debe sustituirse 
por un número que conste de una finitud de dígitos. Casi todas las computadoras 
digitales cuentan con dos formas para representar los números, denominadas de pun
to fijo y de punto flotante. En un sistema de punto fijo, todos los números están 
dados con un número fijo de cifras decimales; por ejemplo, 62.358, O.O 13, 1.000: En 
un sistema de punto flotante, los números están dados con un número fijo de dígitos 
significativos; por ejemplo, 

0.6238 X 103 0.1714 X 10- 13 -0.2000 X 101 

lo que también se escribe como3 

0.6238E03 0.1714E- 13 -0.2000EOI. 

Un dígito significativo de un número c es cualquier dígito dado de éste, excepto 
quizá por los ceros a la izquierda del primer dígito diferente de cero, que sirven sólo 
para fijar la posición del punto decimal. (Así, cualquier otro cero es un dígito signifi
cativo de c.) Por ejemplo, cada uno de los números 1360, 1.360, 0.001360 tiene 
cuatro dígitos significativos.4 

Casi todas las computadoras usan (internamente) el sistema de números binarios, 
cuya base es 2 (ver los problemas 3, 4 y 5). Un dígito binario se denomina de 
manera abreviada bit. Al agrupar bits es posible obtener representaciones octales 
(base 8) o hexadecimales (base 16). En la computadora, un número representado 
en punto flotante consta del signo, de una parte fraccionaria, denominada rnantisa,s 
y de la parte exponencial, denominada característica. Por ejemplo, en la serie IBM 
un númerp en notación de punto flotante (de precisión sencilla) consta de I bit para 
el signo, 24 bits para la mantisa (lo cual corresponde a 6 o 7 dígitos decimales), y 7 
bits para el exponente (en base 16), siendo posibles valores desde -64 hasta 63. Si 
en un cálculo aparece un número mayor que 1663 (= 1076), lo cual sucede algunas 
veces, entonces este hecho se denomina desbordamiento, y la computadora se 
detiene. Si aparece un número menor que 16-64 , esta condición se denomina 
subdesbordamiento. Lo anterior es semejante para computadoras con otro rango 
de tamaños de números. En muchas computadoras, los números que provocan 
subdesbordamiento se fijan en cero. 

' También se usa una notación de la fonna 6.238 x JO', 1.1714 x 10-1', etcétera. 
• En las labias de funciones que muestran k dígitos significativos, por convencionalismo, se supone que 

cualquier valor dado a se desvía con respecto al valor exaclo a correspondiente. cuando mucho •o. 5 
unidad del ultimo dígilo dado, a menos de que se diga otra cosa; por ejemplo, si a = 1.1996, entonces 
en una labia de cuatro dígitos significativos debe obtenerse a= 1.200. De manera correspondienle, si 
12 000 es correclo hasta tres dígitos significativos únicamente, mejor debe escribirse 120 x JO', etc. 
"Decimal" se abrevia D y "dígito significativo", S. Por ejemplo, 5D significa 5 decimales y 8S quiere 
decir 8 digilos significativos 
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La forma de punto fijo de los números es impráctica en física, química, 
debido a su rango limitado (¡explicar esto!) y por lo mismo en este libro ya no 
mencionará a partir de este momento. 

Redondeo 

Se genera un error al recortar(= descartar todos los decimales que están a la derec 
de alguno de ellos) o redondear. La regla para redondear un número hasta k decim 
les es como sigue. (La regla para redondear hasta k cifras significativas es la mis 
con "decimales" sustituido por "cifras significativas".) 

Regla de redondeo. Se descartan el (k + I )-ésimo decimal y todos los decimales sub 
guientes. (a) Si el número así descartado es menor que la mitad de una unidad en el 
ésimo Jugar, entonces el k-ésimo decimal permanece sin cambio ("redondeo 
defecto"). (b) Si es mayor que la mitad de la unidad en el k-ésimo lµgar, entone 
sumar la unidad al k-ésimo decimal ("redondeo por exceso"). (c) Si es exactamen 
igual a la mitad de la unidad, entonces redondear al decimal par más próxin10. (Eje_ 
plo: Al redondear 3.45 y 3.55 hasta un decimal se obtiene 3.4 y 3.6, respectiva.meo·· 

La última parte de la regla se supone con el fin de asegurar que al descart 
exactamente la mitad de un decimal, el redondeo por exceso y el redondeo por defe 
to suceden en promedio con la misma frecuenci<\. 

Si se redondea 1.2535 hasta 3, 2 y 1 decimales, se obtiene 1.254, 1.25 y 1.3, Pfl 
si 1.25 se redondea hasta un decimal, sin ninguna información adicional, entonces 
obtiene 1.2. 

No se recomienda recortar, ya que se introduce un error que es sistemático y q. 
puede ser mayor que uno por redondeo. Sin embargo, sorprendentemente, ¡much 
computadoras aplican el recorte! Una de las razones que explican lo anterior es que 
redondeo consume tiempo y los fabricantes intentan todas las clases de atajo a fin 
hacer que las operaciones aritméticas fundamentales se realicen de la manera m 
rápida posible. Casi todas las computadoras que redondean siempre lo hacen por._ 
exceso en el caso (c) de la regla (o en el caso correspondiente, cuando se trata de un<!: 
base diferente a la base 10), ya que esto es más fácil de efectuarse técnica.mente. · 

Los errores por redondeo pueden arruinar por completo un cálculo, aun cuando 
éste sea pequeño. En general, son más peligrosos cuanto mayor sea el número de · 
operaciones aritméticas (¡quizá de varios millones!) a efectuar. Por consiguiente, es 
importante analizar los programas de computación respecto a los errores por redon
deo que se esperan y hallar un arreglo de los cálculos de modo que el efecto de tales 
errores sea tan pequeño como se pueda. 

Algoritmo. Estabilidad 

Un algoritmo es una sucesión finita de reglas para efectuar cálculos por computado
ra de modo que en cada instante las reglas determinen exacta.mente qué debe hacer a 

5 Esto no tiene nada que ver con la "mantisa" que se usa en relación con los logarltmos. "Precis~ó.n 
sencilla" significa el nUmero de bits que suele usarse en los cálculos por computadora; "doble preci
sión" significo el doble de bits, etc. 
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continuación la computadora. Estas reglas incluyen una "regla de detención" qµe 
hace detenerse a la computadora, a fin de que no funcione de manera indefinida. En 
las siguientes secciones se proporcionarán algunos algoritmos importantes. 

Estabilidad. Para que un algoritmo sea útil, debe ser estable; es decir, que peque
ños cambios en los datos iniciales deben producir sólo pequeños cambios en los 
resultados finales. Sin embargo, si pequeños cambios en los datos iniciales produ
cen grandes cambios en los resultados finales, entonces se dice que el algoritmo es 
inestable. 

Esta "inestabilidad numérica", que es posible evitar eligiendo un algoritmo me
jor, debe distinguirse de la "inestabilidad matemática" de un problema, que se deno
mina "mal condicionamiento", concepto que se analizará en la siguiente sección. 

Algunos algoritmos son estables sólo para ciertos datos iniciales, de modo que 
en tal ca.so debe tenerse cuidado. 

Errores de programación 

A los errores de todos los tipos que hay en un programa de computadora se les deno
mina en fom1a colectiva errores (bugs), y el proceso de localizarlos y eliminarlos es 
la corrección de errores (debugging). Para programar se requiere experiencia, que 
no puede enseiiarse sino que debe adquirirse. A pesar de lo anterior, las sugerencias 
que se proporcionan a continuación pueden ser de utilidad para programar. 

Preparar el programa con el máximo cuidado: es más fácil evitar errores de esta 
manera que descubrirlos después. No existe ninguna regla general que garantice la 
detección de todos los errores en todos los programas. Los compiladores suministran 
diagnósticos que indican todos los errores que hay en un programa fuente, excepto 
los de lógica. Quizá la mejor forma de detenninar si un programa tiene errores es 
ejecutarlo con datos para los cuales se conocen las respuestas o éstas puedan obtenerse 
fácilmente de alguna otra manera. 

Si se tiene la convicción de que existen errores debido a que se obtienen resulta
dos sin sentido pero las prueba fracasan en detectar realmente los errores, entonces es 
necesario aplicar un rastreo selectivo (e inclusive completo); es decir, imprimir re
sultados intermedios y comprobarlos paso a paso. 

Errores de resultados numéricos 

Cuando se calculan cantidades desconocidas, los resultados finales obtenidos suelen 
ser aproximaciones; es decir, no son exactos, sino que implican errores. Tales erro
res pueden resultar de una combinación de los siguientes efectos. Los errores por 
redondeo resultan del redondeo de cifras, como ya se analizó. Los errores experi
mentales son errores de datos con los que se cuenta (y que quizá surgen por medi
ción). Los errores por truncamiento resultan por el trunca.miento (suspensión pre
matura) de cifras, por e;jemplo, cuando una serie de Taylor se sustituye por la suma
toria de sus primeros términos .. Estos errores dependen del método de cálculo usado 
y deben tratarse de manera individual para cada método aplicado. [Algunas veces 
"trunca.miento" se usa como sinónimo de "recorte" (ver lo antes escrito sobre el re· 
corte), terminología que no se recomienda.] 

e o e 
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Fórmulas para calcular los errores. Si a es un valor aproximado de una canti' 
cuyo valor exacto es a, entonces la diferencia 

(1) €=a - a 

se denomina error de a. Por tanto6 

a = a + E, Valor verdadero = Aproximación + Error 

Por ejemplo, si a = 10.5 es una aproximación de a= 10.2, entonces su error es 
-0.3. El error de una aproximación a = 1.60 de a= 1.82 es e = 0.22. 

(2) 

El error relativo r de a se define como 

€ = 
T 

€ 

a 
a - a 

a 

Error 

Valor verdadero 
(a ,;é, 

Esta expresión parece ser inútil porque se desconoce a. Pero si le I es mucho me 

que a, entonces es posible usar a en vez de a y obtener 

(2') 

Esta expresión sigue pareciendo problemática porque se desconoce e; en caso de q!'. 
fuera conocido, a partir de ( 1) se obtendría a= a + e y se habria terminado. Pero 
que puede obtenerse en la práctica es una cota para el error para a; es decir, ' 
número 13 tal que 

por tanto, la - al~ {3. 

Lo anterior establece la distancia máxima a la que puede estar la a desconocida de 
a calculada. De manera semejante, para el error relativo, una cota para el .. error es u 
número 13, tal que · 

por tanto, 

Propagación de errores 

Esta es una cuestión importante. Se refiere a cómo los errores al principio y en pasos'. 
posteriores (de red~ndeo, por ejemplo) se propagan en los cálculos y cómo afectan la 
exactitud, algunas veces de manera muy drástica. A continuación se establecerá qu~ 

6 ¡Atención! Los usua1ios de la última edición de este libro observarán que la definición se ha cam 
do de e = 'ií - a a e = 'ií - a porque la segunda parece Íigeramente más conveniente, ya que gua 
una semejanza con expresiones L""Stándares que se presentan en an.ilisis, como series= suma parcial 
residuo, integral = suma de Riemann + error, etc 

En las publicaciones sobre el tema se usan ambas notaciones. 
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sucede con las cotas para el error en la adición y la sustracción: se suman, mientras 
que bajo la multiplicación y la división se suman las cotas para el error de los errores 
relativos. 

Teorema 1 (Propagación de errores) 

(a) En la adición y en la sustracción, al sumar las cotas para el error de los términos 
se obtiene una cota para el error para los resultados. 

(b) En la multiplicación y en la división, al sumar las cotas para el error de los 
errores relativos de los números dados se obtiene (aproximadamente) una cota para 
el error del error relativo de los resultados. 

Demostración. (a) Se usan las notaciones x = x + e y= v + e le 1 < P. le 1 < P. I' • 2' 1 = 1-'p 2 = t-'2· 
Así, para el error e de la diferencia se obtiene 

lx y - (x - y)I 
\x ; - (y - y)I 

le1 - €21 ~ 1€11 + 1€21 ~ /31 + /32· 

La demostración para la suma es semejante y se deja para el estudiante. 
ib) Para el error relativo e, de x y, a partir de los errores relativos e , 1 y e ,2 de 

x, y y de las cotas 13,1 y P,2 se obtiene 

Esta demostración indica qué se entiende por "aproximadamente": se despreció e 1 
e 2, cuyo valor absoluto es muy pequeño en comparación con le 11 y le il- La demos
tración para la división es semejante, aunque ligeramente más ingeniosa (ver el 
problema 21 ). 

Comentario sobre el método de selección 

Mientras más poderosa sea la computadora y más grande sea el problema a resolver, 
más importante es la elección de un mejor método posible, ya que mayor será la 
pérdida provocada por el uso de matemáticas poco idóneas o de métodos de cálculo 
inferiores. Los programas brillantes no pueden funcionar adecuadamente para una 
elección deficiente de los métodos; por otra parte, programas deficientes pueden am1i
nar buenos métodos, proporcionando resultados inexactos al cabo de mucho tiempo 
transcurrido. Si se utiliza un programa paquete de la biblioteca, entonces debe cono
cerse exactamente cuáles son su objeto y sus limitaciones, En muchos casos es nece-

>j ':;) .• :) 
• 1 
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sario estar preparado para modificar o cambiar el programa hasta que se obtenga 
óptimo para el problema en cuestión. · 

La computadora no reduce la necesidad de un conocimiento aceptable del área 
que pertenece el problema y de la infraestructura matemática relacionada con !a sc!u 
ción de éste. Inclusive en casos muy simples es posible aplicar recursos matemático 
numéricamente aceptables o numéricamente deficientes, como se ilustrará a conr 
nuación. 

Ejemplo 1. Ecuación cuadrática. 

Encontrar las raíces de la ecuación 

.x2 -40.x + 2 = º· 
usando 4 dígitos significativos en los cá]culos 

Soluclón. Una fónnula para encontrar las raíces x I y .t2 de una ecuación cuadrática ax2 + bx + e= O es 

(3) , = _!_ ( - b + \/ b 2 - 4ac) 
· 1 2a ' .x2 = _!_ (-b - Yb 2 - 4ac). 

2a 

Además, como x 1x2 = cla. otra fónnula para ericontrar tales raíces es 

(4) x 1 como antes 
e 

ax1 

Con (3) se obtiene x = 20 ± ./398 = 20.00 ± 19. 95, x 1 = 39.95, x2 = 0.05, lo cual es .deficiente, mientras 
que con (4) se obtiene .x1 = 39.95, x2 = 2 000/39.95 = 0.05006, lo que guarda un error de menos de una 
unidad con respecto aJ último dígito, como puede observarse al efectuar un cálculo con más cifras. 

Comentario,, Para evitar malentendidos: la aproximación hasta 4S es por conveniencia; (4) es mejorque(3) 
sin importar el número de cifras que se use. Por ejemplo, el cálculo hasta 8S aplicando (3) es x, = 39.949937, 
x, = 0.050 063, que es deficiente, y al aplicar (4) se obtiene x 1 como antes, x, = 2/x, = 0.050062657. 1 

Problemas de la sección 18.1 

l. (Punto flotante). Escribir 98.17, -100.988, 0.0047869, -13 800 en fonna de punto flo
tante con 4 dígitos significativos. 

2. Escribir -O.O 168409, 10.27845, -30 681 .. 55 en fom,a de punto flotante con 6 dígitos 
significativos. 

3. (Representación binaria). Casi todas las computadoras usan el sistema binario de nume
ración o una variante de éste, como el sistema en base 8 o el sistema en base 16. Escribir 
la conocida representación con base I O en la fonna (81.5) 10 y comprobar que 

(81.5) 10 = 8 · 10 1 + 1 · 10° + 5 · rn- 1 = 2 6 + 2 4 + 2° + 2- 1 = 0010001.02 • 

Convertir ( 100)10, (29.25) 10 y (3. 75) 10 a fonna binaria. 

4. Convertir ( 1000) 10, ( 13. 78125) 10 y (-22.0625) 10 a fonna binaria. 

S. Convertir (J 1100.1 )2, (0.00101 )2, (l. JO 111)2 y(-11.01101 )2 a fom,a en base I O .. 

6. (Diferencias pequeñas de grandes números). Los errores por redondeo pueden volver
se particulannente desventajosos en las expresiones a - b cuando a y b son números muy 

e e e i ( ( ( r ( ( e, e, o e 
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próximo~ entre sí. Para ilustrar este hecho, calcular 0.36443/(J 7.862 - 17.798), primero 
usando los números corno se dan, y luego redondeando paso a paso a 4, 3 y 2 dígitos 

significativos. 

7. E! cociente en e! problema 6 es de Ja fonna al(b. - e).. Escribirlo como a(b 4-- c)/(b2 - c2
) y 

calcularlo primero con 5 dígitos significativos y luego redondeando el numerador 12.996 
y el denominador 2.2822 paso a paso como en el problema 6. 

8. Resolver x2 - 20x + 1 = O aplicando (3) y (4), usando 6 dígitos significativos (6S) en el 
cálculo. Comparar los resultados y hacer un comentario. 

9. Efectuar el cálculo en el problema 8 con 4S y 2S. 

10. Si a y b son casi iguales, escribir una fonna aceptable de calcular cosa - cos b. 

11. Indicar cómo es posible usar log a - log b = log (alb) y e"-b = e"le' en cálculos a fin de 
evitar la pérdida de dígitos significativos . 

12. Algunas aproximaciones a lt = 3 .. 14159265358979 ···son 22/7 y 3551113. Detem,inar 
los errores y los errores relativos correspondientes hasta 3 dígitos significativos. 

13. Calcular lt aplicando la aproximación de Machín 16 are tan ( 1/5) - 4 are tan ( l /239) hasta 
JO dígitos significativos. [¡Observar que estos dígitos son correctos! Para los primeros 
100 000 dígitos de lt, consulte la obra de D. Shanks y J. W. Wrench, Mathematics of 
Computation 16 ( 1962), págs. 76-99.) 

14. Sean 32.03 y 12.2381 correctamente redondeados hasta el número de cifras que se 
muestra. Calcular el menor intervalo en que debe estar la suma exactas de·Jos números 

dados. 
15. Contestar la misma pregunta que en el problema 1.4 para la diferencia 32.03 - 13.2381. 

16. Ilustrar con un ejemplo que en cálculos con un número fijo de dígitos significativos el 
resultado de sumar números depende del orden en que se sumen. 

17. Se tienen n números a 1, • • ·, ªn• en donde aj está redondeado corr~ctamente hasta f]1 
decimales. Al calcular la suma a 

1 
+ · · ·+a,, reteniendo D = mfn D{ decnnales, ¿es. esencial 

que primero se efectúe la adición y luego se redondee el resu lado, o que pnmero se 
redondee cada número hasta D decimales y luego se efectúe la adición? 

18. Demostrar el teorema 1 (a) para la adición. 
19. Calcular una tabla decimal a dos dígitos7 defix) = x/16, x = O( 1 )20 y encontrar cómo está 

distribuido el error por redondeo. 
20. Demostrar que en el ejemplo 1 el valor absoluto del error dex2 = 2.000/39.95 = 0.05006 

es menor que 0.00001. 

21. Demostrar el teorema 1 (b) para la división. 

18.2 SOLUCIÓN DE ECUACIONES POR ITERACIÓN 

A partir de este momento, cada sección está dedicada a algún tipo fundamental de 
problema y los métodos de solución correspondientes. Se empezará con métodos 

para determinar las soluciones de una simple ecuación 

(1) ¡- f(x) = º· ·I 
tarea para la que prácticamente no existen fórmulas (excepto en unos cu.antos 
casos simples), de modo que se depende casi por completo de los algontmos 

7 La notación x = a{h)b significa x = a, a+ h, a+ 2h, · · · , b. 
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numéricos . .f en (1) es una función dada. Una solución de (1) es un número x· 
tal que.fls) = O. Aquí, s sugiere el término "solución", aunque también se us 
otras letras. 

Algunos ejemplos son x2 - 3x + 2 = O, x 3 + x = 1, sen x = 0.5x, tan x = x, co 
= sec x, cosh x cos x = -1, todas las cuales pueden escribirse en la forma ( 1 ). Las 
primeras son ecuaciones algebraicas porque la/correspondiente es un polinomi 
en este caso las soluciones también se denominan raíces de las ecuaciones. Las ot 
ecuaciones son ecuaciones trascendentes porque implican funciones trascendent 
La resolución de las ecuaciones ( 1) es una tarea de primera importancia, ya que 
aplicaciones a la ingeniería son abundantes: algunas se presentaron en los capíru' 
2, 4 y 7 (ecuaciones características), 6 (fracciones parciales), 11 (eigenvalores, ce 
de las funciones de Bessel) y 15 (integración), aunque existen muchísimas más. : 

Las fórmulas con que se obtienen valores numéricos exactos de las solucio 
existen sólo en situaciones muy simples. En la mayor parte de los casos es neces 
usar un método de aproximación, en particular un método de iteración, es decir," 
método en el que se empieza con un x 0 tentativo inicial (que puede ser deficiente 
paso a paso se calculan aproximaciones (que, en general, son mejores cada vez) 
x 1, • • • de una solución desconocida de ( 1 ). A continuación se analizarán tres de ta 
métodos, que revisten importancia práctica particular, y en los problemas de las 
ción se mencionarán otros dos. 

1 

En general, los métodos de iteración son fáciles de programar porque las ope · 
ciones de cálculo son las mismas en cada paso -de un paso a otro sólo cambian 
datos- y, lo que es más importante, si en un caso concreto se tiene que el méto. 
converge, entonces en general es estable (ver la sección 18.1 ). 

Iteración de punto fijoª para resolver ecuaciones f(x) = O 

( 1) se transforma algebraicamente en la forma 

(2) X = g(x). 

Luego se elige un x0 y se calculan x 1 = g(x0), x2 = g(x 1) y, en general, 

(3) 1 Xn+l = g(xn) 1 

Una solución de (2) se denomina punto fijo de g, lo cual motiva el nombre del méto·· 
do, y es una solución de (1), ya que a partir de x = g(x) es posible volver a la fom:ia., 
originalfix) = O. Con base en ( l) es posible obtener varias formas distintas de (2), Y'. 
por consiguiente el comportamiento de las sucesiones iterativas correspondientes x0, . 

X¡,· · · puede diferir, en particular con respecto a su rapidez de convergencia. Esto se' 
ilustrará con un ejemplo sencillo. 

' El uso actual de la expresión "punto fijo" no tiene absolutamente nada que ver con el de la sección· 
anterior. 

) ) 
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Ejemplo 1. Un proceso de Iteración (Iteración de punto fijo). 

Establecer un proceso de iteración para la ecuaciónf(x) = i'- 3x + t =o.Como se conocen las soluciones 

x = 1.5 :!: v'f.'ís, por tanto, 2.618 034 y 0.381 966, 

entonces es posible observar el comportamiento del error a medida que avanza ta iteración. 

Solución. La ecuación puede escribirse como 

(4a) x = g1(x) = fCx2 + !), portanto, xn+l = !<xn2 + 1), 

Y si se elige x 11 = 1, se obtiene la sucesión (figura 401 a) 

Xo = ).000, X¡ = 0.667, X2 = 0.481, X3 = 0.4) !, X4 = 0.390, • · • 

que parece tender a la solución menor. Si se elige x11 = 2, la situación es semejante. Si se elige .,-
11 

= 3, se 
obtiene la sucesión (figura 401 a, parte superior) 

Xo = 3.000, X¡ = 3.333, X2 = 4.0J7, 

que parece divergir. 
La ecuación también puede escribirse como 

(4b) X = 82(X) = 3 - ! ' 
X 

portanto, 

y si se elige x11 = I, se obtiene la sucesión 

Xo = J.000, X¡ = 2.000, X2 = 2.500, 

5.766, X4 = 11.415, • 

Xn+l = 3 

X3 = 2.600, X4 = 2.615, 

que parece tender a la solución mayor. De manera semejante, si se elige x
11 

== J, se obtiene la sucesión 
(figura 401b) 

Xo = 3.000, X¡ "; 2.667, .i-2 = 2.625, ~3 = 2.619, X4 = 2.618, • • · . 

En las figuras se muestra lo siguiente. En la parte inferior de la figura 401 a la pendiente de g (x) es menor 
que la pendiente de y= x, que es igual a 1; asf, lg'¡(x)I < I, y parece que hay convergenci;. En la parte 

5 

5 

(a) (b) 

Figura 401. Ejemplo 1, iteraciones (4a) y (4b). 

1 
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superior, g 1(x) es más pronunciada (g',(x) > 1) y se tiene divergencia. En la figura 401 b, la pendiente · 
g,(x) es menor cerca del punto de intersección (x = 2 618, punto fijo de g,, solución de/{x) = 0), y par 
q~e ambas sucesiones convergen. Con base en todo lo anteiior es posibie concluir que la converg 
parece depender del hecho de que en una vecindad de una solución la curva g(x) es menos pronun 
que la recta y= x, y a continuación se verá que esta condición g'(x) < 1 (= pendiente dey = x) es suficien' 

para la convergencia. 

Un proceso de iteración definido por (3) se denomina convergente para unx0 . 
la sucesión correspondiente x0, x 1, • • • , es convergente. 

El siguiente teorema, que tiene varias aplicaciones prácticas, proporciona u 
condición suficiente para que haya convergencia. 

Teorema 1 (Convergencia de una iteración de punto fijo). 

Sea x = s una solución de x = g(x), y suponer que g tiene una derivada continua e_ 
algún intervalo J que contiene d s. Entonces si lg'(x)I ;:¡; K < 1 en J, el proceso d. 
iteración definido por (3) converge para cualquier x 0 en J. 

Demostración. Por el teorema del valor medio de cálculo diferencial, 
existe una t tal que 

g(x) - g(s) = g' (t)(x - s) 

Como g(s) = s y x 1 = g(x0 ), x2 = g(x1), ···,a partir de esto se obtiene 

lxn - si = lg(xn-1) - g(s)I 

= lg' (t)I lxn-1 - si 

:;2iá Klxn-l - si 

Klg(xn_ 2 ) - g(s)I 

Klg'(t)l 1xn_ 2 - si 

Como K < 1, se tiene que K" -t O; por tanto, lx,, - si -t O cuando n -t oo. 1 

Se menciona que una función g que satisface la condición del teorema 1 se denomina 
contracción porque lg(x) - g(v)I ;:¡; Kjx - vi, en donde K < 1. Además, K proporciona 
información sobre la rapidez de convergencia. Por ejemplo, si K = 0.5, entonces la 
exactitud aumenta por lo menos en 2 dígitos en sólo 7 pasos, ya que 0.5 7 < O.O L 

Ejemplo 2. Un proceso de iteración. Ilustración del teorema 1. 

Encontrar una solución de f{x) = x·' + x - 1 = O por iteración. 

Solució11. Un esquema aproximado muestra que una solución real está cerca de x = 1 Es posible escribir 
la ecuación en la forma 

.'bLUCIÓN DE ECUACIONES POR ITERACIÓN 

1 
x = C¡(x) = 1 + x2 • dé modo que 

Así, jg, '(x)I = 2 lxl/( 1 + x2)' < 1 para cualquier x, ya que 4x'/( 1 + x')' = 4x'( 1 + 4x' + 
se tiene convergencia para cualquier x0 .. Si se elige x11 = 1, se obtiene (figura 402) 
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)< 1, de modo que 

X¡ = 0.500, Xz = 0.800, X3 = 0.610. X4 = 0.729, X5 = Q.65), X5 = 0. 701, • • ' . 

La solución exacta hasta 6D es s = 0.682328. La ecuación también puede escribirse como 

x = g2 (x) = 1 - x 3 . Entonces 

y Jo anterior es mayor que I cerca de la solución, de modo que no es posible esperar convergencia" Hacer 

x0 = 1, x0 = 0.5, x., = 2 y ver qué sucede. 1 

1.0 

05 1,0 
,,__,_ 

Figura 402. Iteración del ejemplo 2. 

Método de Newton para resolver ecuaciones f{x) = O 

El método de Newton o método de Newton-Raphson9 es otro método iterativo para 
resolver ecuaciones/(x) = O, en donde se supone queftiene una derivada continua.f. 
El método es bastante usado debido a su sencillez y gran rapidez. La idea subyacente 
es que la gráfica defse aproxima por medio de tangentes idóneas. Usando un valor 
aproximado x

0 
que se obtiene a partir de la gráfica de/, se hace que x I sea el punto de 

intersección del eje x y la tangente a la curva def enx0 (figura 403). Así, se tiene que 

tan f3 por tanto, 

9 JOSEPH RAPHSON (1648·1715) Matemático inglés, quien publicó un método semejante al de 
Newton. Para conocer los detalles históricos, consultar la obrada indicada como referencia [2], pag. 
203, que se menciona en el apéndice l. 
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;r 

Figura 403. Método de Newton. 
1 

En el segundo paso se calcula x
2 

= x 1 -.f(x1)/f(x1); en el tercer paso x3 se calcu' 
partir de x, aplicando la misma fórmula, etc. Por tanto, así se obtiene el algoritmo 
se muestra en la tabla 18-1. La fórmula (5) de este algoritmo también puede obte~ 
a partir de la fórmula de Taylor (ver el problema 20). 

Tabla 18-1 
Método de Newton para resolver ecuacionesfix} = O. 

ALGORJTMO NEWTON (JJ', x0, E, N) 

Este algoritmo calcula una solución de/ (x) = O dada una aproximación inicial 
Xo (valor inicial de la iteración). Aquí la función/ (x) es continua y posee una 

derivada continua/' (x). 

2 

3 

4 

5 

ENTRADA: Aproximación inicial x0, tolerancia E > O, 
número máximo de iteraciones N. 

SALIDA: Solución aproximada x
11 

(n ;;á N) o mensaje de falla. 

Paran= O, 1, 2, · · · N- 1, ejecutar: 

Calcular f' (x). 

Si/'(x) = O, entonces dar como SALIDA "Falla". Detener el 

- proceso. 
· [Procedimiento terminado sin éxito] 

Fin 

O bien, calcular 

(5) 

Si x
11

.,.
1 
-x

11 
entonces dar como SALIDA x,,+¡ · Detener el proceso. 

[Procedimiento terminado con éxito] 

Dar como SALIDA "Falla". Detener el proceso. 

[Procedimiento terminado sin éxito después de N iteraciones] 

·Fin de NEWTON 

'') /11 . ··¡ ' '') 1 ) : ') ) } ) ) ), ) . ). ) 
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Si sucede que.f' (x,,) = O para alguna n (ver el segundo renglón del algoritmo), 
entonces se intenta con otro x

0
• El tercer renglón constituye el meollo del método de 

Newton. La desigualdad del renglón 4 es el criterio de terminación; si se cumple, 
entonces se ha llegado a la exactitud deseada de la aproximación y el algoritmo se 
detiene. En el renglón 5 se proporciona otro criterio de terminación necesario porque el 
método de Newton puede divergir o porque el primer x0 pudo ser tan deficiente que no 
se llegará a la exactitud deseada en un número razonable de iteraciones. Entonces se 
intenta con otrox

0
• Si/(x) = O tiene más de una solución, entonces diferentes elecciones 

de x
0 

pueden producir soluciones distintas. También, es posible que algunas veces una 
sucesión iterativa converja a una solución diferente a la esperada. 

Ejemplo 3. Raíz cuadrada. 

Establecer una iteración de Newton para calcular la raíz cuadrada :e de un número positivo dado e y 

aplicarla a e = 2. 

Solució11. Se tiene x = fc, de dondeJ{x) = x2 - e= O,f' (:e)= 2x y (5) asume la fonna 

= .!. (x + ..:..) 2 . n Xn . 

Para e= 2, al elegir :e,.= 1 se obtiene 

X¡ = 1.500 000, X2 = 1.416 667, X3 = 1.414 216, 1.414 214, · · · . 

x, es exacto hasta 6D. 

Ejemplo 4. Iteración de una ecuación trascendente. 

Encontrar la solución positiva de 2 sen x = x. 

So/ució11. Haciendof(x) = x - 2 sen x se obtieneP (x) = 1 - 2 cos .r, y con (5) se obtiene 

A partir de la gráfica de/se concluye que la solución está próxima a •o= 2. Se calcula 

n -"n Nn Dn Xn+l 

o 2.00000 3.48318 1.83229 1.90100 

1 1.90100 3.12470 1.64847 1.89552 

2 1.89552 3.10500 1.63809 1.89550 

3 1.89550 3.10493 1.63806 1.89549 

x, = 1.89549 es exacto hasta 5D, ya que la solución hasta 6D es 1.895494. 

Ejemplo 5. El método de Newton aplicado a una ecuación algebraica. 

Aplicar el método de Newton a la ecuación f(x) = x' + x - 1 = O. 

So/ució11. Por (5) se tiene que 

) ) ':) ) ) 1 J, .J, ) i ) 
•''¡ ·'¡ ··' ···" : : 

) ) ) 

1 

.:,, 
j 

1 

1 
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Empezando con x0 = J se obtiene 

X¡ = 0. 750 000, X2 = 0.686 047, X3 = 0.682 340, X4 = 0.682 328, • · • 

en donde X4 es exacto hasta 6D,, Al compara1 con d 1.::jc::1npio 2 se observa que ia presente convergenc{ 
mucho más rápida, Este hecho puede motivar el concepto de orden de un proceso de iteración, q~· 
analizará a continuación. 

Orden de un método de iteración. Rapidez de convergencia 

A continuación se verá cómo es posible caracterizar la calidad de un método de it 
ción juzgando la rapidez de convergencia, como se muestra a continuación. ' 

Sean x
11
+ 1 = g(x

11
) que define un método de iteración y x qµe se aproxima a i 

solución s de x = g(x). Así, x = s - e , en donde e es el er:.~r de x . Suponer qut 
11 11 11 11 .~· 

es diferenciable varias veces, de modo que al aplicar la fórmula de Taylor se obtie: 

(6) 
g(s) + g'(s)(xn - s) + fg"(s)(xn - s) 2 + · · · 

g(s) g' (s)En + !g"(s)t:/ + · · · . 

El exponente de E 
II 

en el primer término que no desaparece después de g(s) se den. 
mina orden del proceso de iteración definido por g. Este orden mide la rapidez · 
convergencia. 

Para ver lo anterior, a ambos miembros de (6) se resta g(s) = s. Luego, en 
izquierda se obtiene x 11+,J s = :- E 

11
+ 1, en donde E

11
+ 1 es el enor de x,;+ 1, y en la derec 

la expresión que queda es casi igual a su primer término diferente de cero porque je 
es pequeño en el caso de convergencia. Así, 

(7) (a) "n+l 

(b) "n+ 1 

+g'(s)En 

-fg"(s)t:/ 

en el caso de primer orden 

en el caso de segundo orden, etc. 

Por tanto, si en algún paso se tiene que E 
11 

= 1 o-k, entonces para el segundo orden; 
E

11
+1 = constante · 10-2k, de modo que el número de dígitos significativos casi se:. 

duplica en cada paso. · 

Por ejemplo, en el método de Newton, g(x) = x - f{x)I/' (x) y por diferenciación, 

f'(x) 2 - f(x)f"(x) 
g'(x) = 1 -

f' (x)2 

f(x)f 11(x) 

f'(x)2 

Como.f (s) = O, lo anterior muestra que también g' (s) = O. Entonces, el método de, 
Newton es por lo menos de segundo orden. Si de nuevo se extrae la derivada y se 
hace x = s, se encuentra que 

(8) g"(s) 
f"(s) 

f' (s) ' 

que, en general, es diferente de cero. Así se demuestra el 

' @ w> 0) e e, ( (: (; ; 1: ( ( ( r ( e ' ( ( (l () e, e·~ -:..• 
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Teorema 2 (Convergencia de segundo orden del método de Newton) 

Sif{x) es tres veces diferenciable y f y f' son diferentes de cero en una solución s de 
_f{x) = O, entonces para x 0 siificientemente próximo a s, el método de Newton es ae 
segundo orden. 

Comentario. Para 1:;l método de Newton, (7b) se vuelve, por (8), 

(9) 

Elemplo 6. Estimación previa del error. 

En el ejemplo 4, usar.x
11 

= 2 y x
1 
= 1.901 para calcular cuántas iteraciones son necesarias para obtener la 

solución hasta SD de exactitud Esta es una estimación a priori o estimación previa porque es posible 
calcularla sólo después de una iteración, antes de efectuar iteraciones adicionales, 

Solución. Se tiene 

f"(s) f"(x1) 2 sen x 1 ----- - =0.57. 
2f'(s) - 2f'(x1) - 2(1 - 2 cos x 1) 

Por .tanto, al aplicar (9) se obtiene 

en donde M = 2" + 2"·1 + · · + 2 + 1 = 2" 1 - l .. A continuación se demostrará que e., = -0.1 1. En 
consecuencia, Ja condición se vuelve 

0.57MO.J 12"+ 2 = 5 • J0- 6 • 

Por ta·nto, n ;= 2 es la menor n posible, según está cruda estimación. lo cual concuerda bien con el 
ejemplo 4. 

E o= -oº 1 1 se obtiene a partir de E 1 - E u= (E 1 - s) - ( E u - s) = - .. 'f. +XII= o l º· por tanto, E 1 = E u+ 

O.JO= -0.57e u' o 0.57 e 
0

1 + e u + O. 1 O = O. con lo que se obtiene e u= -0.1 J. 11 

Dificultades en el método de Newton pueden presentarse si Jf' (x)I es muy pequeño 
cerca de una solución def{x) = O o, geométricamente, si la tangente dej{x) en el punto 
de intersección casi coincide con el eje x (de modo que puede ser necesario usar 
doble precisión a fin de obtenerj(x) y f' (x) lo suficientemente exactas). Así, para 

valores x = s lejanos a una solución s sigue siendo posible obtener pequeños valores 
funcionales 

R<s> = J<s>. 

En este caso, se dice que la ecuación./{.~_),;=-G está mal condicionada. R( s ) se deno
mina residuo def{x) en. s. Por tanto, Ú;; residuo pequeño garantiza un pequeño error 

de s sólo si la ecuación 110 está mal condicionada. 

Ci o .,.• e . 
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Ejemplo 7. Una ecuación mal condicionada. 

/(x) = x' - 10...,x = O está mal condicionada .. x = O es una solución.f'(O) = 1 O_, es pequeña. En s = 0.1 
residuoj{O. I) = 2 · 1 Ox-• es pequeño, pero el error-0.1 es más grande en valor absoluto por un facto 
5000. Proponer un ejemplo más drástico. · 

Método de la secante para resolver ecuaciones f(x) = O 

Si en el método de Newton se sustituye la derivada/' (x) por el cociente de diferenc · 

entonces se obtiene el método de la secante. 
Así, en vez de (5) se tiene 

(10) 

Geométricamente, el eje x es cortado en x,,+¡ 
0

por la secante dej{x) que pasa por P,¡; 
y P,, en la figura 404. Se requieren dos valores iniciales x0 y x 1, pero así se evita 
calculo de las derivadas. El método no es tan bueno como el de Newton (ver la o · 
[E 16) citada como referencia en el apéndice 1 }, aunque es preferible si para calcu 
una/' (x) se requiere más de la mitad de las operaciones necesarias para calcular u 
f (x). El algoritmo es semejante al del método de Newton, como se pide demostrar 
estudiante. No es recomendable escribir ( l O) como 

Xn_ if(xn) - xnf<xn-1) 

f(xn) - f(xn-1) 

~orque esto puede producir la 1:'érdida de dígitos significativos si x,, y x,,_1 son casi. 
iguales. (¿Puede ver esto a partir de la fórmula?) 

y 

X 

Figura 404. Método de la secante. 

Ejemplo 8. Método de la secante. 

Encontrar la solución positiva de/(<)= x - 2 sen x = O aplicando el método de la secante, empezando 
desdex,, = 2.x, = L9. 

Solució11. Aquí, ( 10) es 

ElJCIÓN DE ECUACIONES. POR ITERACIÓN 

Los valores numéricos son 

11 

1 
2 
3 

2.000 000 
1.900 000 
1.895 747 

1.900 000 
1.895 747 
1.895 494 

-0.000 740 
-0.000 002 

o 

x, = 1.895494 es exacto hasta 6D. Ver el ejemplo 4. 

417 

-0.174 005 -0.00<Í 253 
-0.006 986 -0.000 252 

o 

1 

El método de bisección (que es más bien deficiente) y el método de falsa posi
ción (regula falsi) serán considerados en los problemas de la seccic;'in. 

Problemas de la sección 18.2 

Iteración de punto fijo 

l. ¿Por qué se obtiene una sucesión monótona en el ejemplo 1, pero no en el ejemplo 2? 

2. Realizar las iteraciones indicadas a final del ejemplo 2. Trazar una figura semejante a la 
figura 402. 

3. Calcular la solución de x4 = x + 0.12 cerca de x = O transfonnando algebraicamente la 
ecuación a la fonna (2) y empezando desde x0 = O (SS= 8 díghos significativos). 

4. La ecuación en el problema 3 tiene una solución cerca de x = 1. Calcularla para 
x=Vx+0.12, empezandodesdex0 = 1 (SS). 

5. Usar iteración para demostrar que la menor solución positiva de x = tan x es aproximada
mente4.49. Sugerencia. A partir de las gráficas dex y tan x concluir que una solución está 
próxima a x0 = 37t/2; escribir la ecuación en la fonna x = 7t + are tan x. (¿Por qué?) 

6. Resolver x = cos x por iteración (x0 = 1, 20 pasos, 6S.) 

7. Demostrar que x = cos x puede transfonnarse ax= 1 - (sen 2 x)/( 1 + x) y que 15 pasos con 
x 0 = f proporciona x = O. 739085 (exacto hasta 6S). 

8. Demostrar que x = cos x puede transfonnarse a (x cos x) 1' 2 = x, con lo que se obtiene el 
resultado del problema 7 con 6 pasos. 

9. Demostrar que si ges continua en un intervalo cerrado I y su rango está en /, entonces la 
ecuación x = g(x) tiene por lo menos una solución en ese intervalo. Ilustrar que puede 
tener más de una solución. 

10. ¿De qué orden son los procesos en el ejemplo 1? 

Método de Newton 

Calcular la solución (hasta 60 de exactitud) por el método de Newton, empezando desde el x0 

dado. (Primero intentar trazar la gráfica de la función, a fin de ver qué sucede.) 

11. xª 5x + 3 = o, Xo = 2 12. X = ces x, Xo = 1 

13. xs + 0.85x 4 + 0.7x3 - 3.45x2 l. lx + 1.265 = º· Xo = 1 

14. e-x - tan x = º· Xo = 1 15. sen x = cot x, Xo = 
16. X + In x = 2, Xo = 2 17. e-:r:2 - X, Xo = 0.5 

18. Diseñar una iteración de Newton para Vc (e > O). Usar Jo anterior para calcular 
..fi.. Vi., ifi, if2,(6D,x0 =2) 

1 

., ¡ 
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19. Diseñar una iteración de Newton para las raíces cúbicas y calcular V7 (6D, Xo = 2). 

20. Obtener la fónnula del método de Newton por truncamiento de la serie de TayloL 

Método de la secante 

Resolver el problema dado aplicando el método de la secante, usando x0 Y x, como se indi'" 

21. Prob. 11; x
0 

1.5, x
1 

= 2 22. Prob. 14; x0 1, x 1 = 0.7 
23. Prob. 15; x

0 
I, x

1 
= 0.5 24. Prob. 12; x 0 = 05, x 1 = 1 

Método de bisección y método de falsa posición 

26. (Método de bisección). Este método sencillo pero de lenta convergenci_a para en:ont 
una solución def{x) = O con/continua se bapa en el teorema del valor mtermed10, q 
establece que si una función continua/tiene signos opuestos en algunos x = a Y x = b ( 
a); es decir, que si sucedef{a) < O,f{b) > O of{a) > O,f{b) < O, entoncesfde?e ser O 
alguna parte de [a, b]. La solución se encuentra por bisección re~e_t!da del _1ntervalo 
eligiendo en cada iteración la mitad que también satisface esta cond1c1on del signo. Ese. 
bir un algoritmo para ejecutar el método de bisección, resolver cos x = x, tomando a= 
(, = 1, y comparar la rapidez con lá del problema 12. 

Encontrar una solución de las siguientes ecuaciones aplicando el 
iteraciones) 
26. 

28. 

30. 

e-X In x, = 1, b = 2 27. eX + x4 + X = 2, a = O, b = = a 
x3 2x2 + 6x 10, a = 1.7' 29. x2 In x + 3, a = 1, b = 2 -
b = 1.8 

(Método de falsa posición; regula falsi). En la figura 405 se muestra la idea. Se supon 
que/es continua. Calcular la abscisa al origen c0 de la recta que pasa por (ao,fi 0 o), bo; 
f{b

0
)). Sif{c

0
) = O, entonces ya se ha tenninado. Si/(a0)/(c0 ) <~(como en la figura 405} 

se hace a
1 

= a
0

, b
1 

= c
0 

y se repite a fin de obtener el' etc S1/(a0)/(c0) > O, entonces_ 

f{c
0
)1(b

0
) < O y se hace a 1 = c0, b 1 = b0, etc. Demostrar que 

b0f(a0) 

f(ao) 

y escribir un algoritmo para ejecutar este método. [En general, el método es d~ _primer 
orden y es aceptable para empezar, aunque no debe aplicarse cerca de una soluc1on.] 

Figura 405. Método de falsa posición. 

·' ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( e e 1 e 
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18.3 

Encontrar todas las soluciones reales de las siguientes ecuaciones aplicando el método de falsa 
posición. 

31. x 3 = 5x + 6 32. COS X = 'Vx 33. x 4 = 2 

34. En el problema 33, los valores aproximados de la solución positiva siempre son algo 
menores que el valor exacto de la solución. ¿Por qué? 

INTERPOLACIÓN 

Interpolación significa encontrar valores funcionales (aproxirnados)j(x) para una x 
entre valores x diferentes x0 , x 1, • • • , x,, para los que están d,,dos los valores dej{x). Lo 
anterior se conoce a partir de una tabla de logaritmos, o puede pensarse que se tienen 
valores registrados (temperaturas, resultados de censos como en el problema 54 de 
los problemas de la sección 1. 7, etc.) Así, los valores dados 

pueden provenir de una ''función matemática" definida por una fórmula o de una 
''función empírica" que resulta de la observación o de la experimentación. 

Así pues, una idea normal en la interpolación es encontrar un polinomio p
11
(x) de 

grado n (o menor) que asuma los valores dados; así, 

(1) 

Este p
11 

se denomina polinomio de interpolación y x0, • • • , x,, se denominan nodos. Sifix) 
es una función matemática, entonces P,, se denomina aproximación def(o aproxinrn
ción polinómica, ya que existen otras clases de aproximaciones, corno se verá posterior
mente). p., se usa para obtener valores (aproximados) defparax que están entrex0 y x,, 
("interpolación") o que algunas veces están fuera del intervalo ("extrapolación"). 

Existencia y unicidad. p
11 

que satisface ( 1) para datos específicos existe: a continua
ción se proporcionarán fórmulas pata p

11
• p

11 
es único. En efecto, si un polinomio q

11 

también satisface q,,(x0) = fo, · · · , q
11
(x

11
) =.(,,, entonces p

11
(x) - q

11
(x) = O en x0 , • " • , x

11
, 

pero un polinomio p
11 

-q,, de grado n (o menos) con 11 + 1 raíces debe ser idénticamente 
cero, corno se sabe por álgebra; así,p,, = q

11
, con lo que se ha demostrado la unicidad. 

Cómo determinar p . Esta es una importante pregunta práctica. Se contestará expli
cando varios método; estándares. Para datos específicos, con tales métodos se obtie
ne el mismo polinomio, por la unicid3;d recientemente demostrada (¡que por esto 
reviste interés práctico!), aunque en varias formas, que difieren en la cantidad de 
esfuerzo computacional para determinarlas. 1 

Interpolación de Lagrange 

Dados (x0,j0), • · · , (x,,,f,,) con xi arbitrariamente espaciado, Lagrange tuvo la idea de 
multiplicar cadafj por un polinomio que es I en x1 y O en los demás II nodos, y luego 

'· 
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efectuar la suma de estos 11 + 1 polinomios a fin de obtener el único polinomio 
interpolación de grado menor o igual que 11. Empezando con el caso más simp 
enseguida se verá cómo funciona lo anterior. 

La interpolación lineal es interpolación mediante la recta que pasa por (x0,.fo), ( · · 
J;); ver la figura 406. Así, debido a esta idea, el polinomio lineal de Lagrange p , 
una suma p 1 = L 0 fo + L 1 .t;, en donde L I es el polinomio lineal que es igual a I e~ 
y O en x 1; de manera semejante, L 1 es O en x0 y I en x 1• Resulta evidente que 

Con lo anterior se obtiene el polinomio lineal de Lagrange 

(2) 
X - X Xo 
---·.fo+ ·f 
Xo - X¡ Xi - Xo 1· 

y 
Error 

1 
f(x) 

1/o ,P¡() 
1 1 1 

X¡ 

Figura 406. Interpolación lineal. 

tjemplo 1. Interpolación lineal de Lagrange. 

Calcular In 9.2 a partir de In 9.0 = 2.1972, In 9.5 = 2.2513 por interpolación lineal de Lagrange y 
determinar el error a partir de In 9.2 = 2.2192 (40). 

Solución. x0 = 9.0, x 1 = 9 5J0 = in 9.0..(0 = In 9.5. En (2) se requiere 

L (9_2) = 9.2 - 9.5 = 
o 9.0 - 9.5 0.6, 

9.2 - 9.0 
L¡ (9.2) = 9.5 - 9.0 = 0.4 

y se obtiene la respuesta 

In 9.2 = p 1 (9.2) = L 0 (9.2)f O + L.1 (9.2)f 1 = 0.6 · 2.1972 + 0.4 · 2.2513 = 2.2188. 

El error es e = a - a = 2 . .2192 - 2.2188 = O. 0004. Por tanto, la interpolación lineal no es suficiente aquí 
para obtener 40 de exactitud; debe ser suficiente para JD de exactitud. 1 

La interpolación cuadrática es interpolación de los puntos dados (x0 ,.fo), (x,J;), 
(x2 , J;) mediante un polinomio de segundo grado pi(x), lo cual según la idea de 
Lagrange es 

(3a) 
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L 0(x) 
/0 (x) (x - x 1)(x - x 2) 

lo<xo) (Xo - X¡)(Xo - Xz) 

(3b) L¡(X) 
11 (x) (x - Xo)(X - X2) 

/ 1 (x1) (x1 - x 0)(x1 - x2) 

L 2(x) 
/2(x) (x - x 0)(x - x 1) 

-------
l2<x2) (X2 - Xo)<x2 - X¡) 

¿Cómo se obtuvo esto? Bien, el numerador se hace L/x) = O si} ,t,. k, y el denomina
dor se hace Lk(xk) = l debido a que es igual al numerador en x = xk·· 

Ejemplo 2. Interpolación cuadrática de Lagrange. 

Calcular In 9.2 aplicando (3) a partir de los datos del ejemplo l Y In 11.0 = 2.3979. 

Solución. In (3), 

= (x - 9-5 )(x - l l.O) = x 2 - 20.5x + 104.5 
Lo(x) (9.0 - 9.5)(9.0 - 11.0) ' 

L.0 (9.2) = 0.5400, 

- (x 9.0)(x - 11.0) - - _I_ (x2 - 20x + 99) 
L¡ (x) - (9.5 - 9.0)(9.5 - 11.0) - 0.75 . ' 

L 1 (9.2) = 0.4800, 

(x - 9.0)(x - 9.5) 1 2 
L2(x) = (11.0 - 9.0)(1 LO - 9.5) = 3 (x - 18.5x + 85.5), 

L.2(9.2) = -0.0200, 
~ 

de modo que con (3a) se obtiene, exacto hasta 40, 

In 9.2 = p 2(9.2) = 0.5400 · 2.1972 + 0.4800 · 2.2513 - 0.0200 · 2.3979 = 2.2192. 

Interpolación polinómica general de Lagrange. Para 11 en general se obtiene 

(4a) f(x) = Pn(x) 

en donde Lk(x
1

) = 1 y O en los otros nodos. Esto se obtiene si se toma 

/0 (.x) (x - x 1)(x - x 2) • · · (~ - xn), 

(4b) lk(x) (x - x 0) • · • (x - xk_ 1)(x - Xk+l) . · · (x - xn), 0 < k < 11, 

ln(x) (x - x 0)(x - x 1) · · · (x - xn-1>· 

Es fácil ver que p (xk) = fk. En efecto, al analizar (4b) se observa que 11.(xk) = O si} 
;e k, de modo que

11
para x = xk, la suma en (4a) se reduce al simple término (/k(xk)/ 

lk(xk))h =k 

l. 

•') · 7)_ ) ') 1 ) ) J. ) / ) ) ) ) ·) ) ') ) ') ) ) ) ') ·) ) ) 1 ) ,'J \) 1
) -';):) ) j) U ) ) ,:j ) y J ) D iS) \) ) {) f[i) :rf¡ ':0 :!§) rt~ ~W, rj, 

' \ ,i 
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MÉTODOS NUMÉRICOS EN GENE'·. 

Estimación del error. Si/es en sí un polinomio de grado n (o menos), entonces de 
coincidir conp,, porque los n + 1 datos (x0 ,fo), · · ·, (x,,,f,,) determinan un polinomi 
de manera única, de modo que el error es cero. Así, el/especial tiene su (n + 1)-és· ' 
derivada idénticamente cero. Lo anterior hace plausible que para un.f general su (n. 
1)-ésirna derivada/<11+ 1> debe medir el error E ,,(x) =f{x) - p

11
(x). Es posible demostr' 

que esto es ciert? si.f<11+i¡ existe y es continua, y que, con una t idónea entrex0 )'. x,, 
entre x0 , x,, y., s1 se extrapola), 

(5) En(x) f(x) - Pn(x) 

Por tanto, E ,,(x) = O en los nodos. También, se obtienen cotas del error al tomar lo·· 
valores menor y mayor de/<11+ 1>(t) sobre el intervalo x0 ;;;;: t ;;;;:x,, (o sobre el intervalo: 
que también contiene ax, en caso de que se extrapole). Lo que es más importante:' 
como p

11 
es único, como acaba de demostrarse, entonces se tiene el siguiente 

Teorema 1 (Error de Interpolación) 

Con la fónnula (5) se obtiene el error para cualquier método 
polinómica si la (n + l)-ésima derivada def{x) es continua. 

Ejemplo 3. Estimación del error de la Interpolación line11I. Daño por redondeo. 

Estimar el error en el ejemplo I aplicando la expresión (5). 

Solución. n = 1 .((1) = In t,f '(t) = 1/t.("(I) = -1//2, de donde 

(-1) 
E¡ (.X) = (.X - 9.0)(x - 9.5) 

212 
así 

Con t d 9.0 se obtiene el máximo 003/92 = 0.00037 y con t = 9.5 se obtiene el mínimo 0.03/95 2 = 
0.00033, de modo que se obtiene 0.00033:;; E 1 (9.2):;, 0.0003 7 o, lo que es mejor, 0.00038 porque 0.3/81 
= 0.003703 · 

Pero el error 0 .. 0004 en el ejemplo I no concuerda, por lo que es posible aprender algo Al repetir el 
cálculo con 50 en vez de con 40 se obtiene 

In 9.2 = p 1(9.2) = 0.6 ·· 2.19722 + OA · 2 . .25129 = 2.21885 

con un error real E = 2.21920 - 2.21885 = 0 .. 00035, que está satisfactoriamente próximo a la mitad entre 
las dos cotas para el error. 

Lo anterior muestra que la discrepancia (0.0004 contra 0.00038) fue causada por el redondeo, que no 
es tomado en cuenta en (5) 1 

Interpolación de Newton con diferencias divididas 

En la práctica, a menudo no se conoce el grado del polinomio de interpolación con el 
que se obtendrá la exactitud requerida, por lo que es necesario prepararse para incre
mentar el grado en caso de ser necesario. Mientras que en la interpolación de Lagrange 
seria necesario un polinomio totalmente nuevo, en la interpolación de Newton es 

L~ ) 
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posible usar el trabajo ya realizado y simplemente agregar otro término, como se 
mostrará a continuación. Sea p

11
_1(x) el (n - l)-ésir110 polinomio de Newton (cuya 

forma se determinará posteriormente); así,p,,_ 1(x0) =.fo,·· ·,p
11

_ 1(x,,_ 1) = f,,_ 1• Además; 
el n-ésimo polinomio de Newton se escribirá como 

(6) 

con 

(6') 

a detenninar de modo que p
11
(x0) = / 0, · · · , P,,(x,,) =f,,. 

Como p
11 

y P,,.
1 

coinciden en x0, • • • , x,,_ 1, se observa que g
11 

es cero ahí. También, 
por lo general g

11 
es un polinomio de grado n porque este es el grado de p

11
, en tanto 

que p,,_
1 

puede ser cuando mucho de grado n - 1. Así, g
11 

debe ser de la forma 

(6") 

A continuación se determinará la constante a,,. Para lograrlo, se hace x = x,, y (6") se 
resuelve algebraicamente para a,,. Al sustituir g

11
(x

11
) según (6') y usar p,,(x,,) = /,,, 

se observa que con lo anterior se obtiene 

(7) 

Se demostrará que ak es igual a la k-ésíma diferencia dividida, que se denota y 
define recursivamente como 

ll ¡ 

ª2 

y en general 

(8) 

f[x0 , x 1] 
f1 fo 

X¡ Xo 

f[x0 , x 1 • .x2) 
f[X¡, X2] f[xo, X1] 

X2 XO 

f[x 1 , • · • , x1cl - f[x0 , • • · , x1c_ 1] 

xk - Xo 

Demostración. Si n = 1, entonces p
11

_ 1 (x,,) = p 0(x 1) = fo, de modo que con (7) se 
obtiene 

f1 - Po(X¡) f I - fo 
o

1 
= = f[x0 ,x1]. 

X¡ - Xo X¡ - Xo 

y con (6) y (6") se obtiene el polinomio de interpolación de Newton de primer 
grado 

1 ¡ 
i 
t ¡ 
~-
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Sin= 2, entonces con estep 1 y con (7) se obtiene 

f2 - Ío - (X2 - Xo~f[Xo, X1] 

(X2 - Xo)<x2 - X¡) 

en donde la última igualdad se obtiene por cálculo directo y por comparación co 
definición del miembro derecho. (Comprobar este hecho.) A partir de (6) y (6''. 
obtiene entonces el segundo polinomio de Newton 

Paran= le, al aplicar la fórmula (6) se obtiene 

Con p
0
(x) = fo por aplicación repetida c,on k = 1, · · · , n, finalmente se obtien/ 

fórmula de interpolación con diferencias divididas de Newton. 

(10) 

f(x) = f
0 

+ (x - x
0
)f[x0 , x 1] + (x - x 0 )(x - x 1).f[x0 , xl' x 2] 

+ · · · + (x - x 0 ) • • · (x - xn_ 1 )f[x0 , • • • , xn]. 

En la tabla 18-2 se presenta un algóritmo .. En el primer ciclo "do" (de ejecución) 
calculan las diferencias divididas y en el segundo, el valor deseado Pn (x). 

En el ejemplo 4 se muestra cómo arreglar diferencias próximas a los valores· 
partir de los cuales se obtienen; las últimas siempre están a medio renglón hac( 
arriba y medio renglón hacia abajo en la columna previa. Tal arreglo se denomin'' 
tabla de diferencias (divididas). 1, 

Ejemplo 4. Fórmula de interpolación con diferencias divididas de Newton .. 

Caicular/(92) a partir de los valores dados. 

Xj f; = f(X;) f[X;, Xj+l] f[x;, Xj+l• Xj+2J 

8.0 ( 2.079 442) 
( o. 117 783) 

9.0 2.197 225 (-0.0006 433) 
o. 108 134 (o.ooo 411) 

9.5 2.251 292 -0.005 200 
0.097 735 

Ji.O 2.397 895 

So/r,ción. Las diferencias divididas se calculan como se muestra Cálculo por muestreo: (0.097735 
·- O. 108 134 )/( 11 - 9) = -0.005200 .. Los valores que se requieren en ( 1 O) están encerrados en un círculo. 
Se tiene 

) ) :) ) ) ) 
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f(x) = p3(x) = 2.079 442 + O. 11( '783(x - 8.0) - 0.006 433(x - 8.0)(x - 9.0) 

+ 0.000 4ll(x - 8.0)(x - 9.0)(x - 9.5¡. 

En x = 9.2, 

!(9.2) = 2.079 442 + º· 141 340 - 0.001 544 - 0.000 030 = 2.219 208. 

El valor e~acto hasta 6D es./(9.2) = In 9.2 = 2.219203, Observar que puede verse satisfactoriamente 
cómo la exactitud aumenta de ténnino a ténnino: 

P¡ (9.2) = 2.220 782, Pz(9.2) = 2.219 238, P3(9.2) = 2.219 203. 

Tabla 18-2 
Interpolación de Newton con diferencias divididas 

ALGORITMO INTERPOL (x0, • · · x,,;fo, · · ·,/,,; x) 

Este algoritmo calcula una aproximación p
11 

(x) de f (x) en x. 

ENTRADA: Datos (x0,.fo), (xpJ¡), · · ·, (x11,f11 ); x 
SALIDA: Aproximación P,, (x) de f(x) 

Hacer/ [x) = .f¡ (j = O, · · · , 11). 

Para m = 1, · · ·, n - l, ejecutar: 

Para}= O, · · · , n - m, ejecutar: 

f[xj, · · · , xi +ml 

f[Xj+l• · · · , ;í+ml - f[x;, · · · , Xj+m-11 

xj+m - xi 

Fin 

Fin 

Hacer p 0(x) = fo. 

Para k = 1, · · · , n, ejecutar: 

1 pk(x) = Pk-1 (x) + (x - Xo) ... (x - xk_¡)Í[Xo, . .. 'xk] 

Fin 

SALIDA p n (.x) 

Fin de INTERPOL 

') ) ) ' ) ,i) ') ) 
~, ' - ' 1 

) ) ) ) ))))))),.~) 

1 

1 
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Separación igual: Fórmula de interpolación con diferencias 
hacia adelante de Newton 

La fórmula de Newton (10) es váiida para nodos aróirrariameníe espaciados como 
pueden ocurrir en la práctica en experimentos u observaciones. Sin embargo, en muchaií 
aplicaciones las x

1 
están separadas de manera regular, por ejemplo, en tablas de fun- . 

ciones o en mediciones a intervalos regulares de tiempo. Así, es posible escribir 

Se demostrará cómo en este caso se simplifican (8) y ( 1 O). 
Para empezar, !a primera diferencia hacia adelante def en x1 se define como 

éi.fj = Íj+l - Íj, 

la segunda diferencia hacia adelante de f en x
1 

se define como 

é,.2fj = é,.fj+l - é,.fi, 

y, continuando de esta manera, la k-ésima diferencia hacia adelante def en x1 se 
define como 

(12) (k = 1, 2, · · ·). 

A continuación se proporcionan ~jemplos y la explicación de la expresión "hacia 
adelante". ¿Cuál es el interés de hacer esto? Se demostrará que si se tiene un 
espaciamiento regular (11), entonces 

(13) f[X . . . X ) = _I_ é,.lcf 
o• , 1c k!hk . o· 

Ahora, ( 13) se demostrará por inducción. Es verdadera para le= 1 porque x
1 

= x
0 

+ h, 
de modo que 

f[xo, x¡] = f 1 - fo = .!_ (f f ) 1 M 
x

1 
- x

0 
h 1 - o = LJh o· 

Suponiendo que ( 13) es verdadera para todas las diferencias hacia adelante de orden le, se 
demostrará que también se cumple para k + 1. Se aplica (8) con le+ 1 en vez de k, por lo 
quexk+I =x0 + (le+ l)h, que resulta de (11), y finalmente (12) conj= O. Así, se obtiene 

f[x 1 , • • · , x1c+il - f[x0 , • • • , x1cl 

(k + l)h 

(k + l)h [k!~11c éi.kf1 - k!~,, é,.kfo] 

l é,.lc+lf 
(k + l)!hlc+l . o 

e·, 0'· e· e (, (((((/(¡ (, (,C(/CCCOC 
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que es ( 13) con le+ 1 en vez de le. Se ha demostrado la fórmula ( 13 ). 1 

Por último, en (10) se hace x = x0 + rh. Entonces x - x
0 

= rh, x -x
1 

= (r - l)h 
porque x ¡ - x 0 = h, etc. Con lo anterior y ( 13 ), la fórmula ( 1 O) se vuelve la fórmula 
de interpolación con diferencias hacia adelante de Newton (o de Gregory 1º
Newton) 

f(x) = Pn(x) = s~O G) é,.•fo (x = x 0 + rh, r = (x - x 0 )/h) 

(14) 

= f + réi.f + r(r - l) Á 2 f + ... + r(r - 1) . . . (r - 11 + 1) Á n.fo 
· o o 2 ! o n! 

en donde los coeficientes binomiales en el primer renglón se definen como 

(15) G) = I, G) = _r(:...r_-_I-'-)(.;..r_-_2-'-)s_·!_·_·-'('--1'_-_s_+____:..I) (s > O, número) 

y s! = l · 2 ···s. 

Error. A partir de (5) se obtiene, con x - x0 = rh, x - x 1 = (r - 1 )h, etc., 

(16) 
J¡n+l 

E (x) = f(x) - p (x) = r(r - 1) · · · (r - 11)J<n+l)(t) 
n n (n + l)! 

con t como en (5). El siguiente ejemplo explica la aplicación. 

Comentarios sobre la exactitud. (A) El error E,,(x) es aproximadamente del orden 
de magnitud de la siguiente diferencia no usada enp/x). 

(B) Es necesario elegir x 0, • • • , x,, de modo que la x en que se interpola esté lo 
mejor centrada posible entre x0 , · · · , x,,. 

La razón que explica a (A) es que en ( 16) 

¡n+l(t) = é,.n+lj(t) 
J¡n+l 

).r(r - 1) · · · (r - n )1 ;;;¡¡ 
1 . 2 ... (11 + 1) 

si lrl ;;;¡¡ 1 

(y en realidad para cualquier r, en la medida en que no se extrapole). La razón 
para (B) es que lr(r - 1) · · · (r - n)I se vuelve lo más pequeño posible para tal 
elección. 

Ejemplo 5. Fórmula de Newton con diferencias hacia adelante. Estimación del error. 

Calcular cosh 0 .. 56 a partir de ( 14) y los cual ro valores en la siguiente tabla y estimar el e,ror 

11' JAMES GREGORY (1638-1675). matemático escocés, profesor en San Andrés y Edimburgo 
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j xi f; = cosh x; t::.f; t::,.2f; t::.ªf; 

o 0.5 ( LJ27 626) 
~~i) 

0.6 1.185 465 ( 0.011 s~) 
0.069 704 ~i0) 

2 0.7 1.255 169 0.012 562 
0.082 266 

3 0.8 1.337 435 

Solución. Las diferencias hacia adelante se calculan como se muestra en la tabla. Los valores necesari 
están encerrados en un círculo. En (14) se tiene r = (0:56 - 0.50)/0, 1 = 0.6, de modo que con (14) 

obtiene 

06( 04) 0.6(-0.4)(-1.4) 
cosh 0.56 = Ll27 626 + 0.6 · 0.057 839 + · ; · · 0.011 865 + ---6--- · O. 

= 1.127 626 + 0.034 703 - 0.001 424 + 0.000 039 = 1.160 944. 

Estimación del error. Por ( 16), como cosh<4 ) l == cosh /, 

0.1 4 
<
3

(0.56) = 4! · 0.6(-0.4)(- 1.4)(-2.4) cosh t = A cosh 1, 

en donde A= -0,00000336 y 05:;; t:;; 0.8. No se conoce 1, pero ni tomar el mayor y menór cosh ten ta
1 

intervalo se obtiene una desigualdad: 

A cosh 0.8 ;;; <3 (0.62) ;;; A cosh 0.5. 

Comof(x) = p 3(x) + e 3(x), con lo anterior se obtiene 

p 3 (0.56) + A cosh 0.8 ;;;; cosh 0.56 ;;;; p 3 (0.56) + A cosh 0.5. 

Valores numéricos son 

1.160 939;;; cosh 0.56;;; 1.160 941. 

El valor exacto hasta 60 es cosh 0.56 = 1 .160941, que eslá dentro de las cotas indicadas Tales cotas no : 
siempre son tan estrictas, También, no se consideran errores por redondeo, que dependen del numero de, 
operaciones efectuadas 1 

Este ejemplo también explica la expresión "fórmul.a con diferencias hacia ade
lante"; se observa que las diferencias en la fórmula tienden hacia adelante en la tabla 
de diferencias. 

Separación igual:' Fórmula de interpolación con diferencias 
hacia atrás de Newton 

En vez de diferencias que tienden hacia adelante también es posible emplear diferen
cias que tienden hacia atrás. La tabla de diferencias queda igual (los mismos núme
ros, en las mismas posiciones), excepto por un ligero cambio muy inofensivo en el 
subíndice.f (que se explicará en el ejemplo 6, a continuación). A pesar de lo anterior, 
exclusivamente por razones de conveniencia es normal introducir otra denominación 
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y notación para las diferencias como se muestra enseguida. La primera diferencia 
hacia atrás de f en x1 se define como 

la segunda diferencia hacia atrás de/ en x
1 

se define como 

y, continuando de esta manera, la k-ésima diferencia hacia atrás de/ en x. se define 
J 

como 

(17) vk-1¡. - vk-1¡. 
J J-1 (k I, 2, · · ·). 

Una fórmula semejante a (14) pero que implica diferencias hacia atrás es la fór
mula de interpolación con diferencias hacia atrás de Newton (o de Gregory
Newton) 

f(x)=pn(x) =.:te+:-') V 5 fo 

(18) 

(x = x0 + rh, r = (x - x0 )//z) 

r(r + 1) r(r + 1) · · • (r + n - J) 
=fo+ rv'fo + -2-.,-v2fo + ... + 1 vnfo· 

n. 

Ejemplo 6. Interpolaciones hacia adelante y hacia atrás de Newton. 

Calcular un valor hasta 7D de la función de Bessel J
11
(x) parax = 1. 72 a pa1tir de los cuatro valores que se 

proporcionan en la tabla siguiente, usando (n) la fónnula hacia adelante de Newton ( 14), (b) la fónnula 
hacia atrás de Newton ( 18) 

.Íror jback Xj Jo<X;> 1st Diff Znd Diff. 3rd Diff. 

o -3 l. 7 0.397 9849 
-0.057 9985 

1 -2 1.8 0.339 9864 -0.000 1693 
-0.058 1678 0,000 4093 

2 -1 1.9 0.281 8186 0.000 2400 
-0.057 9278 

3 o 2.0 0.223 8908 

Solución. El cálculo de las diferencias es el mismo en ambos casos Sólo es diferente la notación 

(n) Hacin adelante. En (14) se tiene r= (1.72 ~ 1 70)/0.1 = 0.2. yj vaiia desde O hasta 3 (ver la 
primera columna). En cada columna es necesario el piimer numero dado, por lo que con ( 14) se obtiene 

entonces 

1 
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J 0 (1.72) = 0.397 9849 + 0.2(-0.057 9985) + 0-2<; 0·
8

> (-0.000 1693) 

+ O.Z(-0. 8)(-1. 8) · 0.000 4093 
6 

= 0.397 9849 - 0.011 5997 + 0 .. 000 0135 + 0.000 0196 

= 0.386 4183, 

que es exacto hasta 6D; y el valor exacto hasta 7 D es O 3864185 
(b) Hacia atrás. Para ( 18) se usa !aj mostrada en la segunda columna, y en cada columna el últit 

número. Como r = ( l. 72 - 2.00)/0. 1 = -2.8, entonces a partir de ( 18) se obtiene 

J 0 (1.72) = 0.223 8908 - 2.8(-0.057 9278) + - 2·8~-l.
3

) · 0.000 2400 

+ - 2·8( - 1.3)( -0.8) • 0.000 4093 
6 

= 0.223 8908 + 0.162 1978 + 0.000 6048 - 0.000 2750 

= 0 .. 386 4184. 

Notación de la diferencia central 

Para las diferencias existe una tercera notación, que es de utilidad en ciertas fónn 
de interpolación (ver, por ejemplo, el problema 21 ), en derivación numérica qu 
analizará en la sección J 8.5, y en relación con ecuaciones diferenciales (capítulo 20 · 
Se trata de la notación de la diferencia central. La primera diferencia central dej(x 
en xj se define como 

ofi = fi+112 - Jj-112 

y la k-ésima diferencia central defix) en x1 se define como 

(19) (j 2, 3, · 

Por tanto, en esta notación una tabla de diferencias, por ejemplo para.f._¡,fo,J;,J;, es 
como sigue: 

X -1 f_l 
of -112 

o2fo Xo fo 
53f112 of 112 

XI Í¡ 52¡1 

8f31z 
Xz .f 2 

e e r < ( ( 
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Interpolación inversa 

El problema de determinar x paraj{x) dada se denomina interpolación inversa. Si.f 
es diferenciable y c(/ldx es diferente de cero cerca del punto en que la interpolación 
inversa habrá de efectuarse, entonces la inversax = F(y) dey=_j(x) existe localmente 
cerca del valor dado de f y es posible que F pueda aproximarse en esa vecindad por 
un polinomio de grado moderadamente bajo. Luego es posible efectuar la interpolación 
inversa tabulando F como una función de y y aplicando métodos de interpolación 
directa a F. Si djldx = O cerca o en el punto deseado, entonces es de utilidad resolver 
p(x) = J por iteración; aquí, p(x) es un polinomio que aproximafix) y J es el valor 
dado. 

Problemas de la sección 18-3 

l. Calcular p 1(x) en el ejemplo I a partir de In 9.4 = p
1
(9A). 

2. Estimar el error en el problema I aplicando la fórmula (5). 

3. Calcular el polinomio de Lagrange p,(x) para los valores hasta 4D de la función gamma 
[(24), apéndice 3.1 ]; a saber, r(I .OOf = 1.0000, r(I .02) = 0.9888, r(l .04) = 0.9784, y a 
partir de ese polinomio calcular aproximaciones de re 1.01) y r( 1.03). 

4. Calcular p,(x) en el ejemplo 2. A partir de este polinomio calcular aproximaciones de In 
9.4, In I O, In 10.5, In 11.5, In 12, calcular los errores usando valores exactos hasta 40, y 
hacer un comentario. 

S. Calcular el polinomio de Lagrange p,(x) para los valores hasta 4Q de la integral senoidal 
Si(x) [(40), apéndice 3.1 ]; a saber, Si(O) = O, Si( 1) = 0.9461, Si(2) = 1.6054, y a partir de 
p 2 calcular aproximaciones de Si(0.5) (= 0.4931, 4D) y Si( 1.5) e= 13247, 4D). 

6. A partir de e5) obtener cotas para el error para pi9.2) en el ejemplo 2. 

7. Calcular el polinomio de Lagrangep,(x) para los valores hasta 5D de la función errorfix) 
= fer x = (2 / .¡;) f ~ e-"'' dw, a saber ;/(0.25) = 0.27633,J(0.5) = 0.52050,fi 1) = 0 .. 84270, 
y a partir de p 2 calcular una aproximación de_/(0. 75) (= O. 711 16, 5D). 

8. A partir de (5) obtener una cota para el error en el problema 7. 

9. Establecer la fónnula con diferencias hacia adelante de Newton para los datos del proble
ma 3 y calcularla a partir de re 1 .o 1 ), re 1.03 ), re 1.05). 

10. Establecer la fónnula con diferencias divididas de Newton para los datos del problema 4 
y obtenerla a partir de p 2(x) en el problema 4. 

J l. Hacer lo mismo que en el problema I O para los datos del problema 7 
12. En el ejemplo 5 escribir la fónnula con diferencias hacia atrás con x general y luego 

aplicarla para comprobar cosh 0.56 en el ejemplo 5. 
13. Establecer la fónnula con diferencias hacia adelante de Newton para los datos del proble

ma 5 y obtenerla a partir de p/x) el problema 5. 

14. Usando e10), por interpolación cúbica calcularj(6 . .5) a partir dej(6.0) = 0.1506,/(7.0) = 
0.300 l ,}(7.5) = 0..2663,J( 7. 7) = 0.2346. 

15. Calcular J{0 .. 8) y f{0.9) a partir de/(0.5) = 0.479,_/(1.0) = 0 .. 841,}(2.0) = O 909 por 
interpolación cuadrática. 

16. Usando una tabla de diferencias, calcular la función de Bessel J 1(x) para 11 x= 0.1 (0.2)0.9 
a partir de J

1
(x) para x = 0(0.2)1.0 dada por O, 0.09950, 0 .. 19603, 0.28670, 0.36884 y 

0.44005, respectivamente . 

11 La notación estándar x = a(h)b significa x = a, a+ h, a+ 2h, · , b 

•I 
,1 
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18.4 

17. 
18. 

19. 

20. 
21. 

MÉTODOS NUMÉRICOS EN GENER 

Escribir las diferencias en la tabla del (,jemplo 5 en notación de diferencias centrales. · 
Calcular una tabla de diferencias dej(x) = x3 para11 x = O( 1 )5. Elegir x0 = 2 y escribir tod 
los números que ocurren, en términos de las notaciones de {a) diferencias centrales, { 
diferencias hacia adelante, (c) diferencias hacia atrás. 
Demostrar que ó''fm = t."fm-»t1 = V~f.n+nt1· 

Demostrar que 62./m = fm+I - 21,,, + fm.J• oY.n+lr.! = f.n+2 - 3f.n+I + 3fm -1,;,.r . 
(Fórmula de interpolación de Everett) Existen fóm1ulas que implican sólo diferencia' 
de orden par. Una de éstas especialmente útil es la fórmula de Everett · 

(20) f(x) = (] - r)fo + rf1 + (2 - r)(I 1- r)(- r) 52¡0 + "'-(r_+~~---:.. 
3. 

en donde r= (x - x
0
)lh. Aplicar esta fónnula para calcular e1 ·24 a partir de el. 1 = 3.004166 

el.2 = 3.320117, e13 = 3.669297, e14 = 4.055200. 

22. El error en la fónnula de Everett es 

(21) e(x) f(x) - p(x) ( r + ') h4 4 ¡<41(1), 

en donde p(x) denota el miembro derecho de (20) y x0 - h < t < x 0 + 2h. 
fónnula para obtener cotas para el error en el problema 21. 

23. Usar (20) para calcular Jo( 1. 72) a partir de Jo( 1.60) = 0.4554022 y Jo(!. 7), Ju( 1.8), J 0( 1.9), 
en el ejemplo 6. Observar que la exactitud es mayor que en el ejemplo 6, aunque el trabajo' 
computacional es menor. ¿Puede el lector explicar este hecho? 

24. CalcularJ
1
{x) parax= 0.1 (0.2)0.9 a partir deJ1(x) parax= 0.2(0.2)0.8 [dado en el proble

ma 16) aplicando la fónnula de Everett. 

INTERPOLACIÓN SEGMENTARIA (SPLINES) 

Podría esperarse que la calidad de la interpolación aumente al aumentar el grado n 
del polinomio usado. Desafortunadamente, en términos generales esto no es cierto. 
En efecto, para varias funciones/, los polinomios de interpolación correspondientes 
pueden tender a oscilar más y más entre los nodos a medida que n crece. Por tanto, es 
necesario prepararse para tratar con posible inestabilidad numérica. En la figura 
407 se muestra un famoso ejemplo para el que C. Runge 12 ha demostrado que para 

Figura 407. Ejemplo de Runge f(x) = 1/(1 + x") 
y polinomio de interpolación P10(x). 

" Ver el problema 20 en los problemas de la sección 19.7. 

) ') ), 
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nodos equidistantes el error máximo tiende a infinito cuando n 7 oo. (Ver las obras 
citadas en la bibliografía como [El3], págs. 275-279, y [E24], p.148.) En la figura 
408 se muestra cómo el error se vuelve más grande con n creciente. · 

En esta sección se analizará un método popular e importante: el método de 
interpolación segmentaria, con el que se evita la desventaja mencionada. Este méto
do fue iniciado en 1946 por l. J. Schoenberg (Quarterly of Applied Mathematics 4 
( 1946), págs. 45-99, 112-141 ), y ha encontrado varias aplicaciones. 

La interpolación segmentaria es interpolación polinómica por secciones. Esto 
significa que se tiene una función./{x) sobre un intervalo a :ax :a b y se desea aproxi
mar ./{x) sobre este intervalo por una función g(x) que se obtiene como se muestra a 
continuación. Se hace una partición de a :ax :a b; es decir, se subdivide en subintervalos 
con puntos extremos comunes, que nuevamente se denominan nodos, 

(1) a = x0 < x1 < · · · < xn = b. 

Luego, se requiere que g(x0 ) = ./{x0), · · ·, g(x,,) = .f{x,,), y que en estos subintervalos 
g(x) esté definida por polinomios, uno por subintervalo, de modo que g(x) sea varias 
veces diferenciable en los nodos. Por tanto, en vez de aproxima,r J(x) mediante un 
solo polinomio sobre todo el intervalo a ::a. x :;;; b, ahora ./{x) se aproxima por n 
polinomios. Así es posible obtener una función de aproximación g(x)· que es más 
idónea en muchos problemas de interpolación y aproximación. En particular, este 
método es numéricamente estable en general; estas g(x) no son tan óscilatorias entre 
nodos como a menudo lo es un solo polinomio sobre a;:, x::. b. Las funciones g(x) así 
obtenidas se denominan splines. Esta denominación se deriva de las delgadas reglas 
elásticas, denominadas splines o cerchas, que los ingenieros han utilizado durante 
mucho tiempo para ajustar curvas que deben pasar por puntos dados. 

La aproximación polinómica por secciones continua más simple debe ser realizada 
mediante funciones lineales por secciones. Sin embargo, las gráficas de tales funciones 
presentan esquinas, por lo que revisten poco interés práctico {piense el lector en el diseño 
del cuerpo de una nave o de un automóvil). Así, es preferible usar funciones que poseen 
un número determinado de derivadas en todas partes sobre el intervalo a ,:ax ,:a b. 

Se considerarán spli_nes cúbicos, que quizá son las más importantes desde un 
punto de vista práctico. Por definición, un spline cúbico g(x) sobre a :ax :a b corres
pondiente a la partición (1) es una función continuag(x) que tiene primera y segunda 
derivadas continuas en todas partes sobre este intervalo y, en cada subintervalo de la 

) <;,' 

Figura 408. Función f(x) lineal por secciones y polinomios de 
interpolación de grados crecientes. 

) ) ) ) ) j 'y _) ) ) ) ) 
._ ... ,., .¡• .. ,7 ... ·t""'":"·-: 
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MÉTODOS NUMÉRICOS EN GENE~, 

partición ( 1 ), está representada por un polinomio de grado no mayor que tres. 
tanto, g(x) consta de n de tales polinomios, uno en cada subintervalo. 

Si se tiene j(x) sobre a ;;; x;;; b y se ha elegido una partición ( 1 ), entonces' 
obtiene un spiine cúbico g(x) que aproxima aj(x) ai requerir que 

así como en el problema de interpolación clásico de la sección precedente. Se afi 
que existe un spline cúbico g(x) que satisface estas oo~diciones (2). Y si también 
requiere que 

(3) 

(k0 y k,, números dados), entonces se obtiene un spline cúbico determinado de maner' 
única. Este es el contenido del siguiente teorema de existencia y unicidad, cuya d 
mostración también preparará el camino para la obtención práctica de splines. 

Teorema 1 (Splines cúbicos) 

Sea j(x) definida sobre el intervalo a ;;; x ;;; b, sea una partición ( 1) dada, y sean k0·• 

k,, dos números dados cualesquiera. Entonces existe una y sólo un spline cúbico g(x 
correspondiente a(!) que satisface (2) y (3). : 

Demostración. Por definición, sobre todo subintervalo ~ definido por x1 ;;:; x;;; X¡+I' é 
spline g(x) debe coincidir eón un polinomio p¡(x) de grado no mayor que tres, tal qu 

(4) 

Se escribe Il(x1+ 1 - x) = c1 y 

(5) P.Í(9 

en donde k0 y k,, están dados, y le1, • • ·, le,,_ 1 se determinarán más tarde, Las ecuaciones 
(4) y (5) son cuatro condiciones parap¡(x). Por cálculo directo es posible comprobar 
que el único polinomio cúbicop.(x) que satisface (4) y (5) es 

./ 

(6) 

f(x}c/(x -- xj+ 1) 2 [1 + 2c/x - x}] 

+ f(xj+l)c/(x - xj) 2 [1 - 2c/x - xj+l)] 

+ leic/(x - xj)(x - xj+ 1) 2 

+ kj + 1 c/(x - x 7)
2 (x - xj + 1). 

Al derivar dos veces se obtiene 

(7) 

: ® 0:. e, e, C· o o e e e, e, e· e e. e , e) e , r e C?· e:;;; e @ @ @ ® @ GJ 
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Por definición, g(x) tiene segundas derivadas continuas. Así se obtienen las condiciones 

(j=l,···,n-1}. 

Si se aplica (8) con} sustituida por/- 1, y (7), entonces estas (n - l) ecuaciones se vuelven 

En estas ecuaciones, V/j =.f{x)-J(x1_1) y 'vfj+, =J(x1+1) -.f{x) y j = 1, · , ··, n - 1, como 
antes. Este sistema lineal de n - 1 ecuaciones tiene una solución única k

1 
• • • , k 1 

porque todos los coeficientes del sistema son no negativos y cada elem~nto de"Ia 
diagonal principal es mayor que la suma de los demás elementos en el renglón co
rrespondiente, de modo que el determinante de coeficientes no puede ser cero. (Ver 
el problema 20 en los problemas de la sección 19. 7 .) Por tanto, ya es posible determi
nar los valores únicos k 1, • • • , k,,_1 de la primera derivada de g(x) en los nodos. Así se 
completa la demostración. 1 

A continuación se mostrará cómo es posible aplicar las fórmulas de esta demos
tración para la determinación real de un spline. Por comodidad se considerará el caso 
de nodos equidistantes x0, x 1 = x0 + h, · · · , x,, = x0 + nh, en donde la idea de nodos no 
equidistantes es la misma (sólo que las fórmulas son ligeramente más complicadas). 
Así, se tiene c1 = 11(~¡+¡'- x) = 1/h, de modo que (9), después de multiplicar por h y 
con la notación previa./(x¡) = fj, simplemente se vuelve 

(10) j 1, ... '11 - l. 

le0 y k,, están dados, por ~jemplo, como k0 =f' (a), k,, = f' (b) o de otra manera, y k 1, • • • , 

k,,_ 1 se obtienen resolviendo el sistema lineal ( 1 O) que consta de n - 1 ecuaciones. 
Éste fue el primer paso. 

Segundo paso. Se determinan los coeficientes del spline g(x), Sobre el intervalo x1 ;;:; 
x;;:; x

1
+ 1 = x

1 
+ h el spline g(x) está definido por un polinomio cúbico, que se escribe en 

la forma 

Aplicando la fórmula de Taylor se obtiene 

por (2), 

(12) ª.il p;(x) = kj por (5), 

1 ,, 3 1 
2k} ªj2 2 p/xi) J¡2 (fj+l - f} - /¡ (kj+I + por (7), 

1 

! 
li 
r 
¡; 
1, 
i 

I· 
1 

¡: 
il 

.I! 
1 

i! 
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en donde a.3 se obtiene al calcular p"(x.+ 1) a partir de (11) e igualando el resultad° 
(8 d 

/· J " 
); es ecu-, 

y luego restando de lo anterior 2aI2 según se proporciona en ( 12), y simplificando 
resultado. 

Ejemplo 1. Interpolación segmentarla. 

lnterpolar.f(x) = x4 sobre el intervalo -1 ;áí x ;áí I mediante el spline cúbico g(x) con-espondiente a: 
partición Xo = -1, X¡ = 0, X2 = J que Satisfac, g'(-J) =f'(-J ), g'( J) =f'( J ). . 

Solución. Primero se escriben los datos en notación estándar,.fo =f(-1) = 1,fj =f(O) = 0.fi =f( 1) = 1. 
intervalo dado se divide en n = 2 partes de longitud h = 1. Así, el spline g consta den= 2 polinomios ( 11. 

Po<x) = ªoo + ª01<.x + 1) + ª02<x + ll 2 + ª03(>· + 1) 3 

Paso/. El objetivo es detenninar los coeficientes de Po y Pi, pero (12) muestra que esta detenninaci · 
implica a las k¡, que así es necesario deten-ninar primero a partir de ( 1 O). Como n = 2, entonces en (¡O) 
tienej = 1 y se llega a una sola ecuación .' 

k 
3 

·0 + 4k1 + k2 = 1 (!2 - f 0 ) = 3(1 - 1) = o. 

Luego, (5) muestra quep'0(x0) = k0 y p'¡(x2) = k2. Pero g = p 0 en x0 = -1 y g = p 1 en x2 = L Por tanto, com · 
se proporcionó, (g' =f' en ± 1 ), 

f'(-1) = -4 = g'(-1) = p 0(-I) = k0 , f'(I) = 4 = g'(I) =; p/ll = k2. 

Al sustituir k0 = -4 y k2 = 4 en (10) se obtiene k1 = O. 

Paso 2, Por ( 12), ahora ya es posible obtener los coeficientes de p0 , 

ªoo =fo= 1, 

1 
fo> - l (k1 + 2k~) = 3(0 - 1) - (O - 8) 5 

2 1 
ª03 = ¡-a <fo - f1) + ¡z (k1 + k0 ) = 2(1 - O) + (O -- 4) -2. 

De manera semejante, para los coeficientes de Pi, a partir de ( 12) se obtiene 

ª10 = f 1 = º· ª11 = k1 = o 

-1 

2. 

Con lo anterior se obtienen los polinomios 

p 0 (x) 1 - 4(.x + 1) + S(x + ¡¡2 - 2(.x + 1)3 

p 1 (x) -x2 + 2x3 

¡,jtrERPOLACIÓN SEGMENTARIA (SPLINES) 

de los cuales está compuesto el spline g(.x). En la figura 409 se muestran /{.x) y este spline. 

{
- x 2 - 2x3 cuando - 1 ;;. x ;;;; O 

g(x) = 
- x 2 + 2x3 cuando O ;;. x ;;. L 

437 

¿Se da cuenta de que en caso de haber aplicado simetría hubiera sido posible ahon-ar aproximadamente 

la mitad del trabajo computacional? 1 

Figura 409. Función f(x) = X' y spline cúbico g(z) en el ejemplo 1. 

Ejemplo 2. Interpolación segmentarla. 

Interpolar.fo= /{O)= 1 J 1 =./!2) = 9, (2 = /{4) = 41 ./j =./!6) = 41 mediante el spline cúbico que satisface 
k0 = O, k3 = -12. 

Solución. n = 3, h = 2, de modo que ( 1 O) es 

Como k., = O y k, = -12, entonces la solución es k, = 12, k, = 12. 

En ( 12) con}= O se tiene a,,,,={,,= 1, a,,,= k,, = O, 

ª02 = !<9 - 1) - i< 12 + O) = O 

"03 = jo - 9> + to 2 + o¡ = 1. 

A partir de Jo anterior y, de manera semejante, a partir de ( 12) con}= 1 y j = 2 se obtiene el spline g(x) 
que consta de los tres polinomios siguientes (ver la figura 410) 

p
0

(x) = 1 + x 3 (0 ;;. x ;;. 2) 

P¡(X) = 9 + 12(.x - 2) + 6(, - 2) 2 - 2(x - 2) 3 = 25 - 36.x + 18x2 - 2x3 (2;;. x;;. 4) 

p
2

(x) = 41 + 12(x - 4) - 6(x - 4) 2 = - 103 + 60.x - 6x2 (4;;. x;;. 6). lll 

Los splines poseen una interesante propiedad del mínimo, que se obtendrá a 
continuación. Suponer que /(x) en el teorema I es continua y que posee primera Y 
segunda derivadas continuas sobre a;;;; x;;;; b. Suponer que (3) es µe la forma 

( 13) g' (a) == f' (a), g' (b) = J' (b) 

) '} ) ) ) .J ), ) ) 

1 

1. 
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x--,,.. 

Figura 41 O. Spline en el ejemplo 2. 

(como en el ejemplo 1). Entonces.[ 1
- g' es cero en a y en b. Así, por integración p 

partes, 

b J g 11
(x)[f

11
(x) - g"(x)] dx 

b -J g"'(x)[J'(x) - g'(x)] dx. 
a a 

Como g'"(x) es constante sobre cada subintervalo de la partición, entonces al evaluar. 
integral del miembro derecho sobre un subintervalo se obtiene constante · [f(x) - g(; 
tomada en los puntos extremos del subintervalo, que por (2) es igual a cero. Por tan[ 
la integral del miembro derecho es cero. Así se demuestra la siguiente fórmula: •\ 

J
.b 

f"(x)g"(x) dx 
b J g"(x) 2 dx. 

a a 

En consecuencia, 

b J [f"(x) - g"(x)] 2 dx 
b J J"(x) 2 dx 

b b ' 

2 J f"(x)g"(x) dx + J g"(x) 2 dx ; 
a a a a 

b J J"(x) 2 dx 
b J g"(x) 2 dx. 

a a 

Como el integrando del miembro izquierdo es no negativo, entonces también la inte
gral es no negativa. Lo anterior conduce a 

(14) 
b b J f"(x) 2 dx ~ J g"(x) 2 dx. 

a a 

El resultado puede plantearse como sigue. 

Teorema 2. (Propiedad del mínimo de los splines cúbicos). 

Seaf{x) que es continua y posee primera y segunda derivadas continuas sobre algún 
intervalo a;:;;; x;:;;; b. Sea g(x) el spline cúbico correspondiente a alguna partición (1) 

(. ( ( ( ( ( ( ·e· e• r e r· e e e, e 
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de ese intervalo y que satisface (2) y ( 13). Entoncesf{x) y g(x) satisfacen la desigual
dad (14), y la igualdad se cumple si y sólo sif{x) es el spline cúbico g(x). 

Los ingenieros utilizan reglas delgadas denominadas splines o cerchas para ajus
tar curvas que pasan por puntos dados, como ya se mencionó, y la energía de defor
mación minimizada por tales splines es proporcional, aproximadamente, a la integral 
del cuadrado de la segunda derivada del spline. Por tanto, la desigualdad ( 14) explica 
el empleo del término spline para las funciones g(x) consideradas en esta sección. 

Los splines cúbicos g(x) que en vez de (13) satisfacen 

(15) g"(a) = O, g"(b) = o 

se denominan splines naturales porque poseen la siguiente interesante propiedad del 
mínimo. De todas las funciones g(x) dos veces diferenciables sobre a ;:;;; x ;:;;; b que 
satisfacen (2) y cuya segunda derivada es continua, los splines naturales son ·1as fun
ciones que proporcionan a la integral 

b J g"(x)2 dx 
a 

su valor más pequeño posible. La condición ( 15) significa que g(x) tiene una gráfica 
casi lineal cerca de los extremos a y b. 

Problemas de la sección 18.4 

l. Comprobar los cálculos en el ejemplo 1. 
2. Comparar el spline g(x) del ejemplo I con el polinomio de interpolación cuadrático p(x) 

sobre todo el intervalo. ¿Cuáles son las máximas desviaciones de g(x) y p(x) con respecto 
aj(x)? Comentar la respuesta. 

3. Derivar p
1
(x) y pi(x) en el ejemplo 2 y comprobar que g(x) en el ejemplo 2 posee primera 

y segunda derivadas continuas. 

4. Comprobar que (6) satisface. (4) y (5). 
5. Obtener (7) y (8) a partir de (6) según se indica en el texto. 

6. Comprobar la obtención de (9) indicada en el texto. 

7. Obtener ( 1 O) a partir de (9). 

8. Prpporcionar los detalles de la obtención de aj2 y aj3 en ( 12). 

Encontrar los splines cúbicos de los datos siguientes, con k 1 y kn como se indica. 

9. f 0 = f(O) = O, f 1 = f(I) = O, f 2 = f(2) = 4, k0 = -1, k2 = 5 
10. f 0 = f(-2) = I, f 1 = f(O) = 5, f 2 = f(2) = 17, k0 = -2, k2 = -14 
11. J 0 = f(I) = 1, f 1 = f(4) = 46, f 2 = !(9) = 86, k 0 = O, k2 = -157 

12. f 0 = f(O) = O, J 1 = f(I) = 1, f 2 = f(2) = 6, fa= f(3) = 10, k0 = O, ka= O 
13. f

0 
= .f(O) = 1, ! 1 = f(I) = O, f 2 = f(2) = -1, fa = .f(3) = O, k 0 = O, 

ka = -6 · 
14. f 0 = .f(O) = 4, f 1 = f(2) = O, ! 2 = f(4) = 4, fa = f(6) = 80, k 0 = O, ka = O 
15. f( - 2) = f( - 1) = f(I) = f(2) = O, f(O) = I, k0 = k4 = O 
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16. Volver a escribir los polinomios en la respuesta del problema 15 en potencias de 
demostrar que g(x) es una fondón par dex; es decir, que g(-x) = g(x). ¿Qué es de espe; 

17. Si en la figura 411 se hubiera empezado a partir de la función lineal por secciones.l{x), 
el problema 15 se hubiera obtenido g(x) como el spline que satisface g'(-2) = f' (-2), g' 
= f' (2). Encontrar y trazar la gráfica del polinomio de interpolación de cuarto gni' 
correspondiente y compararla con la gráfica de ese spline (ver la figura 411 ). Comentaf, 
respuesta. · 

-2 

\ / 
' / ,_ ..... 

/ 

X_,_ 
/ 

/ 
/ 

Figura 411. Spline y polinomio de interpolación 
en los problemas 1s-·11. 

2 

18. Algunas veces puede suceder que un spline está representado por el mismo polinomio~~ 
subintervalos adyacentes de a .:ax::, b. A fin de ilustrar este hecho, encontrar el spline 
cúbico g(x) paraflx) = sen x correspondiente a la partición x

0 
= - 7t/2, x

1 
= O, x, = 7t/2 del 

intervalo - 7t/2 x ,:a 7t/2 y que satisface g'(-n /2) = f' (- 7t/2) y g'(7t/2) = f' (7t/2). · 
19. Una posible interpretación geométrica de ( 14) es que una función spline cúbico minimiza 

la integral del cuadrado de la curvatura, por lo menos de manera aproximada. Explicar' 
este hecho. 

20. Si un spline cúbico es tres veces continuamente diferenciable (es decir, que posee prime-; 
ra, segunda y tercera derivadas continuas), demo~trar que debe ser un polinomio. 

18.5 INTEGRACIÓN Y DERIVACIÓN NUMÉRICAS 

El problema de la integración numérica es la evaluación numérica de integrales 

b 

J = J f(x) dx 
a 

en donde a y b están dados y fes una función definida analíticamente por una fórmu
la o empíricamente por medio de una tabla de valores. Geométricamente, .Tes el área 
bajo la curva de/ entre a y b (figura 412). 

Se sabe que si/ es tal que es posible encontrar una función diferenciable F cuya 
derivada esj, entonces es posible evaluar .T aplicando la conocida fórmula 

b 

J = J f(x) dx = F(b) - F(a) [F'(x) = f(x)], 
a 
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y 

a 

Figura 412. Interpretación geométrica 
de una integral definida. 

y para lograr lo anterior pueden ser de utilidad tablas de integrales, como las que 
aparecen en la obra citada como referencia (3] en el apéndice 1. 

Sin embargo, en las aplicaciones a la ingeniería frecuentemente se presentan 
integrales cuyo integrando es una función empírica definida por valores medidos, o 
bien, la integral no puede integrarse aplicando los métodos normales del cálculo. En 
tales casos es posible aplicar un método numérico de integración aproximada. 

Regla rectangular. Regla trapezoidal 

Los métodos de integración numérica se obtienen mediante la aproximación del inte
grando! por funciones que son fáciles de integrar. La fórmula más simple, la regla 
rectangular, se obtiene si el intervalo de integración a :;; x ,:a b se subdivide en n 
subintervalo~ de la misma longitud h = (b - a)ln y en cada subintervalof se aproxima 
por la constantef (x.*), el valor def en el punto medio x.* delj-ésimo subintervalo 
(figura 423). Así,J~s aproximada por una función esca1ón (función constante por 
secciones), los n rectángulos de la figura 413 tienen las áreasj(x1 *)h, · · · ,fix,, *)h, y 
la regla rectangular es 

(1) J 
b J f(x) dx = h[f(x¡*) + f(x2 *) + · · · + f(xn *)] 

a 

en donde h = (b - a)/11. 

La regla trapezoidal suele ser más exacta, y se obtiene si se considera la misma 
subdivisión que antes y f se aproxima mediante una recta discontinua de segmentos ( cuer
das) con puntos extremos [a,./(a)], (x,..l(x1)], • • • , [b,fib)] sobre la curva de/(figura 
414). Así, el área bajo la curva de/ entre a y bes aproximada por n trapezoides de áreas 

Hf(a) + f(x 1)]h, 

y al efectuar su suma se obtiene la regla trapezoidal 

b 

(2) J = J f(x) dx = h[!f(a) + f(x1) + .f<x2) + · · · + .f(xn-1> + !f(b)] 
a 

1 

ií¡]) :q '1: 
·-~----===-~·~-~. =-,~~~~~~~~. -~..,~~~.~"t"':"".','~"'!=t'C":~.~~~~~~~~~ 

I· 
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en donde h = (b - a)/n, como en (1). 

Ejemplo 1. Regla trapezoidal. 

1 

Evaluar J =fe-·" dx por medio de (2) con n = 10. 

" 
Solución. J = O. 1 (0.5 1..367879 + 6.77816 7) = O, 746211 por la tabla 18-3. 

Tabla 18-3 
Cálculo en el ejemplo 1 

j xi 
;_2 

J 
e-xl 

o o o 1.000 000 

1 0.1 0.01 0.990 050 
2 0.2 0.04 0.960 789 
3 0.3 0.09 0.913 931 
4 0.4 0.16 0.852 144 
5 0.5 0.25 0.778 801 
6 0.6 0.36 0.697 676 
7 0.7 0.49 0.612 626 
8 0.8 0.64 0.527 292 
9 0.9 0.81 0.444 858 

10 1.0 LOO 0.367 879 

Sumas 1.367 879 6.778 167 

y y 

y= f(:x:) 
y= f(x) 

Figura 413. Regla rectangular. Figura 414. Regla trapezoidal. 

Cotas para el error de la regla trapezoidal 

Esta estimación del error puede obtene,rse a partir de (5), sección 18,3, con n = 1, 
como se muestra a continuación. Empezando con un solo subintervalo, se tiene 

f"(t) 
f(x) - p 1 (x) = (x - x

0
)(x - x 1) -

2
-

e· ·, C' (f:¡ C· (';> (:, e e ' e (' (( ( (,C:_1 
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con una t idónea dependiente dex, entre x0 y x 1• Al integrar sobrex desde a =x
0 

hasta 
x 1 = x 0 + h se obtiene 

Al hacer x - x0 = v y usar el teorema del valor medio del cálculo integral, que es 
posible aplicar porque (x - x 0)(x - x0 - h) no cambia de signo, se encuentra que el 
miembro derecho es igual a 

I h J"(t) (hª h3) f"(i) h3 ·¡11 ·-
v(v - h) dv -- = - - - -- = - -12 ( l), 

0 
2 3 2 2 

en donde es un valor idóneo entre, ;i:0 y x 1• Por tanto, el error E de (2) es la suma de 
n de tales contribuciones de los n subintervalos; como h = (b- a)ln, entonces se obtiene 

E= 
_ (b - a)

3 f"(i) 
1211 2 

con i idónea entre a y b. Finalmente, ahora las cotas para el error se obtienen 
tomando para/" el valor más grande, por ejemplo M2, y el más pequeño, M2 •, en el 
intervalo de integración, con lo que se obtiene 

(3) en donde K 

Ejemplo 2. Estimación del error para la regla trapezoidal. 

Calcular el error del valor aproximado en el ejemplo 1. 

(b - a)ª 

1211 2 

So/ució11. Se aplicará (3). Por diferenciación,f"(x) = 2(2:rJ - 1 )e--'2. También.f"'(x) > O si O< x < 1, de 
modo que el mínimo y el máximo ocurren en los extremos del intervalo. Se calcularán M¡ = f "( 1) = 
0.735759 y M 2 • =f"(O) = -2. Además, K = -1200 y con (3) se obtiene 

-0.000 614 ;á E ;á 0.00) 667. 

Por tanto, el valor exacto de J debe estar entre 

0.746 211 - 0.000 614 = 0.745 597 and 0.746 211 + 0.001 667 = 0.747 878. 

(En realidad, J = 0 .. 746824, exacto hasta 60.) 1 

Regla de integración de Simpson 

La aproximación constante por secciones de/ produjo la regla rectangular ( 1 ); la aproxi
mación lineal por secciones, la regla trapezoidal (2); y la cuadrática por secciones dará 

www.elsolucionario.net
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lugar a la regla de Simpson, que reviste gran importancia práctica porque es suficiente 
mente exacta para casi todos los problemas, sin dejar de ser suficientemente simple. 

A fin de obtener la regla de Simpson, el intervalo de integración a ;;i; x ;;;; b se 
divide en un número par de subintervalos iguales; por ejemplo, en n = 2m sub intervalos 
de la misma longitud h = (b - a)/2m, con puntos extremos _x0 (= a), xi' · · · , x 2111_i' x

2
m 

(= b); ver la figura 415. Luego se toman los dos primeros subintervalos y se aproxima 
f{x) en el intervalo x 0 ::. x ;;a x 2 = x0 + 2h por el polinomio de Lagrange pi(x) quepa 
por (x0,fo), (x ¡,.{¡), (x2,fz), en donde.fj = f{xj). Por ( 4a) de la sección 18.3 se obtiene 

(4*) 

Los denominadores son 2'12, -h2 y 2h2, respectivamente. Al hacer s = (x - x 1)/h se:' 
tiene x -x0 = (s + l)h, x -x1 = sh, x -x2 = (s - l)h, y se obtiene •' 

p 2 (x) = !s(s - l)f0 - (s + l)(s -- l)f1 + !(s + l)sf2 . 

Luego se integra con respecto ax desde x 0 hasta x2• Lo anterior corresponde a inte
grar con respecto a s desde -1 hasta 1. Dado que dx = h ds, el resultado es 

[ X2 JX2 ( J 4 J ) 
. f(x) dx = p 2 (x) dx = h 3 f 0 + 3 f 1 + 3 f 2 • 

xo xo 

Una fórmula semejante se cumple para los dos siguientes subintervalos desde x2 has
ta x4 , etc. Al sumar todas estas m fónnulas se obtiene la regI,a de Simpson 13 

J
b h 

(4) f(x)dx= 3(J0 + 4f1 + 2.f2 + 4.f3 + · 
a 

· + 2fzm-2 + 4fzm-l + Ízm), 

y 

Ultima parábola 

Xzm-2 X2m-1 b X 

Figura 415. Regla de Simpson. 

" THOMAS s·IMPSON ( 1710-1761 ), matemático inglés autodidacto, autor de vados libros populares. 
La regla de Simpson fue usada mucho antes por Tonicelli, Gregory (en 1668) y Newton (en 1676). 

) ) ), )¡ ) ) ) ) ) ), ) J,j)))/)j),, 
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en donde h = (b - a)/2m Y fj = f{x¡). En la tabla 18-4 se muestra un algoritmo para 
efectuar la regla de Simpson. 

Tabla 18-4 
Regla de integración de Simpson 

ALGORJTMO SIMPSON (xp/j,J = O, 1, · · · , 2m) 

Este algoritmo calcula la integral J = fr(x) dx a partir de valores dados .,'J = 

f{x¡) en puntos equidistantes x 0 = a, x 1 = x0 + h, · · · , x2111 = x0 + 2mh = b mediante 
la regla de Simpson (4), en donde h = (b - a)/2m. 

ENTRADA: a, b, m,fo, · · · ,,fim 

SALIDA: Valor aproximado J de J 

Calcular s0 f 0 + f 2m 

S¡ .f 1 + Í3 + + 

Sz Í2 + Í4 + + 
lz = (b - a)/2m 

- h 
J = - (so 

3 
+ 4s1 + 2s2) 

. SALIDA J. Detener el proceso. 

Fin de SIMPSON 

Ízm-1 

Í2m-2 

Las cotas para el error Es en (4) pueden obtenerse con un método sem~jante al 
aplicado en el caso de la regla trapezoidal (2), suponiendo que la cuarta derivada def 
existe y es continua en el intervalo de integración. El resultado es 

(5) 
(b - a)

5 J 
CM4 ~ e8 ~ CM4*, mientras que C = - lSO(Zm) 4 

y M
4 

y M
4 

• son los valores más grande y más pequeño de la cuarta derivada def en el 
intervalo de integración, respectivamente. Es trivial que e 5 = O para un polinomio 
cuadrático_(, pero (5) muestra que e 5 = O inclusive para un polinomio cúbico, porque 
la cuarta derivada de tal polinomio es cero. 

La regla de Simpson es suficientemente exacta para casi todos los propósitos 
prácticos, y es preferida a otras fórmulas más complicadas de mayor precisión que 
pueden obtenerse mediante el empleo de polinomios de aproximación de grado supe
rior. En la pág. 361 de la obra citada como referencia [El3] en el apéndice I se 
proporciona una lista de estas así denominadas fórmulas de Newton-Cotes. 

Ejemplo 3. Regla de Slmpson. Estimación del error. 

1 

Evaluar J = Je -x' dx aplicando la regla de Simpson con 2m = 1 O y calcular el error, 

o 

1 



1 
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Solucitin. Como h = 0 .. 1, con la tabla 18-5 se obtiene 

0.1 
.! = 3 (L367 879 + 4 · 3.740 266 + 2 · 3.037 901) = 0.746 825. 

Tabla 18-5 
Cálculos en el ejemplo 3 

j xi x.2 
) 

o o o 1.000 000 
1 0.1 0.01 0.990 050 
2 0.2 0.04 
3 0.3 0.09 0.913 931 
4 0.4 0.16 
5 0.5 0.25 0.778 801 
6 0.6 0.36 
7 0.7 ().49 0.612 626 
8 0.8 0.64 
9 0.9 0.81 0.444 858 

10 1.0 1.00 0.367 879 

Sumas 1367 879 3. 740 266 3.037 901 

Estimación del errar. Al derivar se obtiene ( 1v(x) = 4(4x4 - 12x2 + 3)e-·'" Al considerar la derivada/V de · 
rrv se encuentra que eJ mayor valor de r1v en el intervalo de integración ocurre en i = o y que el menor 
valor lo hace en x = x· = 2 5 + 0.5 ./io Los cálculos dan por resultado los valores M 4 =f'v(O) = 12 y M; 
= ( 1v(,) = -7.359 Como 2m = 10 y b - a= 1, se obtiene C = -1/1800000 = -0.00000056. Por consi
guiente, a partir de (5) se obtiene 

- 0.000 001 ;:a •s ;:a 0.000 005. 

Así, J debe estar entre los valores O 746825 • O 000007 = 0.746818 y O 746825 + 0.000005 = O 746830, 
de modo que por lo menos cuatro dígitos del valor aproximado son exactos. En realidad, O. 746825 es 
exacto hasta 5D porque J = 0.746824 (exacto hasta 6D). 

Por tanto, el resultado obtenido es mucho mejor que el del ejemplo 1, que se obtuvo aplicando la 
regla trapezoidal, a pesar de que el nllmero de operaciones es casi el mismo en ambos casos. 1 

En el ejemplo se usaron primero alguna n = 2m y luego se aplicó (5) para estimar 
el error resultante. De manera más realista, se requiere cierta exactitud, a partir de la 
cual se determinan= 2m. Lo anterior simplemente significa que dado Es• se resuelve 
(5) paran, como se muestra en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 4. Determinación de na partir de la exactitud requerida. 

En el ejemplo 3, para alcanzar una exactitud hasta 60, ¿qué n es necesario elegir? 

Solución. Al usar M4 = 12 (que es mayor en valor absoluto que M4 *), a partil de (5) se obtiene, con b -
a = 1 y la exactitud requerida, 

I0-6, por lo que m= [
2 106 .. 12] 114 

180. z4 = 9.55. 

1 1 

······-----·-··--···- ... -, ..... _._, .......... ~-~-·-~---.,-- ··-------·--···--··•"-'- -~-~·--'- ··---···~-"'"'·-~~---·------·-·-------· 
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Así, es necesario elegir n = 2m = 20. Se pide que el estudiante efectue los cálculos pertinentes, que son 
semejantes a los del ejemplo 3. 

Observar que las colas para el error en (3) o en (5) algunas veces pueden ser holgadas. de >ne>do que 
en tal cnso puede ~er suficiente unan :::. 2m más pequeña. 1 

Estabilidad numérica. Todas las fónnulas de Newton-Cotes son estables con res
pecto al error por redondeo. 

Para la regla de Simpson la afirmación anterior puede demostrarse como sigue 
(y para otras fórmulas de Newton-Cotes la demostración se efectúa siguiendo la mis
ma idea). El error por redondeo E I de un valorfi:x .) no excede la unidad de redondeo 
u, IE);;; u (por ejemplo, u= 1/2 · 10-6 si se redo~dea hasta 6D). Cada uno de los 2m 
+ 1 valores funcionales contribuye con un E. multiplicado por su coeficiente l, 4 o 2, 
d 

J • 
e modo que para la sm:µa ae estos errores se tiene 

jE0 + 4E1 + 2E2 + · · · + E2ml ;;;i; (1 + 4 + · · · + 4 + l)u = 6mu. 

En (4) lo anterior se multiplica por h/3 = (b - a)/6m, con lo que se obtiene la cota 

6mu · (b - a)/6m = (b - a)u. 

Esta cota es independiente de m. Por tanto, el método es estable cuando h tiende a 
cero o bien, prácticamente, cuando se incrementa la exactitud al elegir valores cada 
vez más pequeños de h. 11 

Fórmulas gaussianas de integración 

Las fórmulas de integración obtenidas hasta el momento implican valores funciona .. 
les para valores equidistantes de x y proporcionan resultados exactos para polinomios 
que no exceden cierto grado. De modo más general, puede hacerse 

(6) 
1 n J f(,F) dx = .L Aifi 

-1 j= 1 

f(x}] 

(eligiendo a= -1 y b = !, lo que puede efectuarse mediante una transformación 
lineal de escala), y determinar las 2n constantes A 1, • • • , A 

11
, x 1, • • • , x,, de modo que 

con (6) se obtengan resultados exactos para polinomios de grado k tan alto como 
sea posible. Ya que 2n es el número de coeficientes de un polinomio de grado 2n - 1, 
se concluye que k.:;; 2n - 1. Gauss demostró que la exactitud para polinomios cuyo 
grado no es mayor que 2n - 1 (en vez de 11 - 1 o den) puede alcanzarse si y sólo si 
los valores X¡, • • · , x,, son los n ceros del polinomio de Legendre P,,(x), en donde 

[respecto a la fórmula general. ver (11) en la sección 5.3) y los coeficientes A1 se 
eligen de manera idónea. Entonces, (6) se denomina fórmula gaussiana de integra-
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ción. Algunos valores numéricos son (más valores se encuentran en la obra cit · 
como referencia [ 1] en el apéndice 1) 

n Ceros 

2 ±1/VJ ± 0.57735 02692 

o 
3 

± Y,3Í5 ± 0.77459 66692 
-

±Vos \Íl20)/35 ± 0.33998 10436 
4 

±Vos + \Íl20)/35 ±0.86113 63116 

Ejemplo 5. Fórmula gaussiana de integración con n = 3 

Evaluar la integral del ejemplo 3 aplicando la fórmula gaussiana (6) con 11 = 3. 

8/9 

5/9 

0.65214 515 

0.34785 484' 

Solución. La integral dada desde O hasta I debe convertirse en una integral desde -1 hasta 1. Se hace 
= 1 /2( 1 + 1 ). Entonces, dx = 1 /2 dt, y ( 6 ), con n = 3 y los valores antes dados de los ceros y los coeficient' 
conduce a 

1 
¡ 1 ( ¡ ) I exp(-x2)dx = - f cxp --(¡ + ¡¡2 d, 

o 2._l 4 

(exacto hasta 6D: 0.746825), Jo cual es casi tan exacto como el resultado de la regla de Simpson que 
obtuvo en el ejemplo 3 realizando un número mucho mnyof de operaciones aritméticas" 

La fórmula gaussiana de integración (6) tiene la ventaja de que es muy exacta. 
Su desventaja la constituyen el espaciamiento irregular de x 1, • • • , x,, y los valores un 
tanto inconvenientes de los coeficientes, pero esto no es esencial si losfix) también 
se calculan (no se toman de tablas) u obtienen de un experimento en el que los xj 

pueden fijarse de una vez por todas. La fórmula (6) es poco práctica si/{x) resulta de 
la interpolación en una tabla en que/ se proporciona a intervalos iguáles, porque una 
interpolación de este tipo puede ser más importante que cualquier ganancia debida a 
una mayor exactitud. 

Dado que los puntos extremos -1 y 1 del intervalo de integración de (6) no son 
ceros de P,,(x), entonces no se encuentran entre x I' · · · , x,, y, debido a ello, se dice que 
la fórmula de Gauss (6) es una fórmula abierta; en contraste con una fórmula ce
rrada en la que los puntos extremos del intervalo de int.egración son x0 y x,,. Por 
ejemplo, (2) y (4) son fórmulas cerradas. 

Se menciona que, precisamente corno en el caso de la interpolación, existen 
métodos de integración numérica basados en diferencias. Un método muy eficaz 
utiliza la fórmula de Gauss de diferencias centrales 

,:.•'iTi) 
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(7) r:r, h ( 52Jo + ó2f1 + 11(84.fo + 154f1))· 
. j(x) dx = 2 fo + JI - 12 720 

Xo 

Para obtener más detalles, consulte el texto dado corno referencia [E24] en el apén
dice l. 

Derivación numérica 

La derivación numérica es la determinación de los valores de la derivada de una 
función.( a partir de valores dados de,( La derivación numérica debe evitarse siem
pre que sea posible porque, mientras la integración es un proceso s11avizador y no 
es afectada mucho por pequeñas inexactitudes en los valores funcionales, la deri
vación tiende a ser menos suave y, en general, proporciona valores de .f 'mucho 
menos exactos que los de j; recuerde que la derivada es el limite del cociente de 
diferencias y, en éste, normalmente se tiene una pequeña diferencia de dos cantida· 
des grandes, que luego se divide entre una cantidad pequeña. Sin embargo, las 
fórmulas que se obtendrán son fundamentales en la solución numérica de ecuaciones 
diferenciales. 

Se usarán las notaciones/¡=./' (x)J''.; =f"(x), etc., y pueden obtenerse fórmulas 
preliminares de aproximación para las derivadas, recordando que 

J'(.x) 
J(.r + h) - .f(x) 

lim 
h h-0 

Lo cual sugiere que 

.I ;,2 /5.f 1/2 f1 ro 
(8) =-/¡-

h 

De manera semejante, para la segunda derivada se obtiene 

(9) 

etcétera. 

Derivando polinomios de Lagrange idóneos pueden obtenerse aproximaciones 
más exactas. Si se deriva ( 4 ') y se recuerda que los denominadores en ( 4 ') son 2'12• 

_¡,2, 2'12, se tiene 

2x - x 1 - x2 2x - x 0 - x 2 2x - x0 - x 1 

211 2 fo - 1i2 Í1 + 21,2 .f2· 

";))))_) ) ) 

1 
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Al evaluar lo anterior en x.0, X¡, x2 , se obtienen las "fórmulas de los tres puntos"; 
(l 

(a) ' 1 fo=::;-;:: (-3!0 + 4f1 - f,), 
~" 

(10) (b) f~ = 2
1
h (-Ío + Íz), 

(e) 

Aplicando la misma idea al polinomio de Lagrange p ix) se obtienen fórmulas sem 
jantes, en particular 

( 1 1) 

En el texto dado como referencia [E 11] en el apéndice l se incluyen 1nás detalles 
fórmulas. 

Problemas de la sección 18.5 

l. Demostrar que al aplicar ( 1) con n = 5 se obtiene J O. 748053 para la in.legra) del ejempl 
1 [exacto hasta 6D: O. 746824] 

1 ., 1 

2. Para tener una idea del crecimiento en la exactitud, calcular f 
O 
x· dx aplicando ( 1) c~· 

h = 1, h = 0.5, h = 0.25. 

3. Efectuar la tarea de problema 2 aplicando la regla trapezoidal (2) en vez de { 1 ). 
graticar x2 y los trapezoides. 

4. Deducir una fónnula con la que se obtengan cotas inferior y superior para .I en relación' 
con la regla rectangular ( 1 ). Aplicar esta fónnula al problema 1, 

Evaluar numéricamente las siguientes integrales según se indica y comparar el resultado, 
con el valor exacto obtenido mediante una fónnula conocida del cálculo. 

I X dx* 
A(x) = o J + x*2 ' 

5. A())por(2), n = 4 

7. A())por (4), 2m 4 

9. A(2)por,(4), 2m 10 

11. B(2)por,(4), 2m - 4 

13. B(2) por (2), 11 = 10 

Calcular las cotas para el error en el 

I X d.t* 
B{x) = * . 

1 X 
D(x) = I'. x*e-x·' dx*. 

o 

6. A(l)por(2), 11 = 20 

8. A(l)por(4), 2m = 10 

10. A(IO)por(2). 11 = 10 

12. B(2) por{4), 2m = 10 

14. D(0.4) por (4), 2m = 4 

15. Problema 5 16. Problema 6. 17. Problema 11. 

18. ¿Cuál es la menor 11 al calcular 8(2) para el que se garantiza una exactitud de 5D (a) 
aplicando (3) en el empleo de (2), (b) aplicando (5) en el empleo de (4)? Comparar lo 
anterior y hacer un .comentario. 

( (: (> ( ( ( ( e r,c,coc 
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Evaluar numéricamente las siguientes integralés según se indica. 

Si(xi 
rx sen x* .. , 
J ar. 
·o 

rx • . . J COS (X''º) d.r", 
o 

C<xJ J(x) 

( Estas integrales no son elementales. Si(x) se denomina integral senoida/, C(x) es la i111e
gra/ de Fre,rnel, y J 0(x) es la /i1nció11 de Be.ne/ de orden cero.) 

19.Si(l)por(2), n=5.n= 10 20.Si(l)por(4J, 2m=2 y 2111= 10 

21. C(2) por (4), 2m = 10 22. C(2)por (2). n = 10 

2.3. J( 1) por (2), n = 10, y vnlnres de In tuhla 1, ap,;ndicc 5 

24. J(l)por<4), 2m = 10 

25. Demostrar que la regla trupezuidal es estable con respecto al redondeo, 
26. Escribir los detalles de la nbtcnción de ( 1 O) 

27. Considerur/(x) = x4 pura x1, = O, x 1 = 0.2, x2 = 0.4, x~ = 0,6 y x4 = 0 .. 8. Calcular/;' a partir 
de ( 1 Oa), { 1 Ob), ( 1 Oc), ( 11 ). Dctcnninar los errores, comparar los resultados y hacer un 
con1cntario. 

28. Una "fónnula de los cuatro puntos" para la derivada es 

Aplicarla a /(x) = x 4 con x 1, • • ~'"., como en el problema 27, dctenninar el error y compa-
rarlo con el que se obtuvo en el cuso de ( 1 1) 

29. La derivada(' (x) también puede nproximarst! en ténninos de diferencias de primer orden 
y de orden superior: 

!t:,4f+-···) 
4 o / 

Cnlculnr f '(0.4) en el problema 2 7 a partir de esta fónnula, usando diferencias hacia 
adelante e incluyendo diferencias de primero, segundo, tercero y cuarto orden. 

.30. Obtener la fóro,ula del problema 29 a partir de ( 14) en la sección 18 . .3. 

Cuestionario y problemas de repaso del capítulo 18 

l. ¿Ctimo se representan los números en una computadora'' 

2. ¿Qué se entiende por punto tlotantc y punto lijo'' 

3. ¿Cuáles son los reglas del redondeo? 

4. Mcm:innar y explicar algunas de las fuentes dt! errores al efectuar cálculos. 

5. ¿Qué signilica "estabilidad de un algoritmo"? ¿Por qué es importante'.' 

• 1 

www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net


452 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

11. 

12. 
13. 

14. 
15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 

21. 

22. 
23. 
24. 

25. 

26. 

27. 

28. 

29. 

30. 

31. 

32. 

33. 

MÉTODOS NUMÉRICOS EN GEN 

Escribir las definiciones de error y error relativo de un valor aproximado. 

¿Cómo se comportan el error y el error relativo bajo la adición'? ¿Bajo la multiplicaci 

¿Por qué la selección de un buen método es tan importante en una gran computa 
como en una calculadora de bolsillo? · 

¿Qué es la iteración de punto fijo? Escribir una condición suficiente para la convergen: 

¿Qué se entiende por "orden de convergencia de una iteración"? ¿Por qué es importari 

Hacer una tabla de diferencias deJ(x) = l/x2, x = 1.0(0.2)2.0, 40, y escribir las diferen~: 
en las tres notaciones. 
¿Cuál es el objetivo del método de Newton(-Raphson)? ¿Cuál es la idea? 

¿Qué es el método de bisección? ¿Puede divergir? ¿Es rápido? 
¿Qué es la regula falsi? ¿Cuándo es posible aplicarla? 
¿Cuál es una ventaja de las fónnulas de interpolación de Newton con respecto a la 
Lagrange? 

Al obtener la r::gla de Simpson se usó un polinomio de interpolación de Newton. 
cómo. 
¿Qué es "int<!rpolación por cerchas"? ¿Por qué puede ser mejor que la 
polinómica usual? 
¿Qué recuerda sobre el error de la interpolación polinómica'! 

¿Cómo se obtuvieron las fónnulas para la derivación numérica'? 
¿Por qué en general la derivación numérica es más delicada que la integración numéric 

Escribir -0.53678, 1186.699, -0.00604, 23.9481, 1 /3, 85/7 en fonna de punto flotan . 
con 5 dígitos significativos. 
Convertir (1992)¡ 0 , (5.25) 10, ( 15.6640625)10 y (-24.875) 10 a fonna binaria. 

Convertir ( 1 1 1.1 O I h, ( 10001 O. 1 )2 y ( 1 1 .1 O 1 1 )2 a fonna en base I O. 
Calcular 0.29731/(4.1232 - 4.0872) con los números así dados y luego redondear po 
pasos hasta 4, 3 y 2 dígitos significativos. Hacer un comentario. · 

Resolvér x 1 - 50x + 1 = O aplicando (3) y (4), sección 18.1, usando 5 dígitos significativos 
en los cálculos. Comparar los resultados y hacer un comentario. 

¿Cuál sería una manera aceptable de calcular J x 2 + 9 - 3 para ~rl pequeño·.> 

Sean 4.81 y 12. 752 redondeados correctamente hasta el número de dígitos 111ostru<lo. 
Detenninar el menor intervalo en el que debe estar la sumas= 4. 81 + 12. 752 ( usando para 
las cantidades valores reales en vez de redondeados). 

Contestar lo que se pide en el problema 27 para la diferenciad= 4.81 - 12.752. 

¿Cuál es el error relativo de na en ténninos del de a'! 

Demostrar que el e;..or relativo de a2 es el doble que el de a. 

Encontrar la solución de x 5 = x + 0.2 cerca de x = O transfonnando algebraicamente la 
ecuación en la forma (2), sección 18.2, y empezando en x 0 = O. 

La ecuación del problema 31 tiene un1 solución cerca de x = 1. Encontrar esta solución 

escribiendo la ecuación en la fonna x = V x + 0.2 e iterando, empezando con x0 = 1. 

Resolver x6 + 3x4 - 6x2 - 8 = O por iteración con x0 = 1, en I O pasos, hasta 6S. 

, 
.. J ) ) ) ) ). ) 
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34. Resolver cosx=xpor iteración (6S,x0 = 1 ), escribiendo la ecuación comox=(0.74x+ cosx)I 
1. 74, obteniendox4 = O. 739085 (¡exacto hasta 6S!). ¿Por qué lo anterior converge tan rápido? 

35. Resolver x 4 -4.00322.x-1 + x 2 + 6.43105 = O aplicando el método de Newton con x0 = 3:5, 
hasta 6S de exactitud. 

36. Resolver x4 - x3 - 2x - 34 = O aplicando el método de Newton con x0 = 3, hasta 6S de 
exactitud. 

37. Resolver e•· - llx = O aplicando el método de Newton con x
0 

= 0.5, hasta 6S de exactitud. 
38. Resolver cos x x = O aplicando el método de falsa posición. 

39. Mediante interpolación cuadrática calcular senh 0.3 a partir de senh (-0.5) = -0.521, senh 
O= O, senh 1 = 1.175. 

40. Por interpolación lineal, calcular/( 1. 75) a partir de./{ 1.0) = 3.00000,J{ 1.2) = 2.98007, 
.1(1.4) = 2.92106,./(1.6) = 2.82534,./(1.8) = 2.69671,./(2.0) = 2.54030. Hacer lo mismo 
por interpolación cuadrática, usando los tres últimos valores. 

41. Efectuar la misma tarea que en el problema 40, para./{ 1.28). 

42. En el problema 40, calcular./{ 1. 75) aplicando la fónnula de Everett (ver los problemas de 
la sección 18.3 ). 

43. En el problema 40, calcular/( 1.28) por medio de la interpolación cúbica usual. 

44. Calcular ./(0.3) a partir de./(0) = 0.50000,./(0.2) = 0.69867,f(0.4) = 0.88942,./(0.6) = 
1.06464 aplicando la fónnula de Everett de los problemas de la sección 1 8.3. 

45. Encontrar el spline cúbico para los datosf(O) = 1,./{ 1) = 0,./(2) = -3, k0 = k1 = O. 
46. Encontrar el spline cúbico para los datos./t-1) = 3,/{_ I) = 1,/{3) = 23,/{5) = 45, k0 = kJ = 3. 

47. Aplicar la regla rectangular ( 1) de la sección 18.5 con n = 5 para calcular f ~ x 3 dx. ¿Cuál 
es el error? 

48. Calcular la integral del problema 47 aplicando la regla trapezoidal (2) de la sección 18.5 
con n = 5. ¿Qué cotas para el error se obtienen a partir de (3)? ¿Cuál es el error real del 
resultado? ¿Por qué este resultado es mayor que el valor exacto? 

49. Calcular la integral de Fresnel C(x) = f ~ cos {12) dt para x- = l. aplicando la regla de 
Simpson con 2m = 2. 

50. Calcular la integral del problema 49 aplicando la regla de Simpson con 2m = 1 O. 

Resumen del capítulo 18 

Métodos numéricos en general 

En este capítulo se analizaron conceptos relevantes a lo largo y ancho del tra
bajo numérico como un todo y métodos de naturaleza genera;, ien oposición a 
los métodos para resolver problemas en álgebra lineal (capítulo 19) o en 
ecuaciones diferenciales (capítulo 20). 

En cálculos científicos se usa la representación de punto flotante de los 
números (sección 18. J ); la representación de punto fijo es menos adecuada en 
la mayor parte de los casos. 

Los métodos numéricos proporcionan valores aproximados a de cantida
des. El error E de a es 

( 1) E= a - a (Secc. 18.1) 

1: 
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en donde a es el valor exacto. El error relativo de a es E la, Los errores surgen 
por redondeo, inexactillldes de valores medidos, ttuncamiento (es decir, la sus-' 
titución de integrales por sumatorias, derivadas por cocientes de diferencias,' 
series por sumas parciales), etc. 

Un algoritmo es numéricamente estable si pequeños cambios en los datos ¡' 

iniciales conducen sólo a pequeños cambios en los rest1ltados finales. Los 
algoritmos inestables por lo general son inútiles porque los errores pueden vol
verse tan grandes que los resultados son muy inexactos .. La inestabilidad nu
mérica de los algoritmos no debe confundirse con la inestabilidad matemática 
de los .. problemas ("problemas mal condicionados", sección 18.2). 

La iteración de punto fijo es un método para resolver ecuaciones.f(.:r) = O ,1, 

en donde la ecuación se transforma primero algebraicamente a x = g(x), se 
efectúa un intento inicial x 0 para la solución y luego de manera sucesiva se 
calculan aproximaciones X¡, x 2 · · • , por iteración a partir de (ver la sección , 
18.2) 

(2) (n = O, 1, · · ·). 

El método de Newton para resolver ecuaciones.fl:r) = O es una iteración 

(3) (Secc. 18.2). 

en donde x,,+J es la abscisa al origen de la tangente a la curva y= fix) en el punto 
x,,. Este método es de segundo orden (teorema 2, sección 18.2). Si en (3) se 
sustituye f' por un cociente de diferencias (geométricamente, la tangente se 
reemplaza por una secante), entonces se obtiene el método de la secante; ver 
( 10) en la sección 18.2. Para el método de bisección (que es lento) y el método 
de falsa posición, ver los problemas de la sección 18 . .2. 

Interpolación polinómica significa la determinación de un polinomio de 
inte,polacíón; es decir, un polinomio p

11
(x) tal que ;,/x) =.f¡, en donde)= O,· · · 

, n y (x0,.fo), · · · , (x,,,f,,) son valores medidos u observados, valores funcionales, 
etc. Cuando se tienen datos específicos, p

11
(x) de grado n (o menor) es único. 

Sin embargo, es posible expresarlo de varias fonmas, de las cuales destacan la 
forma de Lagrange (4), sección 18.3, o la forma de diferencias divididas de 
Newton ( 1 O), sección 18.3, que requiere men.~s operaciones y parax0, x 1 = x0 + 
h · · · x = x0 + nh regularmente espaciados se vuelve la fórmula con diferen
clas h·a~ia adelante 'de Newton (sección l 8.3) 

(4) 

f(x) = Pn(x) = fo+ rllfo + r(r - 1) fl2J + .. 
2! o 

... + r(r - !) · · · (r - n + 1) !lnfo 
11 ! 

i ; !...._ ) ) 1 1 ; ¡ l_ '·-· 
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~ (x -x0)/h y las diferencias. hacia adelante. son 4f¡ = /j+ 1 - J; Y 
1 .... . ... Akf = Ak-lf - Ak-lf 

- ·'J - ''J+l - "'J 

Una fórmula semejante es Iafórmula de interpolación con diferencias hacía 
atrás de Newton (sección 18 .3 ). 

Los polinomios de interpolación pueden volverse numéricamente inesta
bles cuando n crece, y en vez de interpolar y aproximar mediante un solo 
polinomio de grado elevado es preferible usar un spline cúbico g(x); es decir, 
una función de interpolación dos veces diferenciable conti_nua~ent~ [.así, g(x1) 
= fj ], que en cada subintervalo x¡ ,;;áx ,;;áxJ+I consta de un polmom10 cubico p¡(xJ; 
ver la sección 18.4. 

La regla de Simpson de integración numérica es (sección 18.5) 

J
b h 

.· f(x) dx = 3 (.f0 + 4f1 + 2f2 + 4f3 + · · · 
(5) " 

en donde h = (b - a)l2m y Jj =.fi.x/ Para estimación de errores y otros métodos 
de integraeión, consultar la secc1on 18.5. 
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Métodos numéricos en 
álgebra lineal 

1
----.. ---- ---·--------·------------1 
En este capítulo se considerarán algunos de los métodos numéricos más 
importantes para resolver sistemas lineales de ecuaciones (secciones 19.1 a 
19.4), para ajustar rectas (sección 19.5) y para resolver problemas matriciales 
con eigenvalores (secciones 19.6 a 19.10). Estos métodos y otros semejantes 
revisten gran importancia práctica. En efecto, muchos problemas de ingeniería 
u otros campos (por ejemplo, de estadística) conducen a modelos matemáticos 
cuya solución requiere métodos de álgebra lineal numérica. 

Este capítulo es independiente del capítulo 18 y puede estudiar.se 
ínmedíatamellte después del capítulo 7 • 

1 
1 

1 
i 
1 
1 

1 

1 

. 1 1 
Prerrequisilo para este capítulo.: Secciones 7.1, 7.2, 7.3, 7.1 O. 
Secciones que pueden omitirse en un curso más co,·to: Secciones 19.4, 19.5, 

1 

1

- 19.6, 19.9, 19.10 
Bibliografia: Apéndice l, parte E. 

--~:pues:~~ los problemas: ~péndice~-- _J 

19. 1 SISTEMAS LINEALES: ELIMINACIÓN DE GAUSS 

Un sistema lineal de n ecuaciones en n incógnitas .x
1
, • • .. , x,, es un conjunto de 

ecuaciones E" · · · , E,, de la forma: 

E¡: allxl + + 0 1nXn b¡ 

Ez: Gz¡X¡ + + ªznXn hz 
(1) 

... " .. 
E,,: (/ nlxl + + 0 nnxn = bn 

457 
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en donde los coeficientes a., y los b. son números dados. El sistema se de~óírti 
J 1 ' . ;_,, 

homogéneo si todos los bi son cero; en caso contrario es no homogéneo. Aplican 
multiplicación matricial {sección 7 "3 ), ( 1) puede escribirse como UJ?8: simple ectri2!6 
vectorial ' 

(2) Ax=b 

en donde la matriz de coeficientes A= [a;,] es la matriz den X n 

[" ª12 
... 

ª,"] 
A 

ª21 ª22 ª2n 
y X 

ªnl ªn2 ªnn 

[] y b [] 

son vectores columna. La matriz aumentada A del sistema ( J) es 

. [ª" 
ªin 

b l 1 . 

A [A b] 
ª21 0 2n b2 

ªni ªnn b ' n 

Una solución de ( 1) es un conjunto de números x,, · · · , x" que satisfacen todas las n 
ecuaciones, y un vector solución de { 1) es un vector x cuyas componentes constituyen 
una solución de {1 ). , 

El método de resolución de tal sistema por medio de determinantes (regla de 
Cramer en la sección 7.9) no es práctico, inclusive si se cuenta con métodos eficientes 
para evaluar los determinantes. 

Un método práctico para resolver un sistema lineal es la eliminación de Gauss, 
que se analizará a continuación (procediendo de manera independiente con respecto 
a la sección 7.4). 

Eliminación de Gauss 

Este método estándar para resolver el sistema lineal {l) es un proceso sistemático de 
eliminación que reduce ( 1) a una "forma triangular" porque entonces el sistema 
puede resolverse fácilmente por "sustitución hacia atrás". Por ejemplo, un sistema trian
gular es 

3x1 + 5x2 + 2x3 8 

8x2 + 2x3 -7 

3 

o C?i e, e r e e c. r 
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y al aplicar sustitución hacia atrás se obtiene x
3 

= 3/6 = 1/2 por la tercera ecuación, 
con lo que 

por la segunda ecuación, y finalmente por la primera ecuación 

¿Cómo es posible reducir un sistema (1) dado a forma triangular? En el primer 
paso se eliminax

1 
de las ecuaciones E

2 
hasta E,, en {l ). Lo anterior se efectúa restando 

múltiplos idóneos de la primera ecuación a las otras ecuaciones. Esta primera ecuación 
se denomina ecuación pivota) en este paso, y a

11 
se denomina pivote. Esta ecuación 

permanece sin modificación. En el segundo paso se toma la nueva segunda ecuación 
( que ya no contiene ax 

1
) como la ecuación pivota] y se usa para eliminar a x

2 
de las 

nuevas ecuaciones E/ hasta E; que se obtuvieron en el primer paso, etc. Con lo 
anterior se obtiene un sistema triangular que puede resolverse por sustitución hacia 
atrás corno acaba de mostrarse. De esta manera se obtienen precisamente todas las 
soluciones del sistema dado {la demostración de este hecho se proporcionó en la 
sección 7.4). Los pivotes deben ser diferentes de cero. Para lograr lo anterior, puede 
ser necesario cambiar el orden de las ecuaciones. Esto se denomina pivoteo parcial.' 
También, los pivotes no deben ser demasiado pequeños en valor absoluto, debido a 
los errores por redondeo, y esta puede ser otra razón del pivoteo parcial, como se 
analizará más tarde. Primero se considerará un ejemplo sencillo. 

Ejemplo 1. Eliminación de Gauss. Pivoteo. 

Resolver el sistema 
8x2 + 2x3 -7 

3x1 + 5x2 + 2.l"3 8 

6x 1 + 2x2 + 8x3 26. 

Solución. Para obtener una ecuación pivota! que contenga a x
1
, es necesario reordenar las ecuaciones, 

por ejemplo, interr.ambiando la primera ecuación y la primera ecuación que contiene a x 1 (es decir, la 
segunda ecuación del sistema actual): 

'3x 1 + 5.,2 + 2.,3 8 

-7 

6x1 + 2x2 + 8x3 26. 

Primer paso. Eliminación de .. t
1
• 

Es suficiente mostrar la matriz aumentada y operar sobre ella. Se mostrarán tanto las ecuaciones como la 
matriz aumentada, En el primer paso. la primera ecuación es la ecuación pivota!. Asi. 

Pivote ...... @ + 5x2 + 

Eliminar ..... G:J 8x2 + 

+ 2x2 + 

2.r3 

2.r3 

8x3 

8 

-7 

26 [: 

5 

8 

2 

2 

2 

8 

1 En oposición al pivoteo total, que se analizará más tarde en esta sección. Para la eliminación de 
Gauss-Jordan, consultar la sección 19.2. 
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Para eliminarx, de las otras ecuaciones (aquí, de la tercera ecuación), se hace 

Restar 6/3 = 2 veces la ecuación pivota! de la tercera ecuación. 

El resultado se muestra enseguida 

Segll11do paso. Eliminación de x1 , 

La primer ecuación se deja sin modificar y se toma la nueva segunda ecuación como la ecuación pivota' 
(En este caso sigue siendo la segunda ecuación anterior porque en el primer paso no hay término x, a 
eliminar.) 

3x1 + 5x2 + lx3 

Pivote-+~ + 2x3 

Eliminar -> j - 8x2 j + 4x3 

8 

-7 

10 [: 
5 

8 

-8 

_:J 
10 

2 

4 

Para eliminar x, de las ecuaciones que están abajo de la ecuación pivota) (aquí, a partir de la terce,.; 
ecuación), se ha'ce: , · 

Restar -8/8 = -1 veces la ecuación pivota! de la tercera ecuación. 

A continuación se muestra el sistema triangular resultante. Aqui tennina la eliminación hacia adelante .. 
Ahora viene la sustitución hacia atrás, 

S_ustil11ció11 hacia ,urds. Determi11nció11 de x_v xi• x 1 .. 

El sistema triangular obtenido en el paso 2 es 

3x1 + 5x2 8 

[: 

5 2 -;] + 2x3 

8x2 + 2x3 -7 8 2 

6.,3 3 o 6 

A partir de este sistema, al tomar primero la última ecuación, luego la segunda ecuación y por último la 
pdmera ecuación. se calcula la solución 

X3=i=i 
i<- 7 - 2x3) = - 1 

!(8 - 5x2 - 2x3) = 4. 

Lo anterior coincide con los valores dados arriba. 1 

El algoritmo general se muestra en la tabla 19. l. Para explicarlo se han numerado 
algunos de -sus renglones. Por uniformidad, b

1 
se denota por a/.,,+ 

1
• El tém1ino m

1
, en el 

tercer renglón sugiere el término multiplicador, ya que éstos son los factores por los 
que es necesario multiplicar la ecuación pivota! E,* en el paso k antes de restarla de 
una ecuación E

1 
* abajo de E¡-*, a partir de lo cual se desea eliminar x,. Aquí, E,* y E

1
"' 

se han escrito para indicar que después del paso 1 éstas ya no son las ecuaciones 
dadas en ( 1 ), sino que experimentaron un cambio en cada paso, como se indica en el 
renglón 4. En consecuencia, el posible pivoteo en el renglón l siempre se refiere a las 
ecuaciones más recientes, y je;; k indica que se dejan sin modificar todas las ecuaciones 
que sirvieron como ecuaciones pivotales en pasos previos. Parap = k en el renglón 4 
se obtiene O en la derecha, como debe ser en la eliminación, 

SISTEMAS LINEALES: ELIMINACIÓN DE GAUSS 

Tabla 19-1 
Eliminación de Gauss 

ALGORITMO GAUSS ( A = [a
1
*] = [A b]} 

Este algoritmo calcula la solución única x = x; del sistema ( 1) o indica que ( l) 
no tiene solución única. 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

ENTRADA: La matriz aumentada A = [a
1
*] de n X (n + 1 ), en donde 

aj,n·H = bj 
SALIDA: La solución x = [x) de ( l) o el mensaje de que el sistema 

( 1) no tiene solución única. 

Para k = 1, · · · , n - 1, ejecutar: 

Fin 

Encontrar el menor je;; k tal que a
1
* ;é O~ 

Si talj no existe, entonces dar como SALIDA "No 
existe solución única". Detener el proceso. 
[Procedimiento completado sin éxito; A es singular) 
En caso contrario,.cambiar el contenido de los 
renglones;" y k de A. 
Paraj = k + l, · · · , n, ejecutar: 

Para p = k + 1 · · · n + 1, ejecutar: 

1 ajp: = ;jp ~ 111ikªkp 

Fin 
Fin 

Si a,,,, = O, entonces dar como SALIDA "No existe solución 
única" 
Detener el proceso. 
En caso contrario, 

[Iniciar su,,·tilltción hacia alrás] 

Para i = n - l, · · ·, J, ejecutar: 

Fin 

x. 
1 

SALIDA x = [x). Detener el proceso. 
Fin de GAUSS 
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En el renglón 5, si la última ecuación en el sistema trián~ular es O = h,.* :;é 

entonces no hay solución. Si es O= b,.* = O, no se tiene una solución única porque e 
este caso hay menos ecuaciones que incógnitas. 

Ejemplo 2. Eliminación de Gauss en la tabla 19.1, muestra de cálculos. 

En el ejemplo I se tenía a 11 = O y a,,"' 1 O. por lo que j = 2 y. por d renglón 2 del algoritmo, i'e, 
intercambiaron las ecuaciones E1 y E, Luego se calcularon m,, = 0/3 = O y m

11 
= 6/3 = 2. de modo que eri 

el ~englón 4 con p = 2, 3, 4 no se obtuvo ningún cambio en E,, y en E, (identificando los nuevos 'e 

elementos con un asterisco) 

(p = 21 ªª2 = 
ª32 - m31ª12 2 2 5 -8 

(p 3) 0 33 "33 - m31ª13 8 2 · 2 4 

(p 4) aj4 <134 m31ª14 h3 - m 31 h 1 = 26 - 2·8 10 

como los coeficientes de E
1 
* en el paso 2 

Conteo de operaciones 

De manera bastante general, la calidad de un método numérico se juzga en términos de: 

La cantidad de almacenamiento 
La cantidad de tiempo (=número de operaciones) 
El efecto del error por redondeo 

Para la eliminación de Gauss, el conteo de operaciones es como sigue. En el paso k se 
elimina x, den - k ecuaciones. Para efectuar Jo anterior se requieren n - k divisiones 
para calcular 1111, (renglón 3) y (11 - k)(n - le+ I) multiplicaciones y el mismo número 
de sustracciones (ambas en el renglón 4). Como se ejecutan 11 - I pasos, entonces le 
varía desde I hasta 11 - I y así el número total de operaciones en esta eliminación 
hacia adelante es 

f(n) 
n-1 n-1 

¿ (11 - k) + 2 ¿ (11 - k)(n - k + I) ( escribir n ·- le= 1') 
k=l k = 1 

n-1 n-1 

¿ s + 2 ¿ s(s + I) 
s=l s=I 

i(n - l)n + *<11 2 - l)n 2 3 ;¡17 

en donde 211·'/3 se obtiene al eliminar las potencias más bajas de 11. Se observa que 
/(n} crece de manera casi proporcional a 11\ Se dice que ./(n) es de orden 11l y se 
escribe 

j(n) = O(n 3 ), 

en donde O sugiere el tém1ino orden. La definición general de O es como sigue. Se 
escribe 

j(n) 0(/1( 11)) 

\ 

( ( ( ( { ( ( ( ( ( ( ( (. e , e-. e r e o e 
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si el cociente l/{11)/lz(n)I permanece acotado (es decir, que no tiende a infinito) cuando 
11-,. oo. En este caso, lz(n)-+ 113 y, en efecto,j{n)/n3 -+ 2/3 porque los términos omitidos 
divididos entre 113 tienden a cero cuando 11 -+ co. 

En la sustitución hacia atrás de x
1 
se efec;túan n - i multiplicaciones y el mismo 

número de sustracciones, así como una división. Por tanto, el número de operaciones 
en la sustitución hacia atrás es 

b(n) 
n 

¿ (n - i) + n 
i= 1 

in(n + 1) + 11 = in 2 

Se observa que la expresión anterior crece más lentamente que el número de 
operaciones en la eliminación hacia adelante del algoritmo de Gauss, de modo que es 
despreciable para sistemas grandes debido a que es menor por un factor 11, 
aproximadamente. Por ejemplo, si una operación se efectúa en I o-o s, entonces los 
tiempos requeridos son: 

n Eliminación Sustitución hacia atrás 

100 
1000 

0.7 sec 
11 min 

Más sobre pivoteo. Cambio de escala 

0.005 sec 
0.5 sec 

Se sabe que un elemento pivota! a;k debe ser diferente de cero. Si es cero, entonces 
es necesario pivotear (intercambiar ecuaciones). Pero esto no es todo: si a; es pequeño 
en valor absoluto, debe pivotearse, porque entonces sería necesario restar grandes 
múltiplos de la ecuación pivota! de otras ecuaciones, amplificando así los errores por 
redondeo. Lo anterior puede afectar la exactitud del resultado. Antes de analizar cómo 
superar esta dificultad, se ilustrará con un ejemplo sencillo. 

Ejemplo 3. Dificultad con pequeños elementos plvotales. 

La solución del sistema 

0,0004x1 + J.402x2 = 1.406 

04003t¡ 1.502.<2 = 2.501 

es :1·1 = 1 O, x! = 1, Este sistema se resuelve por eliminación de Gauss. usando 01itmética de punto flotante 
con cuatro dígitoiL . . . . . 

(a) Si se elige la primera ecuación como la ecuación pivota!. es necesano mult1phcar esta. ecuac1on 
por m = 0.4003/0 0004 = 1001 y restar el resultado de la segunda ecuación. con lo que se obtiene 

-1405,, = -1404. 

Por tanto •. ,, = -14041(-1405) = O. 9993. y poi la primera ecuación. en vez de , , = 1 O se obtiene 

1 0.005 p ~ 
X¡= 0.0004 (1.406 - 1.402 • 0.9993) = 0.0004 = -··· 
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Esta Falla ocurre porque la 111 es pequeño en comparación con la,,I, de modo que un peqúeño erro~,' 
redondeo en .x1 produjo un gran error en :r1. • ... 

(b) Si se elige la segunda ecuación como la ecuación pivota!, es neccsaiio multiplicar esta ecuaci 
por 0 .. 0004/0.4003 = 0.0009993 y restar el resultado de la primera ecuación. con lo que se obtiene 

1 A04x, = 1.404. 

Por tanto, x, = I, y por la segunda ecuación se tiene que x, = 1 O. Este éxito ocu1,·e porque la,,I no es 11)· 

pequeño en-compriración con laul• de modo que un pequeño e1ror por redondeo en x1 no conduce a 
gran error en x,. En efecto, por ejemplo, si se tuviera x, = L002, entonces por la segunda ecuaci 

seguiri~ teniéndose el valoraceplablex, = (2 501 + 1.505)/0.4003 = 10 01 · 

En el pivoteo parcial, en el primer paso por lo general se elige como ecuaci ·· 
pivota! una ecuación en la que el coeficiente de x

1 
es el de mayor valor absoluto; d 

manera semejante para x, en el segundo paso, etc. Pivoteo total significaría que s 
buscara un coeficiente con el mayor valor absoluto de todo (!I sistema y que 1 
eliminación se iniciara con la variable correspondiente, usando este coeficiente corri' 
ei elemento.pivota!; y de manera semejante en los pasos subsiguientes. Lo anterior 
dificil de realizar en la práctica, ya que es mucho más costoso que el pivoteo parcia 

Hay una trampa: un coeficiente podría amplificarse multiplicando una ecuació 
completa, pero ésto no cambiaría la solución calculada. Multiplicar una ecuació. 
por un factor se denomina cambio de escala (o escalación) del renglón; aquí, por r· 
general se usa una potencia de l O ( o de la base f3 de la máquina), de modo qu 
después los coeficientes de mayores valores absolutos de la ecuación tengan su valo. 
absoluto entre 0.1 y I (o entre ¡3-1 y 1, respectivamente}. . 

En la práctica se utiliza el pivoteo parcial con cambio de escala, es decir, en el k-i 
ésimo paso (k = 1, 2, ·· · ·)dela eliminación se elige como ecuación pivota! una ecuación' 
de entre las n - k + 1 ecuaciones disponibles, de modo que el cociente del coeficiente d~. 
x* y el coeficiente de mayor valor absoluto en la ecuación sea máximo en valor absoluto;; 
En caso de que haya varias de tales ecuaciones, se toma la primera de ellas. ·,. 

Ejemplo 4. Elección de las ecuaciones plvotales. 

Aplicare) método recientemente mencionado a la elección de ecuaciones pivota les en el siguiente sistema ; 
y calcular la solución 

3x1 4x2 + 5x3 -1 

-3x1 + 2x2 + -<3 

6x1 + 8x2 X3 35 

Solución. Se tiene 

'"11' '"211 3 '"311 6 

max l"ikl s· max ia2kl 3' max ia3ki s· 
En consecuencia, como ecuación pivot.al se elige la segunda ecuación y se elimina .r

1
, con lo que se obtiene 

-3x1 + 2.r2 + X3 

-2x2 + 6x3 o 

12x2 + X3 37 

) . ) ) 
., . .) 

), ) ") ':) ) ) ) j ·:¡ J :¡ 
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Ahora Se tiene 

2 

6' 
12 
12 
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Por tanto. coino ccuo.ciún pivotnl se elige la Ultima ecuación y se ohticnc el sistc1nu triangular 

-3.x¡ + 2.r2 + X3 

12.<2 + X3 37 

!17 ;u 
fiX3 (; 

Al aplicnr sustituciún hacin aln'u; a,hora se nhticnc la :mlución ..r, = 1. x! = J, :r, = 2. en este orden, 1 

Para dos importantes clases de matrices no se requiere pivote.o, a saber, las ma
trices diagonalmente dominantes, es decir, 

n 

la) > ¿ lujkl 
k=I 
k1'j 

(j l, · · · , n) 

y las matrices simétricas y positivas definidas, es decir 

AT = A, x T Ax > O para lodo x ~ O. 

En la obra citada en el apéndice I como referencia I E 13 ], pág. 3 7 se analizan 
estimaciones del error para la eliminación de Gauss. 

Problemas de la sección 19.1 

Resolver los siguientes sistemas lineales por eliminación de Gauss (con pivoten parcial en 

caso de ser necesario) 

J. x, 4x2 -2 2. 6x 1 + 
Jx, + -~·2 7 4x 1 

4. 4x 1 + 2x2 h3 o 
7.x2 + 4x3 5 

3x2 + 2x3 3 

6. X2 4x3 2 

x, + 3x2 2x3 4 

2<¡ + 5.x2 7.r3 6 

8. 2.0.12 + 12.(lx3 12.00 

2.5.<, + X2 3.2.t3 - 1.88 

o.sx, l.4.r2 + 0.5x3 5.84 

Xz -3 

2x2 6 

s. 
2x1 + 

-.\, 

7. 2x 1 + 
-X¡ + 

3x1 

9. -0.8.\1 

X¡ 

4.5.r1 

3. 5x1 

J:2.\ 1 

X2 + Jx3 

2<2 X3 

+ 5x3 

2.\'2 + 2x3 

2x2 Jx3 

4x3 

+ l.6x2 

7.3x2 + 

3.512 

+ 2x2 

3x2 

9 

8 

8 

4 

32 

17 

4.3.\3 

0.5.\3 

- 1.5 

12.0 

5.28 

-32.04 

-3.30 

1 

¡· 
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MÉTODOS NUMÉRICOS EN ÁLGEBRA LIN¡:¡-· 
., 

10. 5x1 + 3x2 + X3 2 11. 3.0x1 + X2 + 2,0x3 o l¡l· 

4x2 + 8x3 -3 -2.5x1 0.5x2 I I .Ox3 o 
!Ox1 6x2 + ?F.r o l .8x1 + 2.8x2 + 4.0x3 ?6.1 --··3 

12. 2x¡ X2 +: 5x3 4 13. 4x
1 + 10x2 2x3 -'20 

-6.x¡ + 3x2 - 9x3 -6 -x¡ 15x2 + 3x3 30 

4x1 2xz -2 25x2 5x3 -50 

Resolver los siguientes sistemas lineales por eliminación de Gauss con elección de las ecuacion'' 
pivotales aplicando el método del ejemplo 4. 

14. 

16. 

17. 

X¡ Xz + 2x3 3.8 15. 5x1 + 10x2 - 2x3 -030 

4x1 + 3x2 X3 -5 .. 7 2>:¡ Xz + X3 L91 

5x1 + Xz + 3x3 2.8 3x1 + 4x2 1.16 

X¡ + 2x2 3x3 -11 

JOx1 + Xz + X3 8 

10x2 + 2x3 2 

Resolver el siguiente sistema por eliminación de Gauss sin pivoteo. 

€X 1 + X2 = 1 

X 1 + x 2 = 2. 

Demostrar que, para cualquier longitud de palabra de máquina fija y un E > O 
suficientemente pequeño, la computadora proporciona x, = 1 y luego x

1 
= O. 

Resolver el sistema exactamente y demostrar que para fa solución exacta, x
1 

E .... 1 y x
2 

_., 1 cuando .... O. Hacer un comentario. 
18. Resolver el sistema del problema 17 por eliminación de Gauss con pivoteo, Comparar los 

resultados y hacer un comentario. · 
19. Intentar resolver cada uno de los dos sistemas siguientes por eliminación de Gauss, Explicar 

por qué la eliminación de Gauss fracasa en caso de que no exista solución. 

Xl + Xz + X3 = 

4x1 + 2x2 - x
3 

= 

3 

5 
,A. 

4x1 + 2x2 - x3 = 5 

9x1 + 5x2 - x3 = 12. 

20. Comprobar los cálculos del conteo de opei-nciones del método de Gauss presentado en el texto. 

SISTEMAS LINEALES: FACTORIZACIÓN LU, INVERSIÓN 
DE MATRICES 

Se continuará el análisis·de los métodos numéricos para resolver sistemas lineales de 
n ecuaciones en n incógnitas x" · · · , xn, 

(1) AX=B, 

en donde A= [a¡J es la matriz de coeficientes den X n, xT = [x
1 

• • • xn] y b T = [b
1 
• • • 

bn]· Se presentarán tres métodos relacionados que son modificaciones de la eliminación 
de Gauss. Tales métodps reciben su denominación en honor de los científicos Doolittle, 
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Crout y Cholesky, respectivamente, y usan la idea de la factorización LU de A, que 
se explicará en primer término. 

Una factorización LU de una matriz cuadrada dada A es de la forma 

(2) 
1 A= LU 1 

en donde L es triangular inferior y U es triangular superior. Por ejemplo, 

[2 3] [l º] [2 3] A= LU = 
8 5 4 l O -7 

Es posible demostrar que para cualquier matriz no singular (ver la sección 7.7) los 
renglones pueden reordenarse de modo que la matriz resultante A tiene una 
factorización LU (2) en la que L resulta ser la matriz de los multiplicadores m;, de la 
eliminación de Gauss, con diagonal principal 1, - · · , 1, y U es la matriz del sistema 
triangular que se obtiene al ténnino de la eliminación de Gauss. (Consultar la referencia 
[E3 ], págs .. 155-156.) 

Así pues, ahora la idea crucial es que L y U en (2) puedan calcularse directamente, 
sin resolver ecuaciones simultáneas (por tanto, sin usar la eliminación de Gauss). 
Corno puede verse a partir de un conteo, para efectuar lo anterior se requieren 
aproximadamente n 3/3 operaciones, aproximadamente la mitad de las necesarias para 
ejecutar la eliminación de Gauss, que requiere casi 2n3/3 operaciones (ver la sección 
19.1). Y una vez que se tiene(~). es posible usarla para resolver Ax= ben dos pasos, 
que implican sólo aproximadamente 112 operaciones, notando simplemente que Ax = 
LUx = b puede escribirse como 

(3) ~ Ly= b en donde (b) Ux y 

y resolviendo primero (3a) para y y luego (3b) para x. Lo anterior se denomina método 
de Doolittle. Los dos sistemas, (3a) y (3b), son triangulares, por lo que su solución es 
la misma que se obtiene al aplicar sustitución hacia atrás en la eliminación de Gauss. 

A partir de (2) se obtiene un método semejante, el método de Crout, si se requiere 
que U (en vez de L) tenga diagonal principal 1, · · - , 1. En cualquier caso, la 
factorización (2) es única. 

Ejemplo 1. Método de Doolittle. 

Resolver el sistema del ejemplo I de la sección 19. 1 aplicando el método de Doolittle_ 

Solución. La descomposición (2) se obtiene a partir de 

A [: : :J [~21 
6 2 8 m31 o 

o 
"13] 
"23 

ll33 
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mediante la detenninación de los m;, y los "w usando multiplicación matricial. Al recorrer A renglón p 
renglón, sucesivamente se obtiene · 

------------~------------------------:: 
"11 = 3 = 11 11 "12 = 5 = 1112 ll¡3 = 2 = 11 13 ----------------------------------
ª21 =O= mz1"11 

m 21 = O 

ª22 = 8 = m21"12 + 1122 ª23 = 2 = mz1 11 13 + 1123 

1122 = 8 1123 = 2 

ª31 = 6 = m31,;11 

= m 31 · 3 

m 31 = 2 

<133 8 = m31 "13 + m32"23 + 1133 

= 2 · 5 + m 32 · 8 

m3z = -1 

= 2 • 2 - J • 2 + u33 

1133 = 6 

Por tanto, la factorización (2) es 

[~ : :] [~' '; ~] [~ : :J. 
6 2 8 2 -1 1 O O 6 

Primero se resuelve Ly = b. detenninando y,. luego y 1, y después J';l' es decir, 

[
~ o ~] [:::J [-:]. 
2 - J J v3 26 

Solucitln 

Luego se resuelve Ux =y.determinando x" luego x2, y después x,. es decir. 

[: : :J [] [-:] Snlucilln 

Lo anterio/ coincide con la solución del ejemplo I de la sección 19.1 

Las fórmulas en el ejemplo 1 sugieren que para 11 en general los elementos de las 
matrices L = [m1k] (con diagonal principal 1, · · · , 1) y U = [u

1
,J en el método_ de 

Doolittle se calculan a partir de · 

1111, ª11, k 1, , 11 

j-1 

lljlc ªi" L mjs 11slc k =}, , n; j ?;, 2 

(4) s=l 

m.il 
ªil 
1111 

j 2, ,n 

(ajlc 
/c-1 ) 

m.ilc - L l,ljslls/c j k + I, 'n; k ?; 2. 
11/clc .s= l 

) "> ) ) ) 

--·------------·--- ·-- ·-~· ..... ---·-·-·····--
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Las fórmulas correspondientes para la factorización LU en el método de Crout 
son bastante semejantes: · 

m.il ªil j 1, ,n 

/c-1 

mi/e ªilc - ¿ 111js 11slc j k, .. 'n; k ?; 2 
(5) :i=l 

ª11c 
k 111/c 

mu 
2,. ,n 

_.I_ ( ªi1c 
j-1 

mjs 11s1c) llj/c ¿ k =}+ l, . 'n; j ?;, 2. 
mjj s=l 

Método de Cholesky 

Para una matriz A simétrica positiva definida ( es decir, que A = A T, x T Ax > O para 
toda x ~ O), en (2) es posible elegir inclusive U= LT, por Jo que u.,= m., (pero sin 
imponer condiciones sobre los elementos de la diagonal principal). 

1 1 

Por ejemplo, 

(6) 
[ 

: ¡ ~ ~: l [: : : l [: 4 _ ; l 
14 - 5 83 J 7 -3 5 J O O 5 J 

El método popular para resolver Ax= b con base en esta factorización A= LLT 
se denomina método de Cholesky. · 

Las fórmulas para la factorización son 

mu = ~ 

~ajj 

j-1 

mjj ¿ mjs 
2 j 2, ... ,n 

(7) S=l 

mil 
ªil 

j 2, ... , n 
mu 

1 ( lc-1 ) 
mjk -;;¡-- ª.ilc - L mjsmlcs j k + l, ... 'n; k ?; 2. 

k/c S=l 

Si A es simétrica pero no positiva definida, todavia puede aplicarse este método, pero 
entonces se obtiene una matriz compleja L, por lo que se vuelve irnpráctico. 

). ) ) ). ) ) ) ) ) ) ) j ) 

1 
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Ejemplo 2. Método de Cholesky. 

Resolver el siguiente sistema aplicando el método de Cholesky: 

14 
2x1 + 17x2 - 5x3 = -101 

14x
1 

- 5x2 + 83x3 = 155 .. 

Solttció11. A partir de (7) o de la fonna de la factorización 

2 

17 

-5 

14] ['"11 
-5 = m21 

83 m31 

se ca1culan 1 en el orden dado, 

o 

ª21 2 
m 11 = va;:;: = 2 m21 = mu = 2 = 

m22 = Va22 - m212 = ~ = 4 

Esto coincide con (6). Ahora es necesario resolver Ly = b, es decir, 

[; 
o 

:J ['.:] [-,:1 4 Solución 

-3 155 

Como segundo paso. Cs necesario resolver Ux = Lrx = y, es decir, 

[: 
4 -:mJ HJ Solución 

o 

,-HJ 
-+:J 

Eliminación de Gauss-Jordan. Inversión de matrices 

11 

Otra variante de la eliminación de Gauss es la eliminación de Gauss-Jordan, 
introducida por W. Jordan en 1920, en donde la sustitución hacia atrás se evita mediante 
cálculos adicionales con los que la matriz se reduce a forma diagonal, en vez de a la 
forma triangular que se obtiene en la eliminación de Gauss. Pero esta reducción de 
la forma triangular de Gauss a la forma diagonal requiere efectuar más operaciones 
que en la sustitución hacia atrás, de modo que el método es desventajoso para re
solver sistemas Ax = b. Sin embargo, es posible usarlo para invertir matrices, en 
donde la situación es como sigue. 

l L. L 
(': (, (1 e ( e e e e, e e r· e r, t: e, e Ci e e, o e 
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La inversa de una matriz cuadrada no singular A puede determinarse en principio 
resolviendo los 11 sistemas · 

(Q\ 
\V/ (j ' ,, _, 

' ,,., 
en donde bies laj-ésima columna de la matriz unitaria den x 11. 

Sin embargo,_es preferible producir A~' qperando sobre la matriz unitaria I de la 
misma manera que en el algoritmo de Gauss--Jordan, reduciendo A a l. En la sección 
7.7 se proporcionó un típico ejemplo ilustrativo de este método. 

Problemas de la sección 19.2 

Resolver los siguientes sistemas lineales aplicando el método de Doolittle. También mostrar la 
factórización LU. 

l. 3x1 + 2x2 = 18 2. 2x1 4x2 "' O 3. 4x1 6.x2 = -17.0 

18.xl + 17x2 123 8x1 15x2 = 0.5 8.xl 7x = . 2 -26.5 

4. X¡ + X2 + X3 = 5 5. X¡ + 2x2 + 5x3 "" -11 

X¡ + 2x2 + 2x3 6 X2 - 1 

X¡ + 2x2 + 3x3 8 2x¡ + 9x2 + llx3 -20 

6. 3x1 + 2x2 14 7. 5x1 + 4x2 + X3 = 3.4 

12x¡ + 13x2 + 6x3 40 IOx1 + 9x2 + 4x3 8.8 

-3x1 + 8x2 + 9x3 = -28 10x1 + 13x2 + 15x3 19.2 

8. X¡ - X2 + 2.6x3 = -4.94 9. 3x1 + 9x2 + 6x3 = 23 

0.5x1 - 3.0x2 + 3.3x3 = -8.27 18x1 + 48x2 + 39x3 = 136 

- l .5x1 - 3.5x2 - I0.4x3 = 10.51 9x1 - 27x2 + 42x3 = 45 

Aplicando el método de Crout, resolver el 

10. problema 1. 11. problema 5. 12. problema 6. 

Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales aplicando el método de Cholesky. 

13. 9x1 + 6x2 + 12x3 174 14. O.Olx1 + 0.03x3 = O. 14 

6x1 + 13x2 + l lx3 236 0.16x2 + 0.08x3 0.16 

12x1 + l lx2 + 26x3 308 0.03x1 + 0.08x2 + 0.14x3 0.54 

15. 4.x¡ + 6x2 + 8x3 o 16. 4x1 + IOx2 + 8x3 44 

6x1 + 34x2 + 52x3 -160 IOx1 + 26x2 + 26x3 128 

8x1 + 52x2 + 129x3 -452 8x1 + 26x2 + 61x3 214 

Encontrar la inversa de la matriz dada, aplicando el método de Gauss-Jordan. 

[_ ~ -0.5] [ 3 -5] [ 0.5 -0.5] 
17. 18. 19. 

1.5 -2 -1 -0.7 0.2 

• 1 
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19.3 SISTEMAS LINEALES: SOLUCIÓN POR ITERACIÓN 

La eliminación de Gauss y sus variantes presentadas en las dos últimas secciones 
pertenecen a los métodos directos para resolver sistemas lineales de ecuaciones; son' 
métodos con los que se obtienen soluciones después de efectuar cálculos que pueden 
especificarse de antemano. En contraste, en un método indirecto o iterativo se 
empieza a partir de una aproximación de la solución verdadera y, si se tiene éxito;' 
se obtienen aproximaciones cada vez mejores a partir de un ciclo computacional' 
que se repite tanto como sea necesario a fin de alcanzar una exactitud requerida, de ' 
modo que la cantidad de cálculos aritméticos depende de la exactitud requerida y 
varía de un caso a otro. 

Los métodos iterativos se aplican si la convergencia es rápida (si las matrices tienen: 
grandes elementos en la diagonal principal, como se verá), de modo que se ahorran 
operaciones en comparación con un método directo, o si un gran sistema es ralo, es · 
decir, que tiene muchos coeficientes cero, de modo que se de!5perdiciaría espacio para 
almacenar ceros, por ejemplo, 9995 ceros por ecuación en un problema potencial de 
10' ecuaciones en 104 incógnitas con típicamente sólo 5 tém1inos diferentes de cero por l 

ecuación (más sobre este tema se presentará en la sección 20.4). 

Método de iteración de Gauss-Seidel 

Este es un método iterativo de gran impo1tancia práctica, que puede explicarse simplemente en ténninos 
de un ejem,PIO. 

Ejemplo 1. Iteración de Gauss-Seidel. 

Se considerará el sistema lineal 

X¡ 0.25x2 - 0.25x3 50 

-0.25x1 + X2 0.25.<4 50 
(1) 

-0.25x1 + X3 0.25.T4 25 

- 0.25x2 0.25x3 + X4 25. 

(Ecuaciones de esta fonna se presentan en la soluci6n numérica de ecuaciones diferenciales parciales y 
en interpolación por cerchas.) Este sistema se escribe en la fonna 

(2) 

X¡= 

X2 = 0.25x1 

x3 = 0.25x¡ 

0 .. 25x2 + 0.25x3 

+ 0.25x4 

+ 0.25x4 

+ 50 

+ 50 

+ 25 

+ 25. 
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Estas ecuaciones se usan para iteración, es decir. se empieza a partir de una aproximación (quizá deficiente) 
de la solución, por ejemplo, x, "" F. 100, x,'"' = 100, x,"" = 100, x}'" = 100 y a partir de (2) se calcula una 
aproximación presumiblemente mejor 

(3) 

X\l) = 

x~I) 

x~I) 

Usar los valores .. antetinres .. 

( Aquí todavía no se dispone de los valores ··nuevos") 

0.25x~Ol + 0,25.x~O) + 50.00 100.00 

0,25x\:1l + 0.25.x~O) + 50.00 100.00 

0.25.x\1> + 0.25x~O) + 25.00 75.00 

0.2541> + o.25x~1¡ + 25.00 = 68.75. 

Usar los valores .. nuevos" 

Se observa que estas ecuaciones se obtienen a pa11ir de (2) al sustituir en la derecha las aproximaciones 
más recie11tes, DC hecho~ elementos co'rrespondientes reemplazan a elementos previo's tan pronto como 
han sido calculados, de modo que en las ecuaciones segunda y tercera se usa x1

111 (no x,""). y en la última 
ecuación de (3) se usan .xtl y x 1

111 (no x./1
1 y x/º1)º En el siguiente paso se obtiene 

X\2) = 0.25x~1l + o.25A11 + 50.00 93.75 

.rfl = 0.25.r\2) + 0.25.r~1l + 50.00 90.62 

x~2J = 0.25 . .\¡2) + 0.25x~1l + 25.00 65.62 

.ri2) = 0.25.rfl + 0.25.rf1 + 25.00 64.06. 

En la práctica se efectuarían pasos adicionales y se obtend,ía una solución aproximada más exacta. 
El lector puede demostrar que la solución exacta es x, = x, = 87 .5, .,, = x, = 625. 1 

A fin de obtener un algoritmo para la iteración de Gauss-Seidel, a continuación 
se obtendrán las fórmulas generales para esta iteración. 

Se supondrá que ªJJ = 1 paraj = 1, · · · , n. (Observar que esto puede lograrse en 
caso de que sea posible reordenar las ecuaciones de modó que ningún coeficiente en 
la diagonal sea cero; luego es posible dividir cada ecuación entre el coeficiente diago
nal correspondiente.) Ahora se escribe 

(4) A=I+L+U 

en donde I es la matriz unitaria de n X n y L y U son, respectivamente, matrices 
triangular inferior y triangular superior con diagonales principales iguales a cero. Si 
(4) se sustituye en Ax= b, se obtiene 

Ax = (1 + L + U)x = b. 

Al tomar Lx y Ux en la derecha, entonces como Ix = b se obtiene 

(5) x = b - Lx - Ux. 

1 
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Recordando por el cálculo en el ejemplo 1 que abajo de la diagonal principa 
tomaron "nuevas" aproximaciones y que arriba de la diagonal principal se toril 
"viejas" aproximaciones, entonces por (5) se obtienen las fórmulas de iter~ 
buscadas 

(6) x<m+l) = b - Lx<m+l) - Ux~ 

en donde xCm> = [x/"'>] es la m-ésima aproximación y x<'" + 1> = [x/"' + 
1>] es la (r 

1)-ésima aproximación. En componentes, con lo anterior se obtiene la fórrit' 
en el renglón I del algoritmo de la tabla 19.2, en donde el factor 1/aii satisf 
la hipótesis en (4) y (5) de que todos los elementos en la diagonal principal 
A son iguales a 1. 

Tabla 19-2 
Iteración de Gauss-Seidel 

ALGORITMO GAUSS-SEIDEL (A, b, xc0>, e, N) 
Este algoritmo calcula una solución x del sistema Ax = b 
aproximación inicial x<0 >, en donde A= [aj,] es una.matriz den x n con a11 * O, 
j= 1, · · ·, n. .. 

2 

·,\ 

ENTRADA: A, b, aproximación inicial x'º>, tolerancia e > O, número ( 
máximo de iteraciones N 

SALIDA: Solución aproximada x'"'> = [x/"'>] o mensaje de falla 
indicando que xcNJ no satisface la condición de tolerancia: 

Para m =O,···, N- 1, ejecutar: 

Fin 

Para}= 1, · · · , n, ejecutar: 

Fin 
Si máx Jxj"••1> - x/"'1 1 < E , entonces dar como SALIDA x<m+t>. 
Detener el proceso 

[Procedimiento completado exitosamente] 

SALIDA: "Después de Npasos de iteración no se obtuvo ninguna 
solución que satisfaga la condición de tolerancia". 
Detener el proceso. 

[Procedimiento completado sin éxito] 

Fin de GAUSS-SEIDEL 

1 e. c.,., r r r. e r e r e· e e r e, e r < e r r e· en e 
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Convergencia. Normas matriciales 

Se dice que un método iterativo para resolver Ax = b converge para una x<0> inicial 
si la sucesión iterativa correspondiente x<01

, xc 1>, x(2}, · · · , converge a una solución 
del sistema dado. La convergencia depende de la relación entre x<m> y x''" + 1>. A fin 
de obtener esta relación para el método de Gauss-Seidel, se usa (6). Primero se 
tiene 

(I + L)x<m+l> = b - Ux<m> 

y al multiplicar por (1 + L)-1 por la izquierda, 

(7) x<m+l> = cx<m> + (1 + L)- 1b donde 

La iteración de Gauss-Seidel converge para todo x'º> si y sólo si todos los eigenvalores 
(sección 7.10) de la "matriz de iteración" C = [c

1
;] tienen valor absoluto menor que 1. 

(La demostración de este hecho se encuentra eil la obra citada en el apéndice 1 como 
referencia [E3], pág. 191.) ¡Precaución! Si se desea obtener C, entonces primero 
deben dividirse los renglones de A entre a .. para obtener diagonal principal l, · · · , 1. p . 

Si el radio espectral de C (= máximo de estos valores absolutos) es ¡:iequéño, entonces 
la convergencia es rápida. 

Una condición suficiente para la convergencia es 

(8) i 11C11 < l. 1 

Aquí, IICII es alguna norma matricial tal que 

(9) 

o bien, 

(10) 

o bien, 

(11) IICJI 

IICJI 

n 

max '¿ icikl 
k j= 1 

n 

max '¿ icikl 
j k=l 

(Norma de Frobenius) 

{Norma "suma" de las columnas) 

(Norma "suma" de los renglones) 

Estas son las normas matriciales más frecuentemente utilizadas en el trabajo numérico. 
En (9) se toma la suma de los cuadrados de todos los elementos y füego ·se extrae raíz 
cuadrada. En (10) se toma la suma de los lc;,I en la columna k, donde k = l, · · · , n, y 
luego se considera la mayor de tales n sumas. En (11) se suman los Ja.,J en cada 
renglón y luego se considera la mayor de tales 11 sumas. ' 

www.elsolucionario.net
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Ejemplo 2. Prueba de convergencia para la iteración de Gauss-Seidel. 

Probar si la iteración de Gauss-Seidel converge para el sistema 

h+ y+ z=4 .)( = 2 - Í.Y -
escrito como y = 2 ix -

iz 
iz .x + 2y + z = 4 

x+ y+2z=4 z = 2 - ix - Í.Y· 

So/ució1t. La descomposición 

+ L + U = 1 + [1~2 

.112 

1/2 

1/2 

muestra que 

e - -u+ L1-•u - - ~'.,, 

o :rn 
- 1/4 -1/2 1 O 

Se calcula la nonna de Frobenius de C 

o 
o 

1/2 

1/2 

o 

o 

:]+[: 
,,,] 

[: 
1/2 

o 

1/2 

o 
o 

-1/2 

1/4 

1/8 

IICII = (.!. + .!. + _I_ + _1_ + _1_ + J_) 112 = (~6º4) i,2 = o.884 < 1 
' 4 4 16 16 64 64 

y a partir de (8) se concluye que esta iteración de Gauss-Seidel converge 
nonnas no penniten ninguna conclusión~ como debe cornprobar el estudiante, 

Residuo. Dado un sistema Ax= b, el residuo r se define como 

1 r = b - Ax. \ 

Resulta evidente que r = O si y sólo si x es una solución. Por tanto, r :;é O para un 
solución aproximada. En la iteración de Gauss-Seidel, en cada etapa se modifica 
relaja una componente de una solución aproximada a fin de reducir a cero un. 
componente de r. Por tanto, la iteración de Gauss-Seidel pertenece a una clase de 
métodos que a menudo se denominan métodos de relajación. En la siguiente sección 
se dirá más sobre estos los métodos. 

Iteración de ,Jacobi 

La iteración de Gauss-Seidel es un método de correcciones sucesivas porque s 
reemplazan aproximaciones por nuevas aproximaciones correspondientes tan pront 
como éstas son calculadas. Un método se denomina método de correccion 
simultáneas si ninguna componente de una aproximación x1m• 11 se usa hasta que toda_ 
las componentes de x<m•11 han sido calculadas. Un método de este tipo es la iteració~. 
de Jacobi, semejante a la iteración de Gauss-Seidel pero que consiste en no utilizar 
valores mejorados sino hasta que se ha completado un paso y luego sustituido x1

"'
1 po 

x<"' + 
1> de una vez, directamente antes de empezar el siguiente ciclo. Por tanto, si Ax 1 

) ) } ) '), ) ) ) ), J ) ) ), ): j, ), )¡ ) 
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'), 

b se escribe en la forma x = b + (I - A)x, entonces la iteración de Jacobi en notación 
matricial es 

(12) x<m+ l) = b + (I - A)x.<m>. 

Este método reviste bastante un interés teórico. Converge para toda elección de x1°1 si 
y sólo si el radio espectral de I - A es menor que 1; aquí de nuevo se supone a .. = 1 
para}= 1, .. · ·, n. · 11 

Iteración para calcular la inversa 

La inversa de una matriz cuadrada no singular A también puede determinarse aplicando 
un método iterativo sugerido por la siguiente idea. El recíproco x de un número dado a 
satisface xa = 1, y si desea determinarse x sin efectuar una división, entonces es posible 
aplicar el método de Newton (sección 18.2) a la función.f(x) = x-1 - a. Como se tiene 
.f(x) =: -l!x2

, entonces la iteración de Newton es 

Lo anterior sugiere una fórmula de it.eración análog¡i para detenninar la inversa X= 
A-1 de A, a saber, 

( 13) x<m+l) 

Este proceso converge (se obtiene A •1 cuando m _,. oo) si y sólo si se elige un X'º' de 
modo que todo eigenvalor de I - AX10> sea de valor absoluto menor que 1 (consultar 
la obra citada en el apéndice I como referencia [E24J, pág. 225). El método es de 
interés práctico si las multiplicaciones que es necesario efectuar son sencillas, por 
ejemplo, si A tiene muchos ceros. Sin embargo, en general es dificil efectuar una 
elección idónea de X'º'· y el método es más utilizado para mejorar una inversa inexacta 
obtenida por otro método. 

Problemas de la sección 19.3 

Aplicar la iteración de Gauss-Seidel a los siguientes sistemas. Ejecutar cinco pasos, empezando 
desde 1, 1, 1 (y desde 1, 1, 1, 1 en los problemas 7 y 8), usando 6 dígitos significativos en los 
cálculos. Sugerencia. Asegurarse de que al principio se resuelve cada ecuación para la variable 
que tiene el mayor coeficiente. (¿Por qué'.') 

l. 4x1 + 2x2 + X3 14 2. 10.xl X2 .ra 13 

X 1 + 5.r2 .r3 10 X¡ + 10x2 + X3 36 

X¡ + X2 + 8.r3 20 -xi - X2 + 10.r3 35 

3. 6x1 + X2 + X3 107 2x1 + 10x2 X -32 3 
4. 

X1 + 9.r2 2.t3 36 -xl + 2x2 + 15x3 17 
2x 1 X2 + 8x3 121 10x1 X2 + 2x3 58 

) ) ) ) ':) j ) ~:: ) ') ,;fJ¡ ,:;5i ·1¿~ 

1 

i1 , 
¡ 
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Iteración de Gauss-Seidel (continupción) 

5. 10x1 + X2 + X3 6 6. 6x1 + X2 X3 3 

X¡ + 10x2 + X3 6 -X¡ + X2 + 7x3 -17 

X¡ + X2 + 10x3 6 X¡ + 5x2 + X3 o 

7. 8x1 + X2 + X3 - X4 = 18 8. 7x1 + X3 - X4 = 

-2x1 + 12x2 - X3 -7 -X¡+ x2 + 8x3 

2x¡ + 16x3 + 2x4 = 54 10x2 - X3 + X4 = 

X2 + 2x3 - 20x4 = -14 10x1 + X2 + 30x4 = 

9. Aplicar la iteración de Gauss-Seidel (3 pasos) al sistema del problema 5, empezan' 
desde (a) O, O, O, (b) 10, JO, JO. Comparar los resultados y hacer un comentario. 

10. Aplicar las iteraciones de Gauss-Seidel y cle Jacobi (3 pasos cada una) al sistema 
problema 5, empezando desde 1, 1, 1. Co_mparar los resultados y hacer un comentan. 

11. Empezando desde O, O, O, demostrar que para el sistema del ejemplo 2 la iteración 
Jacobi diverge. 

12. En el problema 5, calcular C (a) si la primera ecuación se resuelve parax,, la segunda· 
resuelve para x, y la tercera se resuelve para x): demostrando conve~gencia; (b) si . 
siguiendo ninguna lógica la tercera ecuación se resuelve para x 1, la primera se resuel .. 
para x, y la segunda se resuelve para x_,. demostrando divergencia. . 

13. Considerar una aproximación x111> a la inversa de una matriz A, en donde 

14. 

x<O> 
[ 

~-5 

-0.4 

-0.I 

0.2 

0.3 

~.4J 
- 1.5 

[ ~ ~ ~J-
-1 -1 

y A 

Calcular XI" aplicando (13). Detenninar A- 1 y demostrar que cada elemento de X101 
· 

desvía del elemento correspondiente de A- 1 cuando mucho por O. 1, mientras que para X1
/ 

esta desviación máxima es 0.03 · 

Aplicar ( 13) con 

xw> 
[ 

2.9 

-4.9 

-0.91 
L9j a la matriz 

comprobar que se satisface la condición para convergencia, ejecutar dos pasos y comparar 
los resultados con la inversa exacta. 

Calcular cada una de las normas (9), ( 1 O) y ( 1 1) de las siguientes matrices. 

[-~ -:J [ 0.8 0.6] [~ ~] 15. 16. 17, 
-0.6 0.8 

[: 

-8 "] r: 
o ~;] [ OJ 

- 1.2 ''] 18. -3 19. -8 20. -0.3 1.2 -2.8 

o 5 22 o o o o 
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9.4 SISTEMAS LINEALES: MAL ACONDICIONAMIENTO, NORMAS 

No se requiere mucha experiencia para observar que algunos sistemas Ax = b soh 
"buenos", para !os que se obtienen soluciones exactas inclusive bajo redondeo o cuando 
hay inexactitudes en los coeficientes, mientras que otros son "malos", de modo que 

· estos factores afectan bastante a la solución. Se desea ver qué sucede y cómo es 
posible determinar si es posible o no "confiar" en un sistema. 

El sistema Ax = b se denomina bien acondicionado si pequeños errores en los 
coeficientes o en el proceso de resolución afectan sólo ligeramente a la solución, y se 
denomina mal acondicionado si el efecto sobre la solución es grande. Estos conceptos 
son fundamentales. 

Para dos ecuaciones en dos incógnitas, en la figura 416 se explican tales conceptos. 
La situación de mal acondicionamiento ocurre si y sólo si las gráficas de las ecuaciones 
son dos rectas casi paralelas, de modo que su punto de intersección (la solución del 
sistema) se mueve demasiado, por ejemplo, si una de las rectas se eleva apenas 
ligeramente. 

Ejemplo 1. Un sistema mal condicionado. 

El lector puede comprobar que el sistema 

0.9999x - I.OOOly = 

X - y= 

tiene la solución x = Q,5 1 y= -0,5, mientras que el sistema 

0.9999.t - I.OOOly 

~ - y + E 

tiene la solución x = O 5 + 50005,, y= -0.5 + 4999.5e Lo anterior muestra que el sistema está mal de 
acondicionado porque un cambio de magnitud sobre la derecha produce un cambio de magnitud 5000e, 
aproximadamente, en la solución Se observa que las rectas definidas por las ecuaciones tienen casi la 
misma pendiente. iil 

Para sistemas más grandes, la situación es semejante en principio, aunque la 
geometria deja de ser útil. El mal acondicionamiento puede considerarse como un 
enfoque hacia la singularidad. Es posible encontrar pérdida de dígitos significativos, 
lo que dificulta la obtención de soluciones o inversas exactas. La precisión doble o 
triple puede ser de utilidad en caso de que los coeficientes se obtengan a partir de 
fórmulas, pero si son resultado de mediciones, con exactitud limitada, entonces no 
hay ninguna ayuda posible, por lo que es necesario tratar de replantear el problema 
en términos de un sistema bien acondicionado. 

.r r 
(a/ (b) 

Figura 4'16. Sistema lineal de dos ecuaciones en dos incógnitas 
(a) bien acondicionado y (b) mal acondicionado. 
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El que un sistema esté bien acondicionado puede evaluarse si los elernent~s 
diagonal principal de A son grandes en valor absoluto comparados con los elem 
fuera de la diagonaL De manera semejante si A-1 y A tienen elementos rnáxim 
aproximadamente el mismo valor absoluto. 

Síntomas de que un sistema está mal acondicionado son que ldet Al sea peq 
en comparación con el máximo de los la), que A-1 tenga grandes elementos en · 
absoluto comparados con los valores absolutos de las componentes de la soluci· 
que soluciones aproximadas deficientes puedan todavía producir residuos pequ 

Residuo. El residuo r de una solución aproximada x de Ax = b se define com · 

(1) r = b - Ax. 

Luego, b = Ax, de modo que 

(2) r = A(x - xJ. 

Por tanto, res pequeño si x es bastante exacto, aunque la conversa puede se~., 

Ejemplo 2. Solución aproximada deficiente con un residuo pequeño. 

El sistema 1.0001.,1 + ·'2 = 2,()001 

X¡ + I.OOOlxz = 2.0001 

tiene la solución exacta x = J, x, = 1 ¿Puede el lector ver esto por inspección., La muy dcli9; 
aproximación x

1 
= 2.0000, .x

2 
=·0.0001 tiene el muy pequeño residuo (hasta 4 decimaks) · 

[
2.0001] [1.0001 

r = 2.0001 - 1.0000 

1.0000] r2.000UJ l_.0001] r200031 r-0.0. 
1.0001 Lo 0001 = 2.0001 - L2.0001J = o.o' 

·,. 

A paitir de lo anteiior, alguien ingenuo podría extraer la falsa conclusión de que la aproximación d, 

ser exacta hasta J o 4 decímales 

Normas vectoriales 

El resultado probablemente inesperado del ejemplo 2 está relacionado con la situad_' 
de mal acondicionamiento y requiere investigación adicional. Se han propuesto van 
medidas para la siniación de mal acondicionamiento. A continuación se explicará: .. 
medida de mayor uso, el número de condición de una matriz, que reviste importanc1, 
fundamental general en las matemáticas numéricas (que rebasan los objetivos de ~st 
libro). Para llevar a cabo lo anterior se requiere algo de preparación; se procedera e, 
tres pasos, en los que se analizará lo siguiente: 

l. Normas vectoriales, 
2. Normas matriciales, y 
3. El número de condición K de una matriz cuadrada, ,, 

N orrna vectorial. Una norma vectorial para todos los vectores columna x = lx) co'' 
componentes (n fijo) es una longitud generalizada que se denota por llxl! Y se defi. 

' ) :-) J ¡) ) ) 
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mediante cuatro propiedades de la longitud usual de los vectores en el espacio tridi
mensional, a saber, 

(3) 

(a) llxll es un número no negativo. 

llxll = O si y sólo si x = O. 

llkxll = lkl llxll para todo k. 

(b) 

(e) 

(d) llx + YII ;;;¡¡ llxll + IIYII (Desigualdad del triángulo). 

En caso de que se usen varias normas, deben identificarse por medio de subíndices. 
La más importante en relación con los cálculos es la norma p, definida como 

(4) 

en donde p es un número fijo tal que p ,;; 1. En la práctica, suele tornarse p = J o 2 y, 
como una tercera norma, llxlloo (corno se define a continuación), es decir, 

(5) llxll1 lx1I + · · · + lxnl ("Norma / 1 ") 

(6) llxll2 Vx 2 + 1 
... + xn2 ("Norma euclidiana" o "Norma /2") 

(7) llxll"' rnax lx) ("Norma I ~ ") .. 
J 

Paran= 3, la norma /2 es la longitud usual de un vector en el espacio tridimensional. 
Las normas /1 y /oo suelen ser más convenientes en computación. 

Ejemplo 3. Normas vectoriales. 

Si x·• = [2 -3 O 1- 4 J, entonces 

llxll1 = 10, 11 

En el espacio tridimensional, la distancia entre dos puntos con vectores de posición 
x y x es jx - x j. Lo anterior sugiere, para un sistema lineal Ax = b, que llx - x II se 
torne corno una medida de la exactitud y se denomine distancia entre una solución 
exacta y una solución aproximada, o error de x . 

Normas matriciales 

Si A es una matriz den x n y x es cualquier vector con n componentes, entonces 
Ax es un vector con n componentes. Ahora se torna una norma vectorial y se 
consideran llxll y IIAxJI. Es posible demostrar (consultar la obra citada en el apéndice 
1 corno referencia [9], pág. 95) que existe un número e (que depende de A) tal 
que 

(8) IIAxll ~ cllxll para todo x. 

), i ) 

1 
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Sea x ;t, O. Entonces llxll > O por (3b) y al dividir se obtiene 

I\Axll < 
~=e 

El c más pequeño posible válido para todo x (at, O) se obtiene tomando el máxi' 
sobre la izquierda, se denomina norma matricial de A resultante de la nonna vectoi,: 

elegida y se denota por IIAII, Así, 

(9) 
IIAxll 

IIAII = max~ (x ,;,i, 

en donde el máximo se toma sobre todos los x ;t, O. De manera alternativa (problema 2. 

(10) IIAII = max l!Axll. 
llxll= 1 

Observar bien que HAii depende de la nonna vectorial elegida. 2 En particular, es posi · 
demostrar que se obtiene 

para Ja norma 1
1 

(5), la norma "suma" columna ( 1 O), sección 19 .3, y 

para la norma P.~· (7), la norma "suma" renglón (11), sección 19.3. 

Al tomar el mejor c posible (el menor), c = IIAII, por (8) se tiene 

( 11) IIAxll ;;;; IIAII llxl\. 

Ésta es la fórmula necesaria. Para dos matrices de n X n, la fórmula (9) tambi 
implica (consultar la referencia [9], pág. 98) 

(12) IIABII;;;; IIAII IIBII, por tanto, 

Consultar las referencias (9] y (El O] para otras fórmulas útiles sobre normas. 
Antes de continuar se realizará un simple cálculo ilustrativo. 

Ejemplo 4. Normas matriciales. 

Calcular las nonnas matriciales de la matriz de coeficientes A en el ejemplo 

suponiendo que se usa (a) la norma vectorial /1, (b) la nonna vectorial e~. 

Solución. Se aplican (4), sección 7. 7, y luego ( 1 O) y ( 11) de la sección 19. 3. Por tanto, 

[

0.9999 - 1.0001] [- 5000.0 5000.5] 
A = , A- 1 = 

1.0000 - 1.0000 - 5000.0 4999.5 

El máximo en ( l 0) y por tanto en (9) existe por el teorema 2.5-J en la obra citada como referenci~ (911;: 
pág. 77, ya que la nonna es continua (ver la referencia [9], pág. 60). La denominación "norma matncinl 
está justificada porque IIAII satisface (3) con x y y reemplazados por A y 8 (ver la referencia [9), págs 

92-93). 

e e~: e: e e e: C· e, r e e e r, e e < · r, ( e e e_. r e c. ci e 
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Así, (a) IIAII = 2.0001, IIA-111 = 10000; (b) IIAII = 2, IIA-11! = 10000.5. Se observa que 
IIA-111 es sorprendentemente grande, lo que hace grande a IIAII IIA-111 (20001). A 
continuación se verá que (y por qué) esto es típico de un sistema mal acondicionado .. 

Número de condición de una matriz 

Ahora ya es posible introducir el concepto clave en el análisis sobre sistemas mal 
acondicionados: el número de condición K(A) de una matriz cuadrada (no singular) 
A, definido como 

(13) K(A) = IIAII IIAji] 

El papel del número de condición se verá con base en el siguiente teorema. 

Teorema 1 (Número de condición) 

Un sistema lineal de ecuaciones Ax = b está bien acondicionado si su número de 
condición ( 13) es peque,io. Un número de condición grande ~ndica que el sis tema 
está mal acondicionado. 

Demostración. b = Ax y con ( 11) se obtiene llbll :5 IIAll llxll. Sean b ;t, O y x ;t, O. 
Entonces al dividir entre llbll llxll se obtiene 

(14) 
_!_ < IIAII 
llxll = llbll · 

Al multiplicar (2) por A-1 por la izquierda e intercambiar miembros se obtiene x -
x = A-1 r. Luego, al escribir ( 11) con A-1 y r en vez de A y x se obtiene 

Al dividir entre llxll y aplicar (14) finalmente se obtiene 

(15) 
llx - xll < _!_ _1 < IIAII _ 1 llrll 

llxll = llxll llA II llrll = llbll IIA 11 llrll = K(A) fhij . 

Por tanto, si K(A) es pequeño, entonces un llrll/\lbll pequeño implica un pequeño error 
relativo llx - x 11/llxll, de modo que el sistema está bien acondicionado. Sin embargo, 

lo anterior no se cumple si K(A) es grande.. 1 

Ejemplo 5. Número de condición para un sistema mal acondicionado. 

A partir del ejemplo 4 se observa que el número de condición del sistema del ejemplo 1 es muy grande, 
K(A) = JIAJI IIA-111 = 20001. Esto confinna que este sistema está bastante mal acondicionado. 1 

Ejemplo 6. Número de condición para un sistema mal acondicionado. 

Por(4) en la sección 7 .. 7, la inversa de la matriz A en el ejemplo 2 es 

,1 
¡J 

. .. 
l!li 
1111 
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[ 

1.0001 

0.0002 - 1.0000 
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- 1.0000 J [ 5000.5 - 5000.0 J. 
1.0001 = -5000.0 5.000.5 

Por (10), sección 19.3, entonces se obtiene el valor muy grande 

K(A) = (1.0001 + 1.0000)(5000.5 + 5000.0) = 20 002; 

de manera semejante a partir de (9) o de (11) en la sección 19.3. Lo anterior muestra que el sistema en··. 
ejemplo 2 está bastante mal acondicionado y explica el sorprendente resultado del ejemplo 2. ' 

En la práctica no se conoce A-1, de modo que al calcular el número de condici6 
,c(A), es necesario estimar IIA-1¡¡. En la obra citada en el apéndice 1 como referenci 
EIO se explica un método, propuesto en 1979, para efectuar lo anterior. 

Elementos inexactos de una matriz. ,c(A) también puede usarse para calcular 
efecto óx de una inexactitud óA de A (errores de medición de los a1,. por ejemplo), d. 
modo que en vez de Ax = b se tiene · 

(A + óA)(x + óx) = b. 

Al multiplicar y restar Ax = b en ambos miembros, se tiene 

Aóx + óA(x + óx) = O. 

Al multiplicar por A-1 por la izquierda se obtiene 

óx = -A-1.SA(x + óx). 

Al aplicar (11) con A-1 y el vector óA(x + óx) en vez de A y x, se obtiene 

Nuevamente aplicando (11) con óA y x - óx en vez de A y x, se obtiene 

llóxll ;;ií IIA - 11i llóAll llx + óxll. 

Luego, IIA1II = ,c(A)/IIAII, de modo que al dividir entre l!x + óxll se demuestra que la 
inexactitud relativa de x está relacionada con la de A a través del número de condición 
por medio de la desigualdad 

(16) llóxll llóxll ;¡¡¡ IIA _ 1ll llóAII = K(A) llóAII . 
llxll = llx + óxll IIAII 

Conclusión. Si el sistema está bien acondicionado, entonces pequeñas inexactitudes 
llóAII/IIAII pueden tener sólo un pequeño efecto sobre la solución. Sin embargo, en , 
caso de que el sistema esté mal acondicionado, si llóAII/IIAII es pequeño, llóxllfllxll 
puede ser grande. 

Miembro derecho inexacto. El estudiante puede demostrar que, de manera semejante, 
cuando A es exacta, una inexactitud ób de b provoca una inexactitud óx que satisface 

' §1.STEMAS LINEALES: MAL ACONDICIONAMIENTO, NORMAS 

(17) llóxll s (A) 11.Sbll 
llxll - K llbll 
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Así, llóxllfllxll debe permanecer relativamente pequeño siempre que ,c(A) sea pequeño. 

Comentarios adicionales sobre los números de condición. Las siguientes 
explicaciones adicionales pueden ser de utilidad. 

l. No existe una linea divisoria clara entre un sistema "bien acondicionado" y 
uno "mal acondicionado", aunque en general la situación empeora a medida que se 
pasa de sistemas con ,c(A) pequeño a sistemas con ,c(A) más grande. Así, K(A) ;;; 1 
siempre, de modo que valores de 10, 20 o sem~jantes no constituyen motivo de 
preocupación, en tanto que ,c(A) = 100, por ejemplo, requiere precaución, y sistemas 
como los de los ejemplos 1 y 2 están extremadamente mal acondicionados. 

2. Si K(A) es grande (o pequeño) en una norma, entonces es grande (o pequeño, 
respectivamente) en cualquier otra norma. 

3. Lo publicado sobre sistemas mal acondicionados es bastante amplio. Para una 
introducción al tema, consultar la referencia [E 1 OJ, de W. Kahan [ Cana d. Math. Bu/1. 
9 {1966), 757-801] y el artículo de J. Rice [SIAM Journal Num. Analysis 3 (1966), 
287-310). 

Aquí termina el análisis de los métodos numéricos para resolver sistemas lineales. 
En la siguiente sección se presentará una aplicación importante. 

Problemas de la sección 19.4 

Calcular cada una de las nonnas vectoriales (5), (6) y (7) de los siguientes vectores. 

l. [- 1 
4. [O 

7. [I 

-3 
o o 
-1 

4] 
I] 

-1] 

2. [0.3 1.2 O] 
5. [3 -4] 

8. [5 4 3 3 2 I] 

3. [ 4 - 3 - 1 5 .,.. 5] 

6. [3 4 - 7 O] 

Para las siguientes matrices, calcular la nonna matricial y el número de condición correspondiente 

a la nonna vectorial e.,,. 

9. 

12. 

15. 

16. 

[-: ~] 10. G ~] ll. [1~ :J 
[-; :] [1:0 o 

.:J ['º 1.5 10] 
-1 13. 100 14. 1.5 1.0 0.75 

-1 3 o 1.0 0.75 0.60 

Comprobar ( 1 I) para xr = [3 I 5 -4] tomada con la nonna P.., y la matriz del problema 12. 
Resolver cada uno de los dos s'istemas siguientes, comparar las soluciones y hacer un 
comentario. 

2x¡ + l .4x2 1.4 2x1 + l.4x2 = 1.44 

l.4x1 + X2 l.4x1 + X2 = 1 

1 
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1 

19.5 

17. 

18. 

19. 

20. 

e r e e e e < r r r e r c .. e, C) 
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Calcular el número de condición en el problema 16 con respecto a la nonna vectorial: 
hacer un comentario. ·· 

Resol"er cada uno de los dos sistemas siguientes, comparar las soluciones y hace/ 
comentario. 

-2 

-7x1 + 10x2 = 3 3.1 

Calcular los números de condición en el problema 18 con respecto a las nonnas vectorii! 
1, y e~. 
Demostrar que la solución del sistema 

7x1 + 8x2 + 9x3 24 

8x1 + 9x2 + 9x3 26 

es x 1 = l, x 2 = 1, x, = 1. Calcular el detenninante del sistema y el residuo correspondie' 
ax,= -0.8, x2 = 2.9, x, = 0.7. Hacer un comentario. 

21. (Matriz de Hilbcrt) Use eliminación de Gauss para resolver el sistema 

X¡ + kx2 + !xa 

!x1 + !x2 + txa o 

!x1 + ix2 + ixa o. 

Calcular el número de condición (en la nonna de la suma columna) para demostrar que 
sistema está mal acondicionado. (La matriz de coeficientes se denomina matriz de Hilbe 
de 3 X 3.) . 

22. Por definición, la matriz de Hilbert H,, = [ h
1
,] den X n consta de los elementos h

1
, = 1/(j . 

le - 1 ). Los elementos de la inversa H,,- 1 crecen rápidamente en valor absoluto cuando . 
crece. Ilustrar este hecho calculando H,-1, H,-', H,-1, (H,, no es una curiosidad académica., 
ya que matrices comparables aparecen en relación con el ajuste de curvas por mínimos: 
cuadrados.) 

23. Demostrar que K{A).: 1 para las nonnas matriciales ( 1 O) y ( 1 1) de la sección 19.3, y que 
K(A);:: ,J;; para la nonna de Frobenius (9) Je la sección 19 . .3. 

24. Obtener ( 1 O) a partir de (9). 

25. Demostrar que llx~IJ;;, IJxll, $ n llxlJ. 

MÉTODO DE MÍNIMOS CUADRADOS 

En el ajuste de curvas se tienen n puntos (pares de números) 

y se quiere determinar una función fix) tal que f{x¡) = Yp j = 1, · · · , n. El tipo de 
función (por ejemplo, polinomios, funciones exponenciales, funciones senoidales Y 

e e e < r C. ( ( (? (:'; (; C· C'· O O O 
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cosenoidales) puede ser sugerido por la naturaleza del problema (la ley física 
subyacente, por ejemplo), y en muchos casos un polinomio de cierto grado es idóneo. 

Si se requiere igualdad estricta./{x1) = y 1, • • • ,ff..x.) = y" y se usan polinomios de 
grado suficientemente alto, entonces es posible aplicar uno de los rnétodos analizados 
en la sección 18.3 junto con interpolación. Sin embargo, en ciertas situaciones lo 
anterior no sería la solución apropiada para el problema en cuestión. Por ejemplo, a 
los cuatro puntos 

(1) (-1.0, 1.000), (-0.1, L099), (0.2, 0.808), (1.0, 1.000) 

les corresponde el polinomio de Lagrange.l{x) = x 3 - x + I (figura 417), pero si estos 
puntos se grafican, se observa que están próximos a una recta. Por tanto, si estos 
valores se obtienen en un experimento, por lo que implican un error experimental, y 
si la naturaleza del experimento sugiere una relación lineal, entonces mejor se ajusta 
una recta que pase por los puntos (figura 417). Tal recta puede ser de 

y 

-1 o X 

Figura 417. Ajuste aproximado de una recta. 

utilidad para predecir valores esperados para otros valores de x. En casos simples una 
recta puede ajustarse a simple vista, pero si los puntos están dispersos, ésto se vuelve 
poco confiable y mejor se aplica un principio matemático. Un procedimiento 
ampliamente usado de este tipo es el método de mínimos cuadrados de Gauss, que 
en la presente situación puede plantearse como sigue. 

Método de mínimos cuadrados. La recta 

y=a+bx 

debe ajustarse a través de los puntos dados (x¡,y,), · · ·, (x.,y) de modo que la suma 
de los cuadrados de las distancias de ta/es puntos a la recta sea mínima, en donde la 
distancia se mide en la dirección vertical (la dirección y). 

El punto sobre la recta cuya abscisa es x
1 

tiene por ordenada a a + bxi" Por tanto, 
su distancia a (xJ' Y) es [y

1 
- a - bx

1
1 (figura 418), y la suma de los cuadrados es 

q 
n 

2'. (yi -- a - bx;) 2
, 

j=l 
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q depende de a y h. Una condición necesaria para que q sea mínima es 

(2) 
-2 ¿ (yj - a - bx) = O 

aq - = - 2 "" x.(y. - a - bx.) = O ab .LJ J J .1 

(en donde se suma sobre} desde 1 hasta n). Al escribir cada suma como tres sum 
colocando una de ellas a la derecha se obtiene el resultado 

(3) 

Estas ecuaciones se denominan ecuaciones normales del problema en cuestión. 

Ejemplo 1. Recta. 

y 

Figura 418. Distancia vertical de un punto (xr Y¡) 
a una recta y= a + bx. 

Aplicar el método de mínimos cuadrados para ajustar una recta a los cuatro puntos dados en la fórmula ( i ), 
' ,J 

Solución. Se obtiene 

n = 4, :Ex,¡= 0.1, ¿ x/ = 2.05, ¿ Yj = 3.907, 

Por tanto, tas ecuaciones nonnales son 

4a + O. lOb = 3.9070 

O.la+ 2.05b = 0.0517. 

La solución es a= 0.9773, b = -0.0224 y se obtiene la recta (figura 417) 

y= 0.9773 - 0.0224x. 1 

El método de ajuste de curvas puede generalizarse de un polinomio y= a + bx a 
un polinomio de grado m 

p(x) 

))))))./ j ) ) ) '.) ) j ) ) ) ') 

·roDO DE MINIMOS CUADRADOS 489 
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en donde m ::a n - 1. Así, q asume la forma 

n 
q = L <Yj - p(x;))2 

j=l 

ydependedem + 1 parámetrosb
0
,· • ·, bm. En vez de (2), entoncessetienenm + 1 condiciones 

con las que se obtiene un sistema de m + 1 ecuaciones normales. 
En el caso de un polinomio cuadrático 

(4) 

las ecuaciones normales son (la sumatoria va desde I hasta n) 

b0 n + b1 L xj + b2 ¿ x/ LYj 

(5) bo LX; + b 1 ¿x/ + b2 ¿ x/ L XjYj 

b0 ¿x/ + b1 ¿x/ + b2 ¿x/ " L x/Y;· 

La obtención de (5) se deja al lector. 
Observar que este sistema es simétrico. A fin de resolverlo para las incógnitas b

0
, 

b¡, b
2 

es posible aplicar uno de los métodos analizados en las secciones 19-1 a 19-3. 
En los problemas de la sección se incluyen varias aplicaciones. 

Problemas de la sección 19.5 

Aplicar el método de mínimos cuadrados para ajustar una recta a los puntos dados (x, y). 
Comprobar el resultado graficando los puntos y trazando la recta. 
l. (2, 0), (3, 4), (4, 10), (5, 16) 

2. (0, O), (2, 1.8), (4, 3.4), (6, 4.6) 

3. (5, 8.0), (10, 6.9), (15, 6.2), (20, 5.0) 

4. (4, -20), (15, -7), (30, - 10), (100, 47), (200, 67) 

5. (9.6, 1), (8.5, 2.3), (7.0, 2.0), (O, 7.7), (-100, 9.7) 
6. Revoluciones por minuto x 400 500 600 700 750 

Potencia de un motor a diese! y [hp] 580 1030 1420 1880 2100 

7. Densidad del mineral x [g/cm'] 2.8 2.9 3.0 3. 1 3.2 3.2 3.2 3.3 3.4 

Contenido de y [%] 30 26 33 31 33 35 37 36 33 

hierro 
8. Si un automóvil viaja sobre un camino recto a velocidad constante v= b

1 
[mis], su posición 

y [m] en el instante t [ s) es y= b0 + b1t. Suponer que las mediciones son 

o 3 5 8 10 

y 200 230 240 270 290 

() j '::) ) ) J >) ) .J j _) e) ) J ) ) ,) _) J 

1 
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19.6 

MÉTODOS NUMÉRICOS EN ÁLGEBRA LINE 
.. · 
1 

Por mínimos cuadrados, ajustar una recta a estos datos y a partir de la recta calcula 
velocidad. 

9. Ajustar por mínimos cuadrados una recta a ios datos (l, {J) = (0"8, 20), ( ! .,7, 40), (2.J, V 

/ (amperes) es la corriente, U (volts) es el voltaje, y a partir de ta recta calcular la resisten 
R = U// (ohms). Esta es la ley de Ohm. 

10. Ajustar por mínimos cuadrados una recta a los datos (s, F) = (0.9, 1 O), (0.5, 5), ( 1.6, t 5 
(2. I, 20), en dondes es la elongación de un resorte elástico sometido a una fuerza F, y 
partir de la recta calcular et módulo del resortek= Fls. (F= ks se denomina ley de Hooke 

Aplicar el método de mínimos cuadrados para ajustar una parábola (4) a los siguientes dat 

11. (-1, 2), (O, O), (O, 1), (1, 2) 

12. {O, 3), (1, 1), (2, O), (4, 1), (6, 4) 

13. (-1, O), (O, -2), (0, -1), (1, O) 

14. (1.09, 1.35), (1.28, 1.58), (1.36, 1.68), (1.44, 1.85), (l.60, 2.23), (1.65, 2.38) 

lS. Velocidad de un tractor x (km/h J 
Potencia de un tractor y (kg) 

1.4 1.8 2.3 3.0 4.0 

7400 7500 7600 7500 7200 

16. 

Tiempo de servicio 

de un trabajador ;r (h) 1 2 3 4 5 6 

Tiempodereacción y(s] 1.50 1.48 1.75 L65 1.72 1.55 

del trabajador 
17. Resolver el problema 13 aplicando el método de Cholesky (sección 19.2). 
18. Detenninar las ecuaciones nonnales en el caso de un polinomio de tercer grado. 

19. En el principio de mínimos cuadrados que implica un polinomio se busca satisfacer 

de la mejor fonna posible. Introducir una matriz C de modo que la expresión anterior i 
pueda escribirse como Cb = y y demostrar que entonces las ecuaciones nonnales pueden ·' 
escribirse como CTCb = CTy. ·· 

20. En problemas de crecimiento a menudo se requiere ajustar una función exponencial y= 
b

0
i!'·' aplicando el método de mínimos cuadrados. Demostrar que al tomar logaritmos esta 

tarea puede reducirse a la de detenninar una recta. 

PROBLEMAS DE EIGENVALORES DE MATRICES: 
INTRODUCCIÓN 

En las secciones restantes de este capítulo se analizarán algunas de las ideas y métodos 
numéricos más importantes concernientes a problemas de eigenvalores de matrices. 
Esta bastante amplia parte del álgebra lineal numérica reviste gran importancia práctica, 
a propósito de lo cual se está realizando bastante investigación, especialmente a partir 
de 1945, con cientos y quizá miles de artículos publicados en diversas revistas 
especializadas en matemáticas (ver las obras citadas como referencias [E9), [E!OJ, 
[E.121, [El 9), [E22), [E26), [E27). Se empezará con los conceptos y resultados ge
nerales que serán necesarios para explicar y aplicar métodos numéricos a problemas 
con eigenvalores. (Para aplicaciones típicas, consultar las secciones 7-11 a 7-15.) 

e o o o o o o o o e¡ ci e e, e e 
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Un eigenvalor, valor característico o raíz latente de una matriz dada A= [a¡k] 
de n X n es un número real o complejo A tal que la ecuación vectorial 

(1) 1 Ax = Ax j 

tiene una solución no trivial; es decir, una solución x :;t: O, que entonces se denomina 
eigenvector o vector característico de A correspondiente a tal eigenvalor 'A.. El 
conjunto de todos los eigenvalores de A se denomina espectro de A. La ecuación ( 1) 
puede escribirse como 

(2) (A - AI)x = O 

en donde I es la matriz unitaria den x 11. Este sistema homogéneo tiene una solución 
no trivial si y sólo si el determinante característico det (A-Al) es O (ver el teorema 
2 en la sección 7"6)" Con lo anterior se obtiene (ver la sección 7 .1 O) el 

Teorema 1 (Eigenvalores) 

Los eigenvalores de A son las solucio11es de la ecuación característica 

ªu - A ª12 ªin 

ª21 ª22 - A ª2n 
(3) det (A - Al) o. 

ªnl ªn2 ªnn - A 

Al desarrollar el determinante característico se obtiene el polinomio 
caracteristico de A, que es de grado 11 en A. Por tanto, A tiene por lo menos uno Y 
cuando mucho 12 eigenvalores numéricamente diferentes. Si A es real, entonces también 
lo son los coeficientes del polinomio característico. Por álgebra lineal ya conocida se 
concluye entonces que las raíces (los eigenvalores de A) son reales o conjugados 
complejos por pares. 

Por lo general, los eigenvalores de A se denotan por 

1 A1, A2, " .. , An 1 

en el entendido de que algunos (o todos) pueden ser numéricamente iguales. 

La suma de estos n eigenvalores es igual a la suma de los elementos de la diago
nal principal de A, que se denomina traza de A; así, se tiene 

(4) 

También, 

(5) 

n 

traza A = L ªii 
j= 1 

det A 
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Ambas fórmulas se concluyen de la representación de producto del polino 
característico ..f (,l.), 

Si se reúnen los factores iguales y los eigenvalores numéricamente distintos de, . 
denotan por \, · · · , ,t, (r::, n), entonces el producto se vuelve ,,-.. 

n m1 m2 mr 
(6) f(A) = ( - 1) (A - A1) (A - A2) · · · (A - Ar) · 

El exponente m se denomina multiplicidad aigebraica de,l./EI número máximo 
eigenvectores 

1
linealmente independientes correspondientes a A.1 se denomi 

multiplicidad geométrica de ,l.i' y es menor o igual que m1. 

Semejanza. Desplazamiento espectral. Matrices especiales 

Una matriz B den x n se denomina seme,iante a A si existe una matriz T tal que: 

(7) 

La semejanza es importante por la siguiente razón. 

Teorema 2 {Matrices semejantes) 

Las matrices semejantes tienen los mismos {iigenvalores .. Si x es un eigenvector de 
entonces y = T-1 x es un eigenvector de B en (7) correspondiente al mismo eigenval 
(La demostración se proporcionó en la sección 7.14.) 

A continuación se enuncia otro teorema que tiene varias aplicaciones en el trab" 
numérico. 

Teorema 3 (Desplazamiento espectral) 

Si A tiene los eigenvalores \, .. · · , ,l.", entonces A- kl tiene los eigenvalores ..1., -k, 
. '' ,.:i..-k. 

Este teorema es un caso especial del siguiente teorema de mapeo espectral. 

Teorema 4 {Matrices polinómicas) 

Si ,l. es un eigenvalor de A, entonces 

es un eigenvalor de la matriz polinómica 
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Demostración. Ax= ,l.x implica A2x = AA.x = ..1.Ax = ,l.2x, A3x = Vx, etc. Por tanto, 

q(A)x 

a 5 A5 x + a
5

_ 1 A•-lx + · · · = q(A)x. llil 

Los eigenvalores de matrices especiales importantes pueden caracterizarse por el 

Teorema 5 {Matrices especiales) 

Los eigenvalores de las matrices hermitianas (es decir, matrices A tales que AT = 
A), y por tanto de las matrices simétricas reales ( es decir, matrices A ta_les que A T = A), 
son reales. Los eigenvalores de las matrices antihem1itianas (es decir, matrices A 
tales que AT = --A),y por tanto de las matrices antisimétricas reales (es decir, matri
ces A tales que AT = ·-A) son imaginarios puros o O. Los eigenvalores de las matrices 
unitarias (es decir, matrices A tales que AT = A-1), y por tanto de las matrices 
ortogonales (es decir, matrices A tales que AT = A-1) tienen valor absoluto igual a 1 .. 
(La demostración de este teorema se proporcionó en la sección 7.13.) 

La elección de un método numérico para resolver problemas de eigenvalores 
de matrices depende esencialmente de dos circunstancias: del tipo de matriz 
(simétrica real, real general, compleja, rala, o completa), y del tipo de información 
que desea obtenerse; es decir, si se quieren conocer todos los eigenvalores o 
simplemente algunos específicos, por ejemplo, el mayor; si se desean conocer los 
eigenvalores y los eigenvectores, etc. Resulta evidente que no es posible efectuar 
un análisis sistemático de todas estas y otras posibilidades que se presentan en la 
práctica (para tener una idea, consultar rápidamente lá. referencia [E27J), por lo que 
la atención se centrará en algunos aspectos y métodos fundamentales gracias a los 
cuales se adquirirán información aceptable y comprensión general de este terreno 
fascinante. 

19. 7 INCLUSIÓN DE EIGENVALORES DE MATRICES 

Por "inclusión" se entiende la determinación de valores aproximados de eigenvalores 
y las correspondientes cotas para el error. Como un primer importante "teorema de 
inclusión", el teorema de Gerschgorin proporciona una región que consta de discos 
circulares cerrados en el plano complejo y que incluye a todos los eigenvalores de 
una matriz dada. En efecto, para cadaj = l, · · · , n, la desigualdad ( 1) en el teorema 
determina un disco circular cerrado en el plano complejo ,l. con centro aff y radio 
definido por el miembro derecho de ( 1 ); y el teorema I establece que cada uno de los 
eigenvalores de A está en alguno de estos n discos, 

Teorema 1 (Teorema de Gerschgorln) 

Sea ,l. un eigenvalor de una matriz arbitraria A= [a
1
,] den x 11. Entonces, para algún 

entero j ( 1 ::,) ;;i n) se tiene 

) ) )')) ) ) ) ) .) .) ) 

1 



494 

1 

e r e, e e e r e e· C· e, C· e e e:. r.) e, e e, e, 

MÉTODOS NUMÉRICOS EN ÁLGEBRA LIN!;:,., 

(1) laii - Al ;§e Jajll + lª.¡21 + · · · + Jaj,j-11 + Jaj,j+ll + · · · + Jajnl· ·· 

Demostración. Sea x un eigenvector correspondiente a tal eigenvalor ..l. Entonces : 

(2) Ax= Ax o (A - AI)x = O. 

Sea x la componente de x que tiene el mayor valor absoluto. Entonces se tiene lxJ 
;;; 1 p~a m = I, · · · , n. La ecuación vectorial (2) es equivalente a un sistema de 
ecuaciones para las 11 componentes de los vectores de ambos miembros, y laj-ésim 
de estas n ecuaciopes es 

Al dividir entre x
1 

y reordenar términos se obtiene 

Al tomar valores absolutos en ambos miembros de esta ecuación, aplicar la desigualda 
del triángulo la+ b J;,; !al+ lbl (en donde a y b son números complejos cualesquiera) 
y observar que debido a la elección dej (¡que es crucial!), 

'

XI 1 - s1 
X· - ' 

J 

se obtiene ( 1 ), y así se ha demostrado el teorema. 

Ejemplo 1. Teorema de Gerschgorin. 

Para los eigenvalores de la matriz 

se obtienen los discos de Gerschgorin 

D,: Centro O, radío 1 
D,: Centro 5, radío 1.5 
D,: Centro 1, radio 1.5. 

A 

1/2 

5 

1:;1 ;§e J, 

Como A es simétrica, por lo anterior y el teorema 5, sección 19 6, se concluye que el espectro de A en 
realidad debe estar en los intervalos [-1, 2.5) y [3.5, 6.5] sobre el eje reaL El estudiante puedeconfinnar 
esto demostrando que, hasta tres decimales, J., = -0.209, ,,\, = 5.305, ..l, = 0.904. 

Es interesante que aqui los discos de Gerschgorin t:bnstítuyen dos conjuntos ajenos; a saber, D, u D,, 
que contiene dos eigenvalorcs, y D.,, que contiene un cigenvalor, Este hecho es tipico, como se muestra 
en el siguiente teorema, ~ 1 

Teorema 2 (Extensión del teorema de Gerschgorln) 

Si p discos de Gerschgorinfo,man un conjunto S que es ajeno de los otros n - p discos 
de una matriz dada A, entonces S contiene exactamente p eigenvalores de A (cada uno 
contado con su multiplicidad algebraica, según se definió en la sección 19.6). 

C', r r . í e · e e ( ( ( ( 
,. 

( ( ( 
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// .---~-.... 
""-, 

\ 
i):! 

5 

Figura 419. Discos de Gerschgorin en el ejemplo 1 .. 

Demostración. Esta es una "demostración de continuidad". Sea S= D UD · · · UD 
sin restricción, en donde D

1 
es el disco de Gerschgorin con centro en ~JJ. Se ~scribe Á 

= B + C, en donde B = diag (aJJ) es la matriz diagonal con la diagonal principal de 
A como diagonal. Ahora se considerará 

At = B + tC para O ;§et ;§e l. 

entonces A
0 

= B y A, = A. Así, por álgebra, las raíces del polinomio característico 
./,(A) de A, (es decir, los eigenvalores de A,) dependen continuamente de los coeficientes 
de.(,(}..), que a su vez dependen continuamente de t. Para t = O, lo eigenvalores son 
a 11 , • • • , ª··· Si se deja que t crezca continuamente desde O hasta 1, entonces los 
eigenvalores se mueven continuamente y, por el teorema 1, cada t está en los discos 
de Gerschgorin con centros a¡¡ y radios 

en donde /', 
J 

Como al final S es ajeno a cualquier otro disco, entonces se concluye la afirmación. 

Ejemplo 2. Otra aplicación del teorema de Gerschgorln. Semejanza. 

Suponer que se ha diagonalizado una matriz aplicando algún método numérico con el que se obtuvieron 
algunos elementos fuera de la diagonal de tamaño I O·', por ejemplo, 

A 

I0-5 
2 

I0-5 
I0-5] 
,o-s . 

4 

¿Qué puede concluirse sobre las desviaciones de los eigenvalores con respecto a los elementos de la 
diagonal principal? 

Solución. Por el teorema 2, un eigenvalor debe estar en el disco de radio 2 1 o-• centrado en 4. y dos 
eigenvalores (o un eígenvalor de multiplicidad algebraica 2) en el disco de radío 2 · JO-• centrado en 2 
En realidad. como la matriz es simétrica, estos eigenvalores deben estar en las intersecciones de tales 
discos y el eje real, por el teorema 5 de la sección 19 .6. 

A continuación se demostrará que (y cómo) un disco aislado puede reducirse siempre en tamaño 
aplicando una transformación de semejanza. La matriz 

( e e 
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1
· 

o o ] [' 10-5 

rn-'] [ 
o 

.:J O 10-5 2 10- 5 O 

o 10-5 10-5 10-5 4 O o 

[ ' 10-5 

:] = 10-5 2 

10-10 10-10 

es semejante a A. Así, por el teorema 2 de la siección 19.6, tiene los mismos eigenvalores que A. Po 
renglón 3 se obtiene el disco más pequeño, de radio 2 · 1 o-rn. Observar que los otros discos se hacen 
grandes, aproximadamente por un factor de 105• Al elegir Tes necesario cuidar que los nuevos discos . 

se traslapen con el disco cuyo tamaño desea disminuirse. 

Otros teoremas de inclusión 

Un teorema de inclusión es un teorema que especifica un conjunto que contiene p · 
Jo menos un eigenvalor de una matriz dada. Así, los teoremas I y 2 son teoremas 
inclusión; de hecho, incluyen a todo el espectro. A continuación se analizarán algm:i"
teore~as famosos que conducen a inclusiones de eigenvalores. 

Teorema 3 (Teorema de Schur') 

Sea A= [ajk] una matriz den X n. Sean A. 1, · · ·, A" sus eigenvalores. Entonces 

(3) 

n n n 
¿, 1,\1 2 ;ii 2, ¿, laj1,l 2 (Desigualdad de Schur) 
i=l j=l k=l 

En (3) la igualdad se cumple si y sólo si A es tal que 

(4) :iCA = AAT. 

Las matrices que satisfacen (4) se denominan matrices normales. No debe ser 
dificil ver que las matrices hennitiana, antihermitiana y unitaria son normales, así 
como también lo son las matrices simétrica real, antisimétrica y ortogonal. 

Sea A"' cualquier eigenvalor de la matriz A en el teorema 3. Entonces !A,,,I' es 
menor o igual que la sumatoria del miembro izquierdo de (3) y al tomar raíces 

cuadradas, a partir de (3) se obtiene 

(5) 

Observar que el miembro derecho es la norma de Frobenius de A (ver la sección 

19.3). 

3 ISSAI SCHUR ( 1875--1941 ), matemático alemán, profesor en Berlín, también conocido por s_u impor· 

!ante obra sobre teoría de grupos 
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Ejemplo 3. Cotas para los elgenvalores obtenidos a partir de la desigualdad de Schur. 

Para la matriz 

por la desigualdad de Schur se obtiene 

A 

-2 

21 

2 

(Los eigenvalores de A son 30, 25 y 20; por tanto, 30' + 25' + 20' = 1925 < 1949; de hecho, A no es 

normaL) 1 

Los teoremas precedentes son válidos para cualquier matriz cuadrada real o com
pleja, aunque existen otros teoremas que se cumplen sólo para clases especiales de 
matrices. El siguiente teorema debido a Frobenius,• que se enunciará sin demostra
ción, pertenece a este tipo de teoremas. 

Teorema 4 (Teorema de Perron-Frobenius) 

Sea A una matriz cuadrada real cuyos elementos son todos positivos. Entonces A 
tiene por lo menos un eigenvalor real positivo A, y el eigenvector correspondiente 
puede elegirse real y tal que todas sus componentes sean positivas. 

A partir de este teorema es posible deducir el siguiente resullado útil atribuído a 

Collatz.5 

Teorema 5 (Teorema de Collatz) 

Sea A= [a
1
.] una matriz real de 11 x n cuyos elementos son todos positivosº Sea 

x cualquier vector real ci~yas componentes x" · · ·, xn son positivas, y seany" ···,Y. 
las componentes del vector y = Ax. Entonces el intervalo cerrado sobre el eje real 
acotado por el menor y el mayor de los n cocientes q1 = y Jx1 contiene por lo menos un 

eigenvalor de A. 

Demostració11. Se tiene Ax = y, o bien, 

(6) y - Ax = O. 

La transpuesta Ar satisface las condiciones del teorema 4. Por tanto, Ar tiene un 
eigenvalor positivo A y, correspondiente a este eigenvalor, un eigenvector u cuyas 
componentes u

1 
son todas positivas" Así, Ar u= A.U, y al tomar la transpuesta se obtiene 

urA=A ur. Por ésto y (6), 

u T(y - Ax) o 

• Ver la nota de pie de página de la sección 5 4 Para una demostración del teorema, consultar la refe
rencia [B2], vol. 11, págs. 53-62 

' LOTHAR COLLA TZ ( 1910-1990), matemático alemán, conocido por su trabajo sobre análisis numérico 

1 
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o bien, 

n 

j=l 

.. r ... 
"j\J'j 

f) 

"· 

Como todas la_s componentes u
1 

son positivas, se concluye que 

(7) 
Axj ~ o, 
Axj ;;§ o, 

es decir, para por lo menos unj. 

es decir, para por lo menos unj. 

Como A y A T tienen los mismos eigenvalores, A es un eigenvalor de A, y por (7) s 
concluye la afirmación del teorema. 

Ejemplo 4. Cotas para elgenvalores a partir del teorema de Collatz. 

Sea 

A - [: : :l Elegir 

Por tanto, q
1 

= 1 O, q, = 8, q, = 8, y el teorema 5 implica que uno de los eigenvalores de A debe estar en ei"
intervalo 8 :a,). :a 10. Por supuesto, la longitud de este intervalo depende de la elección de x. El estudianlé 
debe demostrar que ,l = 9 es un eigenvalor de A. 

Problemas de la sección 19.7 

Aplicar el teorema 1 para determinar y dibujar discos que contienen los eigenvalores de las' 
siguientes matrices. 

l. 

[: 
2 

i] f' 0.1 _:,J 
3. [: 

-2 '] 4 2. 0.1 3.0 o 
~-6 o -0.1 4.5 2 

[: :] [,:-, 10-2 W-'] ..[. o ; 
O.Si -~i 4 5. 8 10-2 + 

10-2 10-2 9 O. Ji -, 
4. 

7. Demostrar que en los problemas I y 4 los eigenvalores son I O, O, -4 y 6, 3, 3, 
respectivamente. 

, 8. Encontrar una matriz de 2 X 2 que ilustre el hecho de que un eigenvalor bien puede estar 
sobre un círculo de Gerschgorin ( de modo que en general los discos de Gerschgorin no 
pueden sustituirse por discos más pequeños sin pérdida de la propiedad de inclusión), 

9. Encontrar una transformación de semejanza T-1 A T que reduzca el radio del círculo de 
Gerschgorin con centro 5 en el problema 5 a 1/100 de su valor original. 

Usando (5), obtener una cota superior para el valor absoluto de los eigenvalores de la matriz en el 

10. problema 2. 11. problema 3. 12. problema 6, 13. problema 5. ' 
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Aplicar el teorema 5 a las siguientes matrices, eligiendo los vectores dados como los vectores x. 

14. 

8 ' 

21 

8 

15. 5 

16. ¿Puede conjeturar a partir del problema 15 que si una matriz A tiene sumas renglón 
iguales o sumas columna iguales, por ejemplo, iguales a k, entonces k es un eigenvalor de 
A? Demostrar la conjetura. 

17. Demostrar que la matriz del ejemplo 4 tiene los eigenvalores 9, 6, 3 y que (3) se cumple 
con el signo de igualdad. Concluir que la matriz es normaL Comprobar este hecho 

18. Demostrar que las matrices hermitiana, antihermitiana y unitaria son normales. 

19. Demostrar que la matriz del problema 3 no es normal y que tiene los eigenvalores -1, 4, 9. 

20. (Determinante diferente de cero) Si en cada renglón de un determinante el elemento 
sobre la diagonal principal es mayor en valor absoluto que la suma de los valores absolutos 
de los otros elementos en ese renglón, demostrar que el valor del detenninante no puede 
ser cero .. ¿Qué implica Jo anterior respecto a la solubilidad de sistemas lineales de 
ecuaciones? ¿ Y respecto al espectro de la matriz correspondiente? 

EIGENVALORES POR ITERACIÓN (MÉTODO DE LAS 
POTENCIAS) 

Un sencillo procedimiento estándar para calcular valores aproximados de los 
eigenvalores de una matriz A= [a¡,]de 11 X 11 es el método de las potencias. En este 
método se empieza a partir de cualquier vector x

0 
( aé O) con 11 componentes y de 

manera sucesiva se calculan 

xs = Axs-1· 

Para simplificar la notación, x,_, se denotará por x y x, se denotará por y, de modo que 
y = Ax. Si A es simétrica real, entonces el siguiente teorema proporciona una 

aproximación y cotas para el error. 

Teorema 1 Sea A una matriz simétrica real de n x n. Sea x (;,, O) cualquier vector real con n 
componentes. Además, sean 

y= Ax, mo = XTX, m
1 

= xTy, 

Entonces el cociente 

~~u 
1 mo 
'-··----

(Cociente de Rayleigh6
) 

" LORD RA YLEIGH (JOHN WILLIAM STRUTT) ( 1842-1919), fisico y matemático inglés, profesor 
en Cambridge y Londres, conocido por sus importantes contribuciones a varias ramas de las matemá
ticas aplicadas y a la fisica teórica; en particular, a la teoría de las ondas, elasticidad e hidrodimimica. 

' Suele ser común el). de mayor valor absoluto, aunque no es posible efectuar afirmaciones generales. 
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es una aproximación de un eigenvalor1 ..1. de A, y si se hace q = ..1. - e, de modo 
es el error de q, entonces 

(1) 

Demostración. Sea ¿p que denota al radicando en (1). entonces, como m1 = qm
0

, se 

Dado que A es simétrica real, entonces posee un conjunto ortogonal den eigenvect . 
unitarfos reales z,, · · · , z. que corresponden a los eigenvalores ..1.,, · · · , ; 
respectivamente (algunos de los cuales pueden ser iguales). (La demostración de 
hecho se encuentra en la obra mencionada en el apéndice 1 como referencia [B' 
vol. 1, págs. 270-272). Así, x tiene una representación de la forma 

Ahora, Az
1 

= .t,z., etc., y se o.btiene 

y, como los z
1 

son vectores unitarios ortogonales, 

(3) 

Se concluye que en (2) 

Y - qx = ª1 (,\1 - q)zl + · · · + ªn (,\n - q)zn. 

Como los z
1 

son vectores unitarios ortogonales, entonces por (2) se obtiene 

52,no = a/(,\1 - q)2 + ... + a/(,\n - q)2. 

Al sustituir cada{,\- q)2 por el menor de estos términos, por (3) se tiene 

52,no ~ (,\e - q)2(a/ + ... + a/) = (,\e - q)2mo 

en donde ..1. es un eigenvalor al que q está más próximo. Al dividir esta desigualdad entre '. 
m

0 
y extrae"r raíces cuadradas se obtiene ( 1 ), con lo que se ha demostrado el teorema. 1 · 

Ejemplo 1. Una aplicación del teorema 1. 

As! como en el ejemplo 4 de la sección precedente, se considerará la matriz simétrica real 

A y elegir ~ -[l 

) j ) ./ ) .! ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) 

' ENVALORES POR ITERACIÓN (MÉTODO DE LAS POTENCIAS) 

Entonces se obtiene sucesivamente 

.. -m. .. -
Tomando x = x, y y = x,, se tiene 

A partir de lo anterior se calcula 

m1 
q = - = 11.817, 

mo 

[ 

720~ -496 , 

512 

12 130 816, 

50'1 

[ 

7776] 
-6464 , 

6496 

,n2 = yTy = 144 447 488 .. 

La última expresión demuestra que q = 11.817 es una aproximación para un eigenvalor que debe estar 
entre 10. 783 y 12.851. El estudiante debe demostrar que un eigenva!or es.! = 12. 11 

El desplazamiento espectral, la transición de A a A - kI (sección 19 .6), puede ser de 
utilidad para mejorar la convergencia del método de las potencias, que es simple, 
aunque algunas veces converge más bien lentamente. La información sobre el espectro 
resultante del problema o de las cotas obtenidas por otro método o a través de pequeños 
experimentos computacionales preliminares puede ser de ayuda para encontrar una k 
aceptable. En el ejemplo I la matriz es simétrica y al aplicar el teorema de Gerschgorin 
se obtiene O ;;i ..1. ;;i 12. Si se desplaza demasiado, por ejemplo, k = -6, obteniéndose 
-6 ::a i ::a 6, es posible obtener grandes eigenvalores negativos de la nueva matriz, 
de modo que se establecerá para desplazarse menos, por ejemplo, k = -4: 

Ejemplo 2. Desplazamiento espectral. 

Para A y x
0 

en el ejemplo I y A= A - 41 se obtiene 

[ 

176] [ 1376] 
- 176 , x4 = -1344 . 

160 1376 

A partir de lo anterior se obtiene 

m0 = 87 552, "'1 = 698 880, "'2 = 5 593 088, q = 7.982 

de modo que q = 'if + 4 = 11.982, con un error del p.15%, en oposición a q en el ejemplo l, cuyo error es 
de 1.5%; por tanto, ¡la mejora es por un factor de 1 O! También, con !•! :i 0,404 se obtiene 11578 :i .t ;¡j 
12.386, Es típico que !e I sea mucho mayor que el error real, aunque las cotas resultantes no pueden 
mejorarse, como se ilustra con los ejemplos. 11 

Problemas de la sección 19.8 

Si se elige x0 = ['I i JT o x0 = [ 1 1 1 JT, respectivamente, aplicar el método de las potencias (.3 
pasos) a las siguientes matrices, calculando en cada paso el cociente de Rayleigh y las cotas 
para el error. 

_) J ') ;el ) 1 ) ) ' _) j ) j e. ~~j) :~) :) '. ) .:,;!' ,. -- ) :J 

1 
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1 

2. G ;J [

0.6 
3. 

0.8 
0.8] 

-0.6 

4. [-: 

-1 

3 

2 i] ,. r-: : -:J 6. [i 
2 

6 

6 :J 
7. Calcular los valores exactos de los eigenvalores del problema 1. Comprobar que los err 

reales de las aproximaciones son mucho menores que las cotas para el error del probl 
1. Este hecho es típico. 

A fin d~ ver cómo se ~omporta el método de las potencias para diferentes elecciones de x
0

, apii · 
este metodo a la matriz del problema 4; denominar A a esta matriz; efectuar 3 pasos y calculiit' 
~ocien te d~ Rayleigh y las cotas para el error correspondientes al tercer pa.so. Comprobar qu~' 
ttene los e1genvalores 5, 3, O e indique cuál eigenvalor es aproximado por el resultado. 

8. [O 1 -IF 9. [I O]T 10. [O O JjT 

Si se elige x0 = [l l I lJT, calcular x x y aproximaciones q = x Tx /x Tx q = x Tx /x Tx :;, 
• ,_, 2 • · 1 O O 01 2 1 1 i._ 

cotas para el error correspondientes para un e1genvalor de cada una de las siguientes matric ·. 

11. 

14. 

[ 
o 

-n [! 

2 o 

-] [~ 
o o 

o 3 o 5 2 -1 
12. 13. 

3 4 5 2 -1 3 

-2 -1 o o 

Para comprender la importancia de las cotas para el error ( 1 ), considerar la matriz 

A= e _;J elegir Xo = [-~l 
Y demostrar que q = O para toda s. Encontrar los eigenvalores y explicar qué sucedió. 
Empezar de nuevo, eligiendo otro x

0
. · 

15. (Desplazamiento espectral) Demostrar que la matriz del problema 6 es A+ 51, en donde A 
es la matriz del problema 5. Comprobar que A tiene los eigenvalores 7, -3, -7. (a) ¿Cuáles 
son los eigenvalores de A+ 51? (b) ¿Porqué es posible esperaruna mejora en la convergencia 
mediante el "desplazamiento espectral" (ver la sección 19.6) desde A hasta A+ 51? 

16. ¿Por qué en general el cociente de Rayleigh q = m/m
0 

es una aproximación del eigenvalor 
\ cuyo v~~or absoluto es el más grande? Sugerencia. Sean z 1, · · · , z,, como en la 
demostrac,on del teorema 1. Demostrar que si 

q = m¡lm0 ;':" (c/A¡-'- 1 + · · ·)/(c/Ar'-2 + · ·) = A1. 

¿En qué condiciones lo anterior es una aproximación aceptable? 
17 · Demostrar que si x es un eigenvector, entonces E = O en ( 1 ). 
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1~ Sea A una matriz simétrica, con eigenvalores, ..1.1 > ..1.2 • • • ..1.,,_1 > ..1.,,, suponiendo 1..1) > !..1-,,1, 
; sea a una buena estimación de\. Entonces, al aplicar el método de las potencias a B = 

A - al, en general se obtienen aproximaciones a ..1.,, ¿A qué se debe lo anterior, y qué 
.significa 11 en general"? 

19. Aplicar el método del problema 18 a la matriz del problema 4 con a= 4.9 (como sugiere 
la respuesta del problema 4), x

0 
= [I I IJT y x,, x; como x y y. 

20. El teorema de Collatz (sección 19. 7) se aplica a la matriz del problema 6. Usando esta 
matriz con x0 = [I I IJT, efectuar 2 pasos y comparar los resultados con los obtenidos al 
aplicar el teorema 1. 

19.9 DEFLACIÓN DE UNA MATRIZ 

En la práctica, a menudo sucede que se ha calculado o adivinado uno de los 
eigenvalores de una matriz dada A,\, y se desea encontrar los demás eigenvalores 
A2 , • • • , A,, de A. Se demostrará que entonces a partir de A es posible obtener una 
matriz A

1 
cuyo espectro consta de O y los eigenvalores (aún desconocidos) A.

2
, • • • , A,, 

de A. El proceso de sustitución de A por A
1 
en la determinación de tales eigenvalores 

se denomina deflación de A. Se estudiará el conocido método de Wielandt. En el 
problema 16 se menciona un método más sencillo aunque numéricamente deficiente. 

Deflación de Wielandtª 

Sean A cualquier matriz real den x n y ,l
1 

un eigenvalor conocido de A, como antes. 
Sea x

1 
un eigenvector de A correspondiente a A.

1
• Sea u cualquier vector (que se 

determinará más tarde) tal que 

(1) uTxl 

Considerar 

(2) 

Primero se demostrará que O es un eigenvalor de A, y que x 1 es un eigenvector 
correspondiente. En efecto, por ( 1 ), 

Sean ApJ = 2, · · · n los otros eigenvalores de A, con eigenvectores correspondientes 
x/" Se demostrará que A¡ :;é O es un eigenvalor de A 1 con eigenvector correspondiente 

UTXj 

Yj = xi - -- x1 . 
Aj 

(3) 

Aplicando las definiciones, se tiene 

• HELMUT WIELANDT (nacido en 191 O), matemático alemán. 
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T( UTXj ) 
· A1Yj = (A - X¡ U ) ".i - ~ X¡ • 

Al multiplicar y observar que u T xp.
1 

es un escalar, de modo que es posible desplazar1 
al efectuar productos, se obtiene 

UTX; UTX· 
" T j T A1y1 = Ax1 - -- Ax1 - x1(u x) + ·-- x1u x1• 

\ \ 
Así, en la derecha, Ax 1 = A1X 1 en el segundo término, y x 111Tx 1 = x 1 A1 en el cu 
término (por (1)), de modo que estos dos términos se cancelan. Así, se ha quedado c 

Esto demuestra que A
1 

es un eigenvalor de A
1

, 

Ahora se demostrará cómo obtener u en la práctica, y también se verá que 
hipótesis A

1 
= O no constituye ningún inconveniente para el método. Se tiene Ax

1 
A1x1• Es fácil encontrar un v tal que vTx 1 = l. Así, 

vTAx1 = vTA 1 x1 = A1vTx
1 

= A1. 

Debido a ( 1) lo anterior muestra que es posible tomar 

Entonces (2) se vuelve 

(4) 

y en (3) ahora se elimina A
1
, ya que A..1.

1 
= A¡1<.

1 
y así 

vTAxj 
Yj = xi - -A-. - xi = x1 - vTxjx1. 

J 

Además, si x, tiene una primera componente diferente de cero, es posible 
normalizarlo a fin de que su primera componente sea 1. Luego se puede simplemente 
tomar el vector vT = eT = [1 O··· O). Para esta elección, 

(5) 

Ejemplo 1. Deflación de Wlelandt. 

Encontrar el espectro de la matriz 

A 

en el ejemplo I de la sección precedente, suponiendo que se conoce uno de los eigenvalores, ..1. 1 = 12. 

"' '"') ¡"''1 :-'') /7) ·'1':) ¡"~. ~'li) "'"'.) ''0' ,,9 ,:,1:) "9) ,r,0 ''i) t:) .(5!\l • 0), , S) ,;9 .~~; r.~ C;), F:8) i Q ::;]) ,,~ f'iiJ) 
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,;!¡¡) 
: 

<'{{;} 
; 

Solución. Aplicando la eliminación de Gauss, primero se calcula un eigenvector x
1 
de A correspondiente 

a ..1.
1 
= 12, con lo que se encuentra x1 = [ 1 -1 1 )'. Con el método de Wielandt ahora es posible tomar el 

vector v
1
T = e

1
1 = [ 1 O O], ya que v1Tx 1 - 1, Se calcula 

•,•(- [-} o 

y a partir de lo anterior, por (5), se tiene que 

A 1 = (1 - X1e1T)A = [ ~ O :1 [-: -: _;] = [ : : _:J. 
- 1 O 1 2 -4 6 -6 -2 4 

Ahora ya es posible detenninar los otros dos eigenvalores directamente a partir de det (A
1 

- ..1.1) = O, en donde 

det (A1 - Al) = 

-A 

6 

-6 

Se obtiene ..1., = 6, ..1., = 2. 

o 
4 - A 

-2 

o 
-2 

4 - A 

-A 
1

4 - A 

-2 

-2 , 
= -A(A 2 - 8A + 12). 

4 - A 

E;n el caso de una matriz más grande, el siguiente paso hubiera sido calcular otro eigenvalor (por 
ejemplo, aplicando el método de las potencias) seguido de otra aplicación del método de Wielandt, 

- 1 

En la siguiente sección se demostrará que para determinar todo el espectro de 
una matriz existen mejores mét9dC?s que la aplicación sucesiva de deflaciones. 

Problemas de la sección 19.9 

l. Comprobar que A 1x 1 = O en el ejemplo I del texto. 

Aplicar el método de deflación de Wielandt a las siguientes matrices. Mostrar la matriz deflactada 
y determinar los demás eigenvalores. 

2. [-: 1 [:] [ 31 

16 "] ~:] -3 X¡ = 3. -24 -12 -57 , x1 

-3 -8 -4 -19 

~ 
-2 -2] [;] [ _: 2 

-11 m -1 1 • X¡ = 5. 2 1 • X¡= 

6 2 -3 8 o 
4. 

[-: -1 -5] [i] [-5 11 

- "] m 2 -2 • X¡= 7. -92 39 22 , X¡ 

18 -5 -9 74 -13 -44 

6. 

r~) ) ) ) 
,·, 

) 
.. 

) 'D ,) <> >:;) ::) '":) 
1 r 

) ) ) ) .! i .,, 
~..,.~.,.--,_..,,...,............,,..,~.,,_._,..,..,,....,._,__=···--""-~~~~-~e ,~-r==·•"=•==a!l=.=~=,=-=·•=·1.;=.=•=a.,~1•.,=«=•.J=<=n.::,=t i=-=. .. ......,,.-r:;:,':',".":1"."~~·.~~7-"'"i'I'"·•,.,_"'."'.-.., ...,.,.,,.,'.,Y._...,~...,...;."'.·,."'·. ,·.0.,....;....r,-,:-.~-;-:-,:-:-m~'=".-: .. ~~:.:r,:--- .. ol"·:::,·-...~,-·-· ··-. ,-:,, ~71· ·~·.-,··.·• · 

: ...:. ___ \. 

1 
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l 19.10 

r
l.2 

8. 0.4 
_0.8 

10. [: 

l=: 12. 
-4 

-2 

14 ~ 

-0.4 

0.2 

0.4 

8 

-5 

2 

-3 

o 

4 

4 

o 
o 

4 

4 

6 

o 
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0.41 
0.8 , x1 

1.6_ 

16. (Deflación de Hotelling) Sean A una matriz simétrica,A. 1 un eigenvalor conocido de A/ 
x

1 
un eigenvector normalizado correspondiente, x,1x, = 1. Demostrar que 

(Deflación de Hotelling) 

tiene los eigenvaloresA. 1 = O y los demás iguales a los de A. (Este método es numéricament· 
deficiente con respecto al redondeo.) Sugerencia. Aplicar el teorema 4 de la sección 7, 14 

TRIDIAGONALIZACIÓN DE HOUSEHOLDER Y 
FACTORIZACIÓN QR 

Se considerará el problema de calcular todos los eigenvalores de una matriz simétrica ·; 
real A=[ a¡,]. Deflaciones sucesivas no son benéficas debido al crecimiento del error 
por redondeo. Se analizará un método bastante utilizado en la práctica. En la primera 
etapa se aplicará el método de Householder,9 que reduce la matriz dada a una matriz 
tridiagonal, es decir, una matriz que tiene todos sus elementos diferentes de cero en 
la diagonal principal y en las posiciones inmediatamente adyacentes a la diagonal 
principal (como A

3 
en la figura 420). En la segunda etapa, la matriz tridiagonal se 

factoriza a la forma QR, en donde Q es ortogonal y R es triangular superior, y los 
eigenvalores se determinan realmente (de manera aproximada); esto se analizará más 
tarde. (Para extensiones para generar matrices, consultar la obra citada en el apéndice 
1 como referencia [E27).) 

9 Journal of the Associalionfor Compuling Machinery 5 ( 1958), 335-342. Consultar también las obras 
citadas en el apéndice I como referencias [E25], [ E26], etc. 

('(;((! ( ( (: (: ( .. e e e 
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Método de Householder 

En este método, una matriz simétrica real A= [a1,] den x n dada se reduce a una forma 
tridiagonal n1edia.-¡tc la aplicación sucesiva de n - 2 tra..Tlsfonnaciones de semejanza 
(ver la sección 19.6). Las matrices P 1, P 2, • • ·, Pn-i son ortogonales y simétricas. Por 
tanto, p

1
- 1 = p

1
T = P, y de manera semejante para las demás. Las 11- 2 transformaciones 

de semejanza con las que a partir de la A
0 
=A= [a¡,] dada se obtienen sucesivamente 

las matrices A, = [a¡t>], A
2 

= [a¡/>], etc., son como se muestra a continuación. 

(1) 

Estas transformaciones crean los ceros necesarios, en el primer paso en el renglón 1 
y en la columna 1, en el segundo paso en el renglón 2 y en la columna 2, etc., como 
se ilustra en la figura 420 para una matriz tridiagonal B de 5 X 5 .. 

¿Cómo determinar P,. P
2
, ···?Todas estas Pr son de la forma 

(2) P = I - 2v v T 
T T T 

(r = l, · · · , n - 2) 

en donde v = [v.] es un vector unitario con sus r primeras componentes iguales a O; 
r ¡r· 

así, se tiene que 

o 

* 
(3) * 

* 

o 
o 

* 

* 

vn-2 

en donde los asteriscos denotan a cualesquiera otras componentes. 

Primer paso. Las componentes de v I son 

,-- o º11 

(a) 021 ~& (1 + la21I) 
s1 

(4) (b) 
ªiI sgn ª21 j vil = 

2vzl sl 
en donde 

(e) s1 = vª212 + ª31 
2 + ... + ªni 

2 

o 
o 

* 

* 

3, 4, · · · , n 
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l
,;. .¡• :: :i: :':l l::. ::, ::· ,, *J l::: ::' ::: * l 

:I\ ~· •I :! :[: * * :J" :¡• 

.:· * .,. * * .1. 

Primer paso 
A, =P1AP 1 

Segundo paso 
A 2 = P2A 1P2 

Tercer paso 
A 3 = P3A 2P3 

Figura 420. Método de Householder para una matriz de 5 X 5. 
Las posiciones en blanco son ceros generados por el método. 

1 
í 

en donde S
1 
> O y sgn a

21 
= + 1 si a

21
;;;: O y sgn a 21 = -1 si a 21 <O.Con esto, P I se calcú'i" 

aplicando (2) y luego A
1 

se calcula aplicando (1). Este fue el primer paso. 

Segundo paso. v
4 

se calcula aplicando (4) con todos los subínd.ices incrementad'. 
por 1 y los a

1
k sustituidos por a

1
,°>, los elementos de A 1 que ac¡i.ban de calcularse. P'., 

tanto, [ver también (3)), · 

(4*) 

en donde 

ª]~> sgn a~~ 
2V32S2 

S2 = V a~l + aW2 + ... + a~{ 

j 4, 5, · · · 

Con esto, P
2 

se calcula aplicando (2) y luego A 1 se calcula aplicando (1). 

Tercer paso. v
3 

se calcula aplicando (4") con todos los subíndices incrementados por 
1 y los a)'> sustituidos por los elementos a1t> de A 2, etc. 

Ejemplo 1. Método de Householder. 

Tridiagonalizar la matriz simétrica real 

4 

6 

5 

2 

Solución. Primer paso. A partir de ( 4c) se calcula S
1
' = 4' + 11 + I' = 18. Como a,, = 4 > O, entonces en 

(4b) se tiene sgn a,,=+ 1 y a partir de (4) por medio de un cálculo directo se obtiene 

) ) ), ) ), ) :'.J; ) ) ) ), ) ) ) ) ) '"), <) ') l;i:) 

·---- --~------ - --· ,_ 

JRJDIAGONALIZACIÓN DE HOUSEHOLDER Y FACTORIZACIÓN QR 

"1 = [:21] = [:.985 598 561 · 
V3¡ 0.119 573 16 

V4J 0.119 573 16 

A partir de esto y (2), 

o 
-0.942 809 04 

-' 0.235 702 26 

- 0.235 702 26 

o 
- 0.235 702 26 

0.971 404 52 

- 0.0.28 595 48 

Con base en el primer renglón de ( 1 ), ahora se obtiene 

Seg,mdo paso. Por (4") se calcula S,' = 2 y 

-Vl8 

7 

-1 

-1 

o 
-1 

9/2 

3/2 

_ :.235 702 26] . 

- 0.028 595 48 

0.971 404 52 

ºl 
-1 

312 

9/2 

1 :. ,,,,,,,,J . l 0,382 683 43 

A partir de lo anterior y por (2), 

•, -l'. 
o o o 

o _,:0} o -I/V2 

o -I/V2 I/V2 

El segundo renglón en ( 1) ahora proporciona [ ' -V18 o 

il -V18 7 V2 
B = A 2 = P2 A 1 P2 = : V2 6 

o o 

509 

Esta matriz B es tridiagonal Como In matriz dada es de orden n = 4, se necesitaron n - 2 = 2 pasos 
para efectuar la reducción anterior, como se había afirmado. (~Puede ver que se obtienen más ceros 
de los que se esperan en general?) Bes semejante a A. como se demostrará en general a continuación. 
Este hecho es esencial porque B tiene así el mismo espectro que A, por el teorema 2 de la sección 

19.6" 11 

1 
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Ahora se demostrará que B en ( l) es semejante a A = A
0

• 

La matriz P r es simétrica, 

J> T 
• T (I 

También, P, es ortogonal porque 

y v Ty =: 1 en el último término porque v es un vector unitario (ver más arriba), de 
modo'que ei miembro derecho se reduce; I. Así se obtiene P,-1 = P/ = Pr. Entonces, 
por ( 1) ahora se obtiene 

B 

pn-2pn-3 · · · P1AP1 · · · pn-3pn-2 

-1 -1 -1 
p n-2p n-3 · · · p 1 APl · · · p n-3p n-2 

-1 
T AT 

en donde T = P 1P 2 • • • P •. 2 • Así se demuestra la afirmación. 

Método de factorización QR 

En 1958, H. Rutishauserpropuso la idea de aplicar la factorización LU (ver la sección 
19 .2; la denominó factorización LR) para resolver problemas de eigenvalores. Una 
versión mejorada del método de Rutishauser (que evita el rompimiento si ciertas 
submatrices se vuelven singulares, etc.; consultar la referencia [E26]) es el método 
QR, 'º que se basa en la factorización QR, en donde R es triangular superior como 
antes pero Q es ortogonal (en vez de triangular inferior). El método QR se analizará 
para una matriz simétrica real. (Para extensiones a matrices generales reales o 
complejas, consultar las obras citadas en el apéndice I como [E26] y [E27].) En este 
método se empieza con una matriz tridiagonal simétrica real B

0 
= B (según se obtiene 

a partir de una matriz simétrica real A aplicando el método de Householder). B
1
, B2, 

· · · se calculan paso a paso según la regla siguiente: 

Prímer paso. Se factoriza 

'" Propuesto de manera independiente por J. G. F Francis, Computer Journal 4 (1961-62) 265-271, 
332-345, y por V. N. Kublanovskaya, Zhurnal Vych. Mat. i Mat. Fiz. 1 (1961), 555-570. 
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en donde Q
0 

es ortogonal y R
0 

es triangular superior. Luego se calcula 

(5) 

Segundo paso. Se factoriza B 1 = Q
1
R 1• Luego se calcula B

2 
= R 1Q 1• 

Paso fJeneraL Se factoriza 

en donde Q, es ortogonal y R, es triangular superior. Luego se calcula 

(6) [ Bs+l = R 5 Q 5 • J 
El método para obtener la factorización (5) se explicará a continuación. 

Por (5) se tiene R, = Q;'B, Al sustituir lo anterior en (6) se obtiene 

(7) 

51'1 

Así, B,+i es semejante a B,. Por tanto, B,+i es sem~jante a B0 = _B para t_oda s. Por el teorema 
2 de la sección 19.6, lo anterior implica que B,., tiene los mismos e1genvalores que R 

También, B,+i es simétrica. Lo anterior se concluye por inducción. En efecto, B 0 

= B es simétrica. Suponiendo que B, es simétrica y usando Q,-' = Q/ (ya que Q, es 
ortogonal), a partir de (7) se obtiene 

como se había afirmado. 
Si los eigenvalores de B son diferentes en valor absoluto, por ~jemplo, si se tiene 

1,1.,1 > 1,1.,1 > · · · > 1,1.), entonces 

en donde D es diagonal, con elementos en la diagonal principal A¡, íl,, · · · , íl,,. (La 
demostración se encuentra en la obra citada en el apéndice I como referencia [E26].) 

¿Cómo obtener la factorización QR, por ejemplo B = B 0 = [b;,] = Q0R 0? 1:ª 
matriz tridiagonal B tienen - 1 elementos generalmente diferentes de cero por deb8cJO 
de la diagonal principal. Estos elementos son b21' b32, • • • , b,,_ •. ,. B se multipl_ic~ por la 
izquierda por una matriz C

2 
tal que C

2
B = [b)'>] tiene b21 m = O. ~sto se mult1phca por 

una matriz C
3 

tal que C
3
C

2
B = [b

1
/ 3>] tiene b

3
,m = O, etc. Des~ues de efectuar n -- 1 de 

tales multiplicaciones se llega a una matriz triangular superior R 0 , a saber, 

(8) 

Estas c
1 

son muy sencillas. C; tiene la submatriz de 2 x 2 

" '" 
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en los renglonesj- 1 y/ y en las columnas/ 1 y j, elementos 1 en todas partes 
diagonal principal y todos los demás elementos iguales a O. (Esta submatriz es la m 
de una rotación del plano a través del ángulo 8

1
; ver el problema 17 de la sec~ión ·/_ 

Por ejemplo, sin= 4, al escribir c
1 

= cos 8r s
1 

= sen 8P se tiene · 

[ e, 
S2 o 

;} [f 
o o 

;]. 
-s2 C2 o C3 S3 

C2 
o o Ca 

-·S3 C3 

o o o o o 

- [~ 
o b 

~l o 
C4 

o C4 

o -s4 C4 

Estas C1 son ortogonales. Por tanto, su producto en (8) es ortogonal, así como 
inversa de este producto. Esta inversa se denomina Q

0
• Entonces, por (8), se tiene. 

(9a) 

en donde, con C/ = C/, 
(9b) 

Ésta es la factorización QR de B
0

• Con base en ella se tiene por (6) con s = O 

(10) 

Q 0 no se requiere de manera explícita, aunque para obtener B
1 

a partir de ( 1 O) primero ' 
se calcula R 0C/, luego (R

0
C/)C/ De manera semejante, en los pasos siguientes 

con los que se obtienen B,, B
3

, • • • • 

A continuación se demostrará cómo determinar cos 8
2 
y sen 8

2 
en e, de modo 

que b2 /
21 = O en el producto 

) ) ) 

o 
o 

), ), '; ) ) 

l 
) ) ) ). ) 

_., -- .. _,_ " -·---·. -- ----· -----··-· --·-- -- ----------------·-· '" ___ .,,_ ·"·-----------~ "·-··---- -·----.-·--·--·--------·---------..-~+--,....-.,--··--· 
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), 1 

Ahora, b
21 

<21 se obtiene al multiplicar el segundo renglón de C 2 por la primera co
lumna de B, es decir, 

(11) 

De manera semejante para 83, 84, • • • • 

El siguiente ejemplo ilustra todo lo anterior. 

Ejemplo _2. Método de factorizaclón QR. 

Calcular todos los eigenvalores de la matriz 

4 

6 

5 

2 

Soluciqn. Primero, A se reduce a forma tridiagonal. Al aplicar el método de Householder, se obtiene (ver 
el ejemplo.!) 

-VIB 

7 

V2 

o 

o 

V2 

6 

o 

A partir del determinante característico se observa que A
1

, y por tanto A, tiene un eigenvalor 3. Así, es 
suficiente con aplicar el método QR a la matriz de 3 x 3 

Primer paso. B se multiplica por 

o :J 

-VIB 

7 

V2 

y luego C2 B por 

Aquí, con (-sen 8,) 6 + (cos 8,)(- Íl8) =Ose obtiene ver ( 11) 

o 
cos 63 

-sen 63 

cos 62 = 0.816 496 58, sen 62 = - 0.577 350 27. 

) ) ) ) )¡ ) ) ) :), ) ) ) ) ) !, ) 
' 

) ) ) .. )f 
,,,.,·-·- ',,····.·· .••• ·--·~·'", . .?• .-. ... '--~ ·- :·.-,.--~- .---,-

1 
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Con estos valores se calcula 

r:·348 469 23 

L~ 1.414 213 56 

-0.816 496 581 

L!54 700 54J. 

6000 000 00 

En e,, a partir de (-sen 81) 326598632 +(cose,)· 1.41421.356 =Ose obtienen los valores 

cos 113 = 0.917 662 94, sen 113 = 0.397 359 71 .. 

Así, se obtiene 

[

7.348 469 23 

R0 = C3C2B = O 

o 

- 7 .505 553 50 

3.559 026 08 

o 

-0.816 496 58] 

3.443 784 13 • 

5.047 146 15 

A partir de lo anterior se calcula 

[ 

J0.333 333 33 

- 2.054 804 67 

o 

-2.054 804 67 

4.035 087 72 

2.005 532 51 

o ] 2.005 532 51 

4.631 578 95 

que es simétrica y tridiagonaL Los elementos fuera de la diagonal en 8
1 

son grandes en valor absoluto. 
Por tanto, es necesario continuar el procesoº 

Segundo paso. Se efectúan los mismos cálculos que en el primer paso, con 8
11 

= B sustituida por 8
1
• Se 

obtiene 

["·"' "'" - 2.802 322 42 -,.,,, ""'] 
R 1 = O 4.083 295 83 3.988 240 28 

o o 3.068 326 68 

y a partir de lo anterior, 

[ "·"' ""' -0.796 379 19 

:,,, º" oo]. Bz = -0.796 379 19 5.447 386 64 

o l.507 025 00 2.672 733 48 

Se observa que los elementos fuera de la diagonal son algo menores en valor absoluto que los de 8
1

• 

Tercer paso. Ahora se obtiene 

y a partir de ésto, 

[

'º:·908 987 40 

R2 = 

[ 

J0.966 892 94 

-0.407 497 54 

o 

- 1.191 925 04 

5.581 996 06 

o 

-0.407 497 54 

5.945 898 56 

0.585 235 82 

-0.11001602] 

2.168 774 94 

2.167 703 93 

:.585 235 81] . 

2.987 208 51 

.1 ·¡ ) i 

((((((> ( (,("1()000 
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El lector debe comprobar que los eigenvalores de B son 11, 6, 2 Por tanto, la matriz dada A tiene el 
espectro 1 1, 6, 3, 2. 1 

R.evisando e! análisis ar1terior, se acepta que el propósito de aplicar al método de 
Householder antes que el método de factorización QR constituye una reducción 
sustancial ele costo en cada factorización QR. 

Mediante desplazamiento espectral (ver la sección 19.6) en cada paso puede 
lograrse aceleración de la convergencia, es decir, en vez de B se toma B - k I con 
un k idóneo. Por ejemplo, si se toma k = b e,, (el elemento ~n el ánguÍo inferior 
dere~ho de B,), entonces en general lo a'nteri~"r dará por resultado una disminución 
más rápida a O del otro elemento en el n-ésimo renglón de B,, de modo que pronto es 
posible determinar un eigenvalor con suficiente exactitud y reducir el tamaño de la 
matriz en el trabajo subsecuente. (Ver la referencia [E26], pág. 51 O, para un análisis 
de otras elecciones de k .) Es justo mencionar que el método QR, precedido por la 
tridiagonalización de H~useholder, es el mejor método de propósito general para 
matrices simétricas conocido actualmente. 

Ejemplo 3. Desplazamiento espectral en el método QR. 

En el ejemplo 2 se tiene b •• = b,, = 6, de modo que al aplicar desplazamiento espectral con k,. = b." = 6 se 
obtiene la matriz 

-Vl8 

A pa,tir de esto se obtiene ( - sen 112 ) · O + (cos 112 )( - Vl8) = O, cos 02 = O, sen 112 = 1 y 

c,n, - r-: : :J 
From this we gel ( - sen 113 JVl8 + (cos 03 JV2 = O, por tanlo, 

y 

Por tanto. 

cos 113 = 0.948 683 30, sen 03 = 0.316 227 77 

1.000 000 00 

4.472 13~ 96 

o 

1.414 213 56] 

o . 
o 

[ 

l.000 000 00 

:.472 l:!5 96 

a 4.472 135 96 

o 
o 

www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
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Lo anterior demu.estra que O es un eigenvalor de Bg. Entonces, por el teorema 3 de la sección 1 
tiene que 6 es un eigenvalor de B, 

Este resultado no es típico. Por lo general, sólo es de esperar que el elemento fuera de la di 
en el n-ésimo renglón se vuelva rápidamente menor en los siguientes pasos. 

El hecho de que ahora ya sea posible encontrar los otros eigenvalores de B a partir de una e 
cuadrática es una consecuencia del pequeño tamaño de la matriz, que se eligió con este fin: no se a 
más trabajando con una matriz enorme. En la práctica, para una matriz más grande ahora se tend 
trabajar con el método QR (efectuando desplazamientos) según se aplica a una matriz de orden n-

Las matrices no simétricas A también pueden tratarse con el método QR. En 
de reducir A a forma tridiagonal, primero se reduce a una matriz B superio· 
Hessenberg, es decir, B puede tener elementos diferentes de cero sólo donde· 
matriz triangular superior o una matriz tridiagonal tenga tales elementos (ver la fi 
421). Para más detalles al respecto, consultar las obras c:itadas en el ap~ndice l c. 
referencias [E26) o [E27). 

[ * * * "] * * * * * 
* * * * 

* * * 
* * 

Figura 421. Un matriz superior de Hessenberg de 5 X 5. 
los espacios en blanco son ceros. 

Problemas de la sección 19.10 

Tridiagonalizar las siguientes matrices aplicando el método de Householder. 

[: :] [i 
5 

¡:] [: 
2 :] l. o 2. 3. 4 

6 6 

H :J _:] { 
4 

-1 [-1 2 
4 

4. 3 s. : 2 
3 

2 6 
2 

7. Realizar I paso del método QR para la matriz tridiagonal en la respuesta del problema 5:i 
8. Determinar los eigenvalores de la matriz del probiema 2 aplicando el método QR a la· 

matriz tridiagonalizada en la respuesta del problema 2. 
9. Efectuar 1 paso del método QR (con desp1azamiento espectral) para la matriz Í3., = 8 0 -

b,,I = 8
0 
+ 4.461538461, en donde 8

0 
es la matriz en la respuesta del problema 5. Comparar 

con el resultado del problema 7 y hacer un comentario. 
10. Aplicar otro paso del método QR con desplazamiento espectral a la matriz en la respuest 

. del problema 9. Aplicar el teorema de Gerschgorin al renglón .3 de la respuesta y usando: 
la simetría de la matriz, encontrar un intervalo de inclusión y deducir a partir de éste que 
la matriz A dada en el problema 5 tiene un eigenvalor en el intervalo -6.08 :;;;t :;á -5.92, 
Comprobar directamente que ,l = -6 es un eigenvalor de A. 

) '') ') ) ) ') •'.) ,1~ ,17'.;i '") 
v 

JJE$TIONARIO Y PROBLEMAS DE REPASO DEL CAPÍTULO 19 517 

~. ·r;p1 '~ 

Cuestionario y problemas de repaso del capítulo 19 

l. ¿Qué es el pivoteo? ¿Cuándo debe aplicarse? 

2. ¿Qué sucede si se aplica eliminación de Gauss a un sistema sin solución? 

3. ¿Cómo se calcula la inversa de una matriz? ¿Este método es aceptable para resolver sistemas 
de ecuaciones? Explicar las respuestas. 

4. El método de Gauss-Seidel, ¿es directo o inclirec\o? Explicar la respuesta. 

5. ¿Para qué sistemas aplicaría un método indirecto de resolución? 

6. ¿Cuál es la diferencia entre el método de Gauss-Seidel y el método de Jacobi? ¿Cuál es 
mejor? 

7. ¿Qué sabe sobre la convergencia del método de Gauss-Seidel? 

8. ¿Qué son las normas vectoriales y matriciales? ¿Cómo se usaron? 

9. ¿Qué es un sistema mal acondicionado? ¿Qué haria para resolverlo? 
10. ¿Un pequeño residuo indica gran exactitud de una solución aproximada? Explicar la 

respuesta. 
ll. ¿Cuál es la idea común a los métodos de Doolittle y de Crout? ¿Y la diferencia? 

12. ¿Cuándo aplicaría el lector el método de Cholesky? 

13. ¿Qué es el método de mínimos cuadrados? Proporcionar un ej.emplo típico. 
14. Escriba de memoria el teorema de Ge·rschgorin. ¿Puede el lector recordar su demostradón? 

15. ¿Puede el lector recordar cómo se hizo disminuir el tamaño de los círculos de Gerschgorin? 
16. ¿Qué es una transformación de semejanza de una matriz y por qué es importante en el 

trabajo numérico? 

17. ¿Cuál es el método de las potencias para eigenvalores? ¿Cuáles son sus ventajas y sus 
desventaj.as? 

18. Escribir la desigualdad de Schur. ¿Para qué sirve? 

19. ¿Qué es la tridiagonalización? ¿Cuándo la aplicaría el lector? 
20. ¿Cuál es la idea fundamental del método QR? ¿Cuándo lo aplicaría el lector? 

Resolver los siguientes sistemas lineales por eliminación de Gauss. 

21. 2x¡ + 3x3 = 15 22. 0.lx1 + X2 2x3 -0.3 

4x2 X3 -13 ID.X¡ 3x2 + 0.5x3 149.9 

3x1 - X2 + 5x3 26 -3x1 + 4x2 
-44.2 

23. X¡ + X2 + X3 5 24. X¡ + 2x2 + 4x3 3.5 

X¡ + 2x2 + 2x3 6 2x¡ + 13x2 + 23x3 13.0 

X¡ + 2x2 + 3x3 8 4x1 + 23x2 + 77x3 6.0 

25. 2x¡ + X2 + 2x3 5.6 26. 4x2 3x3 11.8 

8x1 + 5x2 + J3x3 20.9 5x1 + 3x2 + X3 34.2 

6x1 + 3x2 + J2x3 11.4 6x1 7x2 + 2x3 -3.1 

27 . Resolver el problema 23 por el método de Doolittk 

28. Resolver el.problema 25 por el método de Doolittle. 

29. Resolver el problema 23 por el método de Cholesky. 

30. Resolver el problema 24 por el método de Choleskv 

!~ ·~) ·\i) ::') ::o ,() ·'§) \i:i tl:D : j) )j) ) ) ) 1 ) :U D ) ;; 
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Calcular la inversa de las siguientes matrices. 

31. 
r-~-~ 
l 

\/ . .J 

-0.1 

0.1 

-0.i 

0.3 

~-~l 
"·'J 0.4 

2 

2 

~~ 
JJ. 

r 1.4 -0.4 

l 
2.6 0,4 

-1.6 -0.4 

··V 

-i 

Aplicar la iteraci~.1 de Gauss-Seidel a los siguientes sistemas. Efectuar tres pasos empez~ 
desde 1 , 1 , l. 

34. 10x1 X2 + 2x3 38 35. Xl + 15x2 - X3 11 

-xl + 15x2 + 3x3 26 10x1 + 3x2 
-17 

2x 1 + 3x2 + 12x3 = 14 2xl X2 + 5x3 5 

36. 4x1 - X2 55 

4x2 X3 0.4 

-xl + 4x3 11.2 

Calcular las normas /1' /
2 

y I de los vectores 

37. [O 4 -8 3F 38. (3 8 ) )]T 39. (-4 o 2JT 

40. [O o O]T 41. (5 -2 7 o -8F 42. (0.3 1.4 0.2 -0.6]! 

Calcular la norma matricial correspondiente a la nonna vectorial/ para la matriz de coeficien · 
del sistema de ecuaciones en el 

43. problema 24. 44. problema 25. 45. problema 26. 

Calcular el-número de condición (correspondiente a la norma vectorial /
1
) de la matriz en el 

46. problema 32. 47. problema 31. 48. problema 33. 

49. Ajustar una recta por mínimos cuadrados a los datos (-2, 0.1 ), (O, 1.9), (2, 3.8), (4, 6.1 
(6, 7.8). 

50. Ajustar una parábola cuadráiica por mínimos cuadrados a los datos ( 1, 9), (2, 5), (3, 4), (4; ·, 
5), (5, 7). 

Para cada una de las siguientes matrices, encontrar tres discos circulares que deben contener a., 
todos los eigenvalores. ' 

. ;,; 

51. [1 ~:; 

0.6 

20 

14.4 

1.2 

0.6] 
1.2 

14.6 
52. [: 

6 

o i] [

10 

53. 0.1 

0.1 

0.1 

4 

0.2 

0.1] 
0.2 

3 

¡:, 

54. Aplicar el método de deflación de Wielandt a la matriz del problema 51, usando el hecho,: 
de que 16.4 es un eigenvalor. 

Aplicar 4 pasos del méto¡lo· de las potencias a la matriz del problema 52, empezand~ .. SS. 

desde [ 1 1 1 JT y calcular los cocientes de Rayleigh y las cotas para el error. 

(((( ((("((,(( ( 

) 
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. RESUMEN DEL CAPITULO 19 

Resumen del capítulo 19 

Métodos numéricos en álgebra lineal 

En este capítulo se estudiaron tres grandes clases de problemas numéricos que 
se presentan en álgebra lineal, a saber, la solución numérica de sistemas lineales 
(seqciones 19.-1 a 19.4), el ajuste de rectas o parábolas que pasan por datos 
específicos (representados como puntos en el plano; sección 19 .5), y la solución 
.numérica de problemas de eigenvalores (secciones 19.6 a 19.1 O). 

Por tanto, en las secciones 19.1 a 19.4 se resolvieron sistemas Ax= b, en 
donde A= [a¡,] es una matriz de n X n, escritos como 

E1: QllXl + + ª1nXn bl 

(1) 
Ez: ªz1X1 + + ªznXn bz 

.. 
E· ªnlXl + + ªnnxn = bn. n· 

Existen dos tipos de métodos numéricos para llevar a cabo esta tarea: los métodos 
directos, como la eliminación de Gauss, en donde la cantidad de cálculos 
necesarios para obtener una solución puede especificarse de antemano, y los 
métodos indirectos o iterativos, como el método de Gauss-Seidel, en donde se 
empieza a partir de una aproximación (quizá burda) que se mejora paso· a paso 
al ejecutar de manera repetida al mismo ciclo de cálculos, con datos cambiantes 
(ver a continuación). 

La eliminación de Gauss (sección 19.1) es un proceso de eliminación 
sistemático que reduce ( 1) paso a paso a forma triangular. En el paso 1 se elimina 
x

1 
de las ecuaciones E

2 
hasta E. restando (a

2
/a

11
)E

1 
de E2, luego (a3/a 11)E1 de E 3, 

etc. La ecuación E
1 

se denomina ecuación pivota! en este paso y a 11 se 
denomina pivote. En el paso 2 se toma la nueva segunda ecuación como 
ecuación pivota! y se eliminax2, etc. Si se llega a la forma triangular, entonces 
x. se obtiene a partir de la última ecuación, luego x._, se obtiene a partir de la 
penúltima ecuación, etc. El pivoteo parcial(= intercambio de ecuaciones) es 
necesario si los pivotes son cero, y recomendable en caso de que sean 
pequeños. 

En las variantes de la eliminación de Gauss (métodos de i:>oolittle, de Crout 
y de Cholesky, sección 19.29 se usa·Ja idea de factorizar 

(2) A= LU 

(L es triangular inferior, U es triangular superior), haciendo Ux = y y luego 
resolviendo Ax= LUx = Ly = b resolviendo primero el sistema triangular Ly = 
b para y y i:iespués el sistema triangular Ux = y para x. 

519 



,.520 MÉTODOS NUMÉRICOS EN ÁLGEBRA Llf\J_ 

Los métodos iterativos se obtienen al escribir Ax = b como 

(3) x = b - (A - l)x 

y luego sustituyendo aproximaciones en el miembro derecho a fin de obtener 
nuevas aproximaciones en el miembro izquierdo. En particular, en el método, 
de Gauss-Seidel primero se divide cada ecuación parahácer'a 11 = a 22 = · · · ;; 
ª"" = 1, y luego se escribe A= I + L + U, de modo que (3) se vuelve 

x = b - Lx - Ux 

y siempre se toma la aproximación más reciente x en la derecha. Así se obtiene 
la fórmula de iteración (sección 19.3) 

1 

(4) x<m+ll = b - Lx<m+ll - ux<ml. 

Si IICII < l, en donde 

C = -(1 + L)- 1U, 

entonces este proceso converge. Aquí, IICII denota cualquier nonna matricial ' 
(sección 19 .3 ). · , 

Si el número de condición 

K(A) = IIAII IIA - 111 

de A es grande, entonces el sistema Ax = b está mal acondicionado (sección s:i, 
19.4) y un pequeño residuo 

r = b - Ax 

no implica que x está próximo a la solución exacta. 

En la sección 19.5 se analizó el ajuste por el método de mínimos cuadrados 
de un polinomio p(x) = b

0 
+ b

1
x + · · · + bmx'" que pasa por los datos específicos 

(puntos en el plano xy) (x1, y¡), · · · , (x", y). 

Un eigenvalor de una matriz A= [a¡,] den X n es un número A tal que 

(5) Ax = ,\x, por tanto, (A - ,\l)x = O 

tiene una solución x ;te O, denominada eigenvector de A correspondiente a tal A. 
En la sección 19.6 se enumeraron hechos fundamentales sobre el problema de 
eigenvalores, que son necesarios en los métodos numéricos: 

) ) ) ) ), } ) ) ) J ,, 
-----~---·---------·---·- ·--··--·-----··- ---····---
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En la sección 19.7 se analizaron teoremas con los que se obtienen conjuntos 
de inclusión (conjuntos en el plano complejo A que contienen a uno o varios · 
eigenvalores de A), especialmente el famoso teorema de Gerschgorin, que 
establece que el espectro (= conjunto de todos los eigenvalores) de A está en 
los n discos 

(6) 
n 

1ª.v - ,\1 ;;;é ~ lªj1,I 
k=l 
k .. j 

(j 1, · · · , n) 

cuyos centros son a 11 , a 22, ···,ª""y cuyos radios están definidos por las sumas 
de la derecha. 

El método de las potencias (sección 19.8) proporciona aproximaciones 

(7) 
(Ax)Tx 

q=~ (Cociente de Rayleigh), 

usualmente al eigenvalor que tiene mayor valor absoluto y, si A es simétrica, 
cotas para los errores 

(8) 

Prácticamente, se elige cualquier vector x
0 

;te O, se calculan los vectores 

X
5 

= Ax
5

_ 1 , 

y se toman 

x = xs-1 y Ax 

en (7) y (8). 

Si se conoce un eigenvalor ..1.
1 
de A, es posible deflactar a A, es decir, calcular 

una matriz A
1 

con eigenvalores O, ..1. 2, ···,A" (sección 19.9). 

Si se desea conocer a todos los eigenvalores de una matriz simétrica, entonces 
mejor que efectuar deflaciones repetidas es aplicar el método QR precedido de 
la tridiagonalización de Householder (sección 19.10). El método QR se basa 
en una factorización A= QR, en donde Q es ortogonal y R es triangular supe
rior, así como en transformaciones de semejanza. 

1 
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Métodos numéricos para 
ecuaciones diferenciales 

Los métodos numéricos para ecuaciones diferenciales tienen gran importan
cia para el ingeniero y elfisico porque, a menudo, los problemas prácticos 
conducen a ecuaciones diferenciales que no pueden resolverse media11te nin
guno de 1~; ·métodos presentados en los capítulos del I al 6 u otros semejan
tes, o bien, a ecuaciones para las que las soluciones en términos de fórmulas 
son tan complicadas que, conji·ecuencia, es preferible calcular una tabla de 
valores aplicando un método numérico a tales ecuaciones. 

En este capítulo se presentarán métodos básicos para encontrar la solución 
numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias (secciones 20. 1-20.3), y 
ecuaciones diferenciales parciales (Secciones 20A-20. 7). 

Las secciones 20.1, 20.2 y 20.3 también pueden estudiarse inmediatamente 
después de los capítulos 1 y 2, respectivamente, ya que son independientes de 
los capítulos 18 y 19. 

Las secciones 20.4-20. 7 también pueden estudiarse inmediatamente 
después del capítulo 11, en el supuesto de que el lector conozca algo de sistemas 
lineales de ecuaciones algebraicas. 

Prerrequisilo para las secciones 20.1-20.3: Secciones 1.1-1.7, 2.1-2.3. 
Prerrequisito para las secciones 20.4-20. 7: Secciones l l .. 1-11 . .3, 11.5 y 
l LI l. 

iografia.· Apéndice l, paiie E (ver también las partes A y C). 
puestas a los problemas: Apéndice 2. 
---- ---- -· . - ------·---· _______ __J 

20. 1 MÉTODOS PARA ECUACIONES DIFERENCIALES 
DE PRIMER ORDEN 

Por lo estudiado en el capítulo l, se sabe que una ecuación diferencial de primer 
ord!ln es de la forma F(x, y, y')= O y, a menudo, será posible escribirla en la.forma 
explícita y' =f{x,y). Un problema con valor inicial consta de una ecuación diferencial 
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y de una condición que debe satisfacer la solución ( o varias condiciones, referen 
mismo valor dex, si la ecuación es de orden superior). En esta sección se considera' 
problemas con valor inicial de la forma · 

1 y' = f(x, y), 

suponiendo que/ es tal que el problema tiene una solución única sobre algún interva 
que contenga a x

0
• 

Se analizarán métodos para calcular valores numéricos de las soluciones, que s 
requieren en caso de que no se disponga de una fórmula para encontrar la solución d 
una ecuación o, en caso de contar con tal fórmula, ésta sea demasiado complica 
como para tener una aplicación práctica. 

E;stos métodos sop. paso a paso, es dycir, se empieza con un y 0 =.y(x0) dado y se 
procede paso a paso, calculando valores aproximados de la solucióny(x) en los "punto:{ 
de la malla" 

X¡ = x0 + h, 

en donde el tamaño del paso h es un número fijo, por ejemplo 0.2 o O. l o O.O l, cuy~ 
elección se analizará más tarde en esta seccióu.. · : 

El cálculo en cada paso se efectúa aplicando la misma fórmula. Tales fórmulas¡ 
son sugeridas por la serie de Taylor · : 

(2) y(x + h) = y(x) + hy' (x) + h
2

2 
y"(x) + · · · . 

Así, para un valor pequeño de h, las potencias más altas h°, h3, · ··son muy pequeñas. 
Lo anterior sugiere la mala aproximación 

y(x + h) = y(x) + hy'(x) = y(x) + hf(x, y) 

(en donde el miembro derecho se obtiene a partir de la ecuación diferencial dada) y el 
siguiente proceso de iteración. En el primer paso se calcula 

que se aproxima ay(.,)= y(x
0 
+ h). En el segundo paso se calcula 

que se aproxima ay(x
2

) = y(x
0 

+ 2h), etc., y en general 

(3) 

Est,p se denomina método de Euler o método de Euler-C'll• 
es una aproximación de la curva de y(x) mediante un poh1c 
tangente a la curva en x

0 
(ver la figura 422). 

\¡ ') ') '') ) ) } ) ) ) ' / ) ) :J 

(n = O, 1, · · ·). 

Geométricamente 
primer lado es 

). 
·i 

j ) )¡ 
- ___ * _________ - -- --- ·-
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y 

Pendiente f(x¡, y¡/ 

Pendiente f(xo, Yol Y1 
Yo 

h h 

X¡ X 

Figura 422. Método de Euler. 

Este método rudimentario difícilmente se usa en la práctica, pero como es sim
ple, funciona para explicar aceptablemente el principio de los métod.os basados en la 
serie de Taylor. 

El método de Euler es de primer orden, porque en (2) sólo se consideran los 
términos constantes y el tém1ino que contiene a la primera potenc¡a de h. La omisión 
de los demás términos en (2) produce un error, denominado error por truncamiento 
del método. Para h pequeña, la tercera potencia y las potencias superiores de h son 
pequeñas en comparación con '1 2 en el primer término despreciado en (2) y, en 
consecuencia, se dice que el error por truncamiento por paso (o el error por 
tnmcamiento local) es de orden h2• Además, en este y en otros métodos existen 
errores por redondeo que pueden afectar la exactitud de los valores yl' y 2, • • • más 
y más conforme n crece; en la siguiente sección se volverá a esta cuestión. 

Tabla 20.1 
Método de Euler aplicado a (4) en el ejemplo 1 y error 

0,2(xn + Yn) 
Valores 

n xn Yn exactos Error 

o o.o 0.000 0.000 0.000 0.000 
1 0.2 0.000 0.040 0.021 0.021 

2 0.4 0.040 0.088 0.092 0.052 

3 0.6 0.128 0.146 0.222 0.094 

4 0.8 0.274 0.215 0.426 0.152 

5 1.0 0.489 0.718 0.229 

Ejemplo 1. Método de Euler. 

Aplicar el método de Euler al siguiente problema con valor inicia!. eligiendo h = O 2 y calculando _r,. ,,! ,: 

(4) y' = X+ .Y, y(O) = O. 

Solución. Aquí,_/(.r. y)= x + y. y se observa que ( 3) queda como 

En la tabla 20-1 se muestran los cálculos, los valores de la solución exacta 

y(,)=e'-.r-1 

) i) ), ), ) ) ) ) J ) ) ) ) ) ) ) ) ) -1 
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obtenidos a partir de (4) en la sección 1..7, y el error. En la práctica se desconoce la solución exacta, pe 
puede obtenerse una indicación de la exactitud de los valores aplicando el método de Euler una vez 1 

con paso 2/t = OA y comparando las aproximaciones correspondientes. Este cálculo es: 

xn Yn 0.4(xn + Yn) )',. en la labia 20. 1 Diferencia 

o.o 0.000 0.000 0.000 0.000 

0.4 0.000 0.160 0.040 0.040 

0 .. 8 0.160 0.274 0.114 

Como e1 e1Tor es de orden h'!. en un cambio de ha 2h es multiplicado por 2:! = 4, pero como entonces sC 
requiere sólo la mitad de pasos que antes, el e,rnr solamente se multiplica por 4/2 = 2. Así, la diferencia 

2E, - e,= 0.040 indica el error i, de y, en la labia 20 1 ( que en realidad es O. 052), y 0.1 14 del error de 

y, (real: O 152) 1 

Método de Euler mejorado (Método de Heun) 

Si en (2) se toman en cuenta más tém1inos, se obtienen métodos numéricos de mayor 
orden y precisión. Pero existe un problema práctico. Si se sustituye y' =j{x, y(x)) en 
(2), se obtiene 

(2*) y(x + h) = y(x) + h.f + fh2.f' + !h3J" + · · · 
en donde, como y en/ depende de x, 

f' = Íx + fyY
1 = Íx + fyf 

y las demás derivadas/",./"' se vuelven todavía mucho más engorrosas. Ahora la 
estrategia general es'evitar el cálculo de tales derivadas y sustituirlas calculando/ 
para uno o varios valores auxiliares de (x,y) elegidos idóneamente, en donde el término 
"idóneamente" significa que se eligen a fin de hacer lo más alto posible el orden del 
método (que tenga gran exactitud). A continuación se analizarán dos de tales métodos 
que revisten importancia práctica. 

El primer método se denomina método de Euler mejorado o método de Euler
Cauchy mejorado (algunas veces también se denomina método de Heun) En cada 
paso de este método primero se calcula el valor auxiliar 

(Sa) [i ~ + 2_ _~- :'_n_+_ h!(xn ~_}'n> __ 

y luego se calcula el nuevo valor 

(Sb) [Yn+l = Yn + fh[f(xn, Yn) + f(xn+I' Y~+¡)]. 1 

Este método tiene una interpretación geométrica sencilla. De hecho, es posible 
afirmar que en el intervalo de x,, ax.+ l /2'1 la solución y es aproximada por la recta 
que pasa por (x,,, Y,,) con pendiente /(x,,, y,,), y luego se continúa a lo largo de la recta 
con pendientefix,,.,, y*,,.,) hasta que x llega ax,,., (ver la figura 423, en donde 11 = O). 

El método de Euler-Cauchy mejorado es un método predictor-corrector, porque 
en cada paso primero se predice un valor mediante (5a) y luego se corrige mediante 
(5b). 

En forma algorítmica, usando las notaciones k, = lif{x,,, Y,,) en (5a) y k, = l¡f{x,,.,, 
.v*,,.,) en (5b), este método puede escribirse como se muestra en la tabla 20.2. 

e - e e e e e r:. ( ( e e r, e c. e C· 
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1
y .::1 ~-~,:.>1 

1 YoJ:~ +~-+rl • 
XO X¡ ,:; 

Figura 423. Método de Euler mejorado. 

Tabla 20.2 
Método de Euler mejorado (m~todo de Heun) 

ALGORlTMO EULER: if,x0,y0, h, N) 
Este algoritmo calcula la solución del problema con valor inicial y' = fix, y), 
y(y

0
) =y

0 
en puntos equidistantesx, =x0 + h,x, =x0 + 2h, · · · ,xN=x0 + Nh; aquí, 

/es tal que este problema tiene una solución única en el intervalo [x
0

, xN] (ver la 
sección 1.11 ). 

ENTRADA: Valores iniciales x
0
,y

0
, tamaño del paso h, número de pasos N 

SALIDA: Aproximación y,,., de la solucióny(x,,.1) enx,,., =x0 + (11 + l)h, 
en donde 11 = O, · · · , N - l 

Pai¡a 11 = O, l, ... , N - l, ejecutar: 

k1 hf~xn, Yn) 

k2 hf(xn+I' Yn + k1) 

Yn+I = Yn + f(k¡ + k2) 

SALIDA: x,,.,. Y ... , 

Fin 
Detener el proceso 

Fin de EULER 

Ejemplo 2. Método de Euler mejorado. 
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Aplicar el método de Euler mejorado al problema con valor inicial (4), eligiendo /J = 0.2, como antes. 

Solución. Para,este problema, 

k1 = 0.2(x
71 

+ y
11

) 

Yn+ 1 = Y 11 + º;2 (2.2<71 + 2.2yn + O 2) 

= Yn + 0.22(.r
71 

+ y 11 ) + 0.02. 

En la tabla 20.3 se observa que los resultados presentes son más exactos que los del ejemplo 1: ver 
también la tabla 20-6 1 
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Tabla 20.3 
Método de Euler aplicado a (4) y error 

n xn Yn 
0.22(xn + Yn) 

+ 0.02 
Valores exactos Error 

o o.o 0.0000 0.0200 0.0000 º·ºººº 
1 0.2 0.0200 0.0684 0.0214 0.0014 
2 0.4 0,0884 0.1274 0.0918 0.0034 

3 0.6 0.2158 0.1995 0.2221 0.0063 
4 0.8 0.4153 0.2874 0.4255 0.0102 

5 1.0 0.7027 0.7183 0.0156 

El método de Euler mejorado es un método de ~egundo orden,porque el error 
por ti:un<,:arniento por paso es de orden' '13• ' · · ' 

Demostración. Al hacer J,, = fi.x,,, lv(x,,)) y aplicar (2") se obtiene· 

Al aproximar la expresión entre corchetes e.n (5b) por f.+ .f.,+t .y usando de nuevo 

el desarrollo de Taylor, a partir de (5b) se obtiene 

(6b) 
Yn+1'- Yn = fh[fn + fn+l) 

Al restar (6a) de (6b) se obtiene el error por truncamiento por paso 

f¡3 i" 
4 n 

173 i" + ... 
6 n 

Así se demuestra la afirmación. 

173 f" + .... 
12 n 

Elección del tamaño de paso. Ésta es una cuestión importante en cualquier método 
paso a pas·o. /¡ no debe ser demasiado pequeño, a fin de evitar excesivamente muchos 
pasos y la correspondiente acumulación del error por redondeo. Pero h no debe ser 
tampoco demasiado grande, a fin de evitar un gran error por truncamiento por paso Y 
un error adicional, denominado !fJ,,, provocado por la evaluación de/ en (x,,,y,,) en vez 
de en (x v (x )), Así !p sería cero si/fuera independiente dey; por tanto, es importante 
que/v;·;¡e c~ny lo :n;.~ rápido posible, es decir, que el v~lor absoluto de la derivada 
parcial./,= a¡ /oy sea lo más grande posible. Mas precisamente, por la definición de !fJ,, 
y por el teorema del valor medio se obtiene 1 

'Pn = f(xn, y(xn)) - f(xn, Yn) = fy<xn, Y)TJn 

en donde TJ,, = y(x.) - 1•,, es ·el error de Y,, y y está entre y(x..) y}!,,· Por:tanto,_ la 
contribución de tp,, al error de.v,,., es aproximadamente h!p,, = hf,(x,,, y )TJ,, Lo antenor 
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sugiere tomar una cota superior K de 1(,.1 próxima en la región de interés, y elegir h de 
modo que · 

K = 17K 

no sea demasiado grande. Se observa que si 1/,.1 es grande (fuerte dependencia de/ 
con respecto ay), entonces K es grande y h debe ser pequeño, lo cual es comprensi
ble. (En los ejemplos I y 2,f.. = 1, K = 1, hK = 0.2.) Si.(.. varía mucho, entonces es 
posible elegir una cota superior próxima K,, de lf,.(x,,, y )1 y elegir dos o inclusive tres 
valores diferentes de h ~n regiones distintas, a fin de mantener 

dentro de cierto intervalo (por ejemplo, 0.05 ;;í K,, ;;í O. 1 ), que depende de la exactitud 
deseada; por supuesto, debido al error por truncamiento por paso, no es posible dejar 
que /¡ crezca más allá de un cierto valor. 

Método de Runge-Kutta 

Un método aún más exacto que reviste gran importancia práctica es el método de 
Runge-Kutta, 1 que se muestra en la tabla 20.4. Se observa que en cada paso primero 
se calculan cuatro cantidades auxiliares kl' k

2
, k

3
, k

4 
y luego se calcula el nuevo valor 

Y,,. 1• Estas fórmulas parecen complicadas a primera vista, aunque de hecho son muy 
fáciles de programar. 

Puede demostrarse que el error por truncamiento por paso es de orden h5 (con
sultar la obra citada como referencia [E2] en el apéndice 1) y el método es, en conse
cuencia, de cuarto orden. 

Observe que si/ depende sólo dex, entonces este método se reduce a la regla de 
integración de Simpson (sección 18.5). 

En cálculos manuales, el cálculo frecuente dej(x,y) es laborioso. En una compu
tadora esto no importa mucho, y el método es bastante idóneo porque no requiere 
ningún procedimiento de inicio especial, demanda poco espacio para almacenamien
to, no requiere estimación y utiliza repetidamente el mismo procedimiento de cálculo 
directo. 

Ejemplo 3. Método de Runge-Kutta. 

Aplicar el método de Runge-Kutta al problema con valor inicial (4) del ejemplo 1, eligiendo h = 02, 
como antes, y calcular cinco pasos, 

1 Denominado así en honor de los matemáticos alemanes CARL DA VID TOLMÉ RUNGE ( 1856-
1927), profesor de matemáticas aplicadas en Gotinga, y WILHELM KUTTA (1867-1944). 
Sin mucha justificación histórica, el método de Euler mejorado algunas veces se denomina método de 

Runge-Kutta de segundo orden El método de Runge-Kutta analizado aquí suele denominarse método 
de Runge-Kutta de cuarto orden porque existen métodos de Runge-Kulla de grado aun más elevado 
basados en el mismo principio de sustituir el cálculo de las derivadas por el cálculo de valores auxiliares 
(valores de f en ciertos puntos). Para más detalles. consultar la obra citada en el apéndice I como 
referencia [E2 I J 

1 
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Tabla 20.4 
Método de Runge-Kutta (de cuarto orden) 

ALGORlTMO RUNGE-KUTT A (f, x
0

, y
0

, h, N). 
,' 

Este algoritmo calcula la solución del problema con valor inicial y' = f{x, y)( 
y(x

0
) = y

0 
en puntos equidistantes : \ 

X¡ = Xo + h, Xz = Xo + 2h, · · · , XN = Xo + Nh; 

aquí,/ es tal que este problema tiene una solución única en el intervalo 
(ver la sección 1.11). 

ENTRADA: Valores íniciales x , y, tamaño del paso h, número de pa-"' o o 
sosN 

SALIDA: Aproximaciónyn+i de la solucióny(xn+t) enx,.., =x
0 
+ (n + l)h, 

en donde n =O,···, N - 1 

Para n = O, J, · · · , N - J, ejecutar: 

kl hf(xn, Yn) 

kz hf(xn + ih, Yn + ik1) 

k3 hf(xn + ilz, Yn + fkz) 

k4 hf(xn + h, Yn + k3) 

Xn+l xn + h 

Yn+l Yn + /;(k¡ 

SALIDA:x , v 
n+I • 11+1 

Fin 

Detener el proceso 

Fin de RUNGE-KUTTA 

+ 2k2 + 2k3 + k4) 

Solución. Para este problema se tiene l{x, y)= x + y. Por tanto, 

k2 = 0.2(Xn + 0.1 +Y,,+ 0.5k1 ). 

k4 = 0.2(xn + 0.2 + Yn + k3 ). 

Debido a que las expresiones anteriores son bastante simples, se encuentra conveniente insertar k1 en k'!, 
con lo que se obtiene k, = 0.22(x. +Y.)+ 0.02, que se inserta en k,, con lo que se encuentra k, = 0.222(xi 

·+y.) + 0.022, y finalmente ésto se inserta en k,, con lo que se encuentra k, = 0.2444(x. +y..)+ 0.0444. 51 
se usan estas expresiones, la fónnula para Y •• , en la tabla 20A se vuelve 

(7) Yn+J = Yn +.0.2214(.xn + Yn) + 0.0214. 

Por supuesto, este proceso de inserción no es típico del método de Runge,Kutta, por lo que en general no 
debe intentarse. En la tabla 20.5 se muestran los cálculos. Con base en la tabla 20.6 se observa que los 
valores son mucho más exactos que los de los ejemplos I y 2. I' 

) 
( ( ( ' ( (;, ( ( ( ( ( ( ( ( 
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Tabla 20.5 
Método de Runge-Kutta aplicado a (4); cálculos mediante el uso de (7) 

n xn Yn 
0.2214(x,, + Y,,) Valores exactos 106 X Error 

+ 0.0214 Y= e"' - X - dey,, 

o o.o o 0.021 400 0.000 000 o 
1 0.2 0.021 400 0.070 418 0 .. 021 403 3 
2 0.4 0.091 818 0 .. 130 289 0.091 825 7 
3 0.6 0.222 107 0.203 414 0.222 119 11 
4 0.8 0.425 521 0,292 730 0.425 541 20 
5 1.0 0.718 251 0.718 282 31 

Tabla 20.6 
Comparación de la exactitud de los tres métodos que se están considerando 
en ei' caso del problema con valor inicial (4), con/¡= 0.2 

Error 
X y eX - X - 1 Método de Euler Euler mejorado Runge-Kutta 

(Tabla 20.1) (Tabla 20.3) (Tabla 20.5) 

0.2 0.021 403 0.021 0.0014 0.000 003 
0.4 0.091 825 0.052 0.0034 0.000 007 
0.6 0.222 119 0.094 0.0063 0.000 011 
0.8 0.425 541 0.152 0.0102 0.000 020 
1.0 0.718 282 0.229 0.0156 0.000 031 

Tamaño de paso h. El tamafio de paso /¡ no debe ser mayor que cierto valor H, que 
depende de la exactitud deseada, y que en todo caso debe ser tal que 

K = hK (K es una cota superior próxima de I a¡ I ay 1) 

esté aproximadamente entre O.O I y 0.05; esta situación es semejante al caso ya anali
zado del método de Euler mejorado. 

Una de las ventajas del método de Runge-Kutta es que permite controlar h por 
medio de k 1, k~, kJ, ya que a partir de la definición de.f. se tiene 

= hK = 1 IJ I = h lf(x, y*) - f(x, y**)I 
K .. 1 y * ** , y - y 

y si en el numerador se elige 

hf(x, y*) 

hf(x, y**) 

k 3 hf(xn + }h, Yn + }k2), por tanto, y* 

h.f(xn + }h, Yn + }k1),portanto,y** 

entonces en el denomina.dar se tiene y" - y··= l/2(k
2 

- k
1
), con lo que se obtiene la 

fórmula deseada para K en términos de las cantidades calculadas, 
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(8) 

Ahora ya es posible tomar precauciones para dejar sin cambio a h si, por ejem¡:{ 
0.01 ~ K' ~ 0.05, disminuir h por 50% si K > 0.05 y duplicar h si K < 0.01 (en caso1-

que la d~plicación sea posible sin incre~entar h más allá de un ~úmero H, eleif 
de manera idónea, que depende de la exactitud deseada). , 

Otro control de h resulta al ejecutar el cálculo simultáneamente con el paso-'> 
lo cual corresponde a incrementar el error por truncamiento por paso por un fact 
2 5 = 32, pero como el número de paso disminuye, entonces el incremento real: 
por un factor de 25/2 = 16. Asi, el error e de una aproximación y obtenida co.n ·. 
paso hes aproximadamente igual a 1/15 multiplicado por la diferencia 8 = y - y 
las aproximaciones correspondientes obtenidas con los pasos h y 2'1, respectiv 
mente. 

(9) 1 -
E= -(y 

15 
y). 

Ahora es posible elegir un número E (por ejemplo, 1 unidad del último dígito que 
supone significativo) y dejar sin cambio ah si O .2 E~ 181 ~ 1 O E , disminuir h por 5 
si 181 > 1 Oe y duplicar h si 181 < 0.2 E ; por supuesto, al duplicar es necesario te 
cuidado en que el paso no se vuelva más grande que un número idóneo H; esto 
como antes. 

A continuación se ilustrará la estimación del error (9) con un ~jemplo sencillo.' 

Ejemplo 4. Método de Runge-Kutta (de cuarto orden), estimación del error. 

R"solver el problema con valor inicial 

y' = (y - X - 1)2 + 2, y(O) = 1 

aplicando el método de Runge-K.utta para O :ií x :ií 0.4 con paso h = 0.1 y calcular el enur usando (9). ¡:, 
¡,J 

Solució11. En la tabla 20-7 se muestran los resultados numéricos. Ahí también se muestra cómo la i :. 
exactitud aumenta con la disminución del paso (de 2h = 0.2 ah= 0.1 ). Las estimaciones del emir (9). 
están próximas al error verdadero. Aunr¡ue no siempre puede esperarse ésto, la fó,mula (9) ciertamente 
proporciona información sobre el orden de magnitud del error. 1 

Tabla 20.7 
Método de Runge-Kutta aplicado al problema con valor inicial del ejemplo 4 y 
estimación del error 

y y Estimación Error Solución 
X 

(Pase, h) (Paso 2h) 'del error (9) real exacta (9D) 

o.o 1.000 000 000 l. 000 000 000 O. 000 000 000 0.000 000 000 1.000 000 000 
0.1 1.200 334 589 0.000 000 083 1.200 334 672 
0.2 1 .402 709 878 1.402 707 341 0.000 000 181 0.000 000 157 1.402 710 036 
0.3 1.609 336 039 0.000 000 210 1.609 336 250 
0.4 1.822 792 99~ 1.822 788 917 0.000 000 291 0.000 000 226 1.822 793 219 

i 1 ) i '1 . i .. ) ) ) ) ) ) 
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Puede demostrarse que los métodos analizados en esta sección son numérica
mente estables (definición en la sección 18.1). Se trata de métodos de un paso 
porque en cada paso se usan los datos de exactamente uno de los pasos precedentes, 
en contraste.con los métodos de pasos múltiples, en los que en cada paso se usan los 
datos de varios pasos precedentes, como se verá en la siguiente sección. 

Problemas de la sección 20.1 

Aplicar el método de Euler a los siguientes problemas con valor inicial. Ejecutar I O pasos. 
Resolver el problema exactamente. Calcular los errores. 

l. y'= y,y(O) = 1, h = 0.1 2. y'= y,y(O) = l, h = 0.01 

3. y' + Sx4y 2 = O, y(O) = l, h = 0.1 4. y'= (y+ x)2,y(O) = O, h = 0.1 

Aplicar el método de Euler mejorado a los siguientes problemas con valor inicial. Ejecutar I O 
pasos con I, = 0.1. Resolver el problema exactamente. Calcular los errores. 

5. y' y, y(O) = 1 
7. y' + y tan x = sen 2x, y(O) = 1 

6. y' = 1 + y 2 , y(O) 

8. y' = y y 2 , y(O) 

o 
0.5 

Aplicar el método de Runge-Kutta (de cuarto orden) a los siguientes problemas con valor 
inicial. Ejecutar 5 pasos con h = 0.2. Resolver el problema exactamente. Calcular los errores. 

9. y' = xy, y(O) = 1 10. y' = y - y 2 , y(O) = 0.5 

11. y' = (1 + x- 1)y, y(I) = e 12. y' = !(y/x - x/y), y(2) 2 

13. Aplicar el método de Euler y el método de Euler mejorado con lt = 0.1 y I O pasos al 
problema con valor inicial y'= 2 - 2y,y(O) = O y determinar y comparar los errores. 

14. Aplicar el método de Runge-Kutta con lt = 0.1 y I O pasos al problema 13 y determinar y 
comparar los errores con los del problema 13. 

15. Resolver y' = 2x-1 J y-1 n x + x- 1, y( 1) = O para 1 :;;x:;; 1.8 aplicando el método de Euler 
con 1, = O. 1. Comprobar que la solución exacta es y= (In x)2 + In x y calcular el error. 

16. Resolver el problema 15 aplicando el método de Euler mejorado con h = 0.2, detenninar 
el error, compararlo con el problema 15 y hacer un comentario. Observar que es una 
comparación justa porque aquí se evaluó/(x, y) ocho veces (4 pasos con 2 evaluaciones 
cada uno), como en el problema 15. 

17. Resolver el problema 15 aplicando el método de Runge-Kutta con lt = O.A, detenninar el 
error y compararlo con el problema 15. (Observar que estos 2 pasos de Runge-Kutta 
requieren 8 evaluaciones de/(x,y), tantas como en el problema 15.) 

18. Resolver el problema 15 aplicando el método de Runge-Kutta con 1, = 0.1 y comparar el 
error con el del problema 15. 

19. Otro método del tipo de Euler-Cauchy está dado ppr 

en donde y*,,.,= Y,,+ 1/2/,.f(x,,,y.,). Proporcionar una motivación geométrica de este méto
do. Aplicarlo a (4) con h = 0.2 y calcular 5 pasos. 

20. El método de Kutta de tercer orden está definido por 

") 
.. 

) .) ) ' ) J j ) J ?) 
-;,;., ·;{) ''J, ), ) ) ) . ) ~ :.1, . ) j 'J 

1 

.:~ ,1 
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en donde k, y k, son como en la tabla 20-4 y k,," = hf(x,,.,, Y,, - k, + 2k2). Aplicar e· 
método a (4) en el ejemplo 1. Elegir h = 0.2 y ejecutar 5 pasos. Comparar el resultado c 

la tabla 20-6. 

20.2 MÉTODOS DE PASOS MÚLTIPLES 

Un método de un paso es un método en el que en cada paso se usan exclusivamen 
los valores obtenidos en un solo paso, a saber, en el paso precedente. Ejemplos, 
este tipo de método son el de Runge-Kutta y todos los demás métodos presentados · 
la última sección. En contraste, un método en el que se usan valores de.más de~ 
paso precedente se denomina método de pasos múltiples. A continuación se expÍ 
cará la idea de obtener tales métodos en términos de la obtención del método d 
Adams-Moulton, que reviste gran importancia práctica. El problema con valor ini' 
cial es como antes 

(1) y' = f(x, y), 

en donde se supone que fes tal que el problema tiene una solución única en alg · · 
intervalo que contiene a x

0
, así como a todos los valores x a los cuales se calcular· 

valores aproximados de la solución. 

Método de Adams-Bashford 

Al integrar la ecuación diferencial ( 1) desde x" hasta x,,., = x,, + h, se obtiene 

J
Xn+l Xn+l 

(2) f(x, y(x)) dx = f y'(x) dx = y(xn+l) - y(xn). 
X11 • Xn 

La notación es como antes; en particular, x = x + nh v v denota un valor aproximado · .. 
11 O "' ., n , 

de y(x,,). En (2), f se sustituye por un polinomio de interpolación p,(x) de tercer . 
grado, de modo que sea posible integrar después. Para p,(x) se toma el polinomio 

que en x,,, xn-1' xn-2' xn-3 asume los valores 

(3) 
Ín = f(xn, Yn), Ín-1 = f(xn-1' Yn-1), Ín-2 = f(xn-2' Yn-z), 

f n-3 = f(xn-3, Yn-3), 

respectivamente. (En realidad, es posible tomar un polinomio de grado superior, aun
que en la práctica suele usarse uno cúbico.) p,(x) puede obtenerse, por ejemplo, a 
partir de la fórmula con diferencias hacia atrás·( 18) de Newton, sección 18.3: 

en donde r = (x -x,,)lh. p¡(x) se inte¡:¡ra sobre x desde x" hastax,,., = xn + h, y por tanto 
sobre r desde O hasta l. Como x = x,, + hr, se tiene dx = h dr. La integral de l/2r(r + 
l) es 5/ 12, y la de 1 /6r(r + 1 )(r + 2) es 3/8. Por tanto, se obtiene 
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Resulta práctico sustituir estas diferencias por sus expresiones en términos de/ 

2f n-1 + f n-2 

3.fn-1 + 3fn-2 - Ín-3" 

Lo anterior se sustituye en (4) y se agrupan términos, Por (2), entonces se obtiene la 
fórmula de pasos múltiples del método de Adams-Bashford, 

(S) Y~+1 

Este método expresa el nuevo valor Y*,,., [aproximación a la solución y de (1) en xn+,J 
en términos de 4 valores de f calculados a partir de los valores y obtenidos en los 4 
pasos precedentes. ¿Qué sucede con respecto al principio? Esperar y observar. 

Método de Adams-Moulton 

En (5) se escribió y*,,.,, en vez de layn+i usual, porque se desea extender el método, 
usando (5) como un predictor y otra fórmula [(6), a continuación] como corrector. 
Un corrector se obtiene mediante la misma idea de integrar un polinomio cúbico 
hacia atrás de Newton p3(x), que en xn+I' xn, xn-1' x"_2, es igual af,,.,,fn,.f,,_,,l,,_2, 

respectivamente; aquí, 

y las otras f son corno en (3 ). La obtención es bastante semejante a la de (5). En 

efecto, 

en donde r = (x - xn.,)lh. Se integra sobre x desde x,, hasta xn+I como antes. Esto 
corresponde ahora a integrar sobre r desde -1 hasta O. Se obtiene 

Al expresar las diferencias en términos de los valores def corno antes, finalmente se 

llega a la fórmula correctora 
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(6) 

en donde/*,,, 1 = f(x,,..p y*,., 1) y las otras/son corno en (3). El método predicto· 
corrector (5), (6) se denomina método de Adams-Moulton. El programa puedes 
ministrar la aplicación repetida del corrector para un valor fijo n, por ejemplo, has 
que la diferencia relativa de valores sucesivos (para el mismo n) se vuelva, en val 
absoluto, menor que un número positivo preasignado pequeño. 

Inicio del método. Mientras que los métodos de un paso son "autoiniciables" ( 
requieren de datos iniciales diferentes de la condición inicial dada); los métodos 
pasos múltiples no lo son. Esta es una cuestión importante, ¡y una desventaja! En ( 
se requierenfo,J;,J;,.(;; así, por (3), primero es necesario calcular y 1, y 2, y) aplican 
algún otro método, por ejemplo, el de Runge-Kutta (a fin de obtener gran exactitud 
Pero la ventaja de (5), (6) es que es más rápido que el método de Runge-Kutta porqu 
ahora sólo es necesario calcular dos nuevos valores de/por paso, en contraste con 1 
cuatro valores que deben calcularse en cada paso del método de Runge-Kutta. Pued 
demostrarse que este método es de cuarto orden, como el método de Runge-Kutta, 
que es numéricamente estable. . 

Además, los métodos correctores-predictores tienen la ventaja de que proporcio~ 
nan una estimación del error. Específicamente, un Lv,, - y*) elevado indica que el 
error de y es probablemente grandi:: en valor absoluto y demanda una reducción de h .. 
Por otra parte, si [v,, - y*) es muy pequeño, entonces es posible aumentar h,' por' 
ejemplo, duplicándolo. (Para más detalles, consultar la obra citada en el apéndice 1 
como referencia [El3], págs. 388-393.) 

Ejemplo 1. Método de Adams-Moulton. 

Resolver el prol;>lema con valor inicial 

(7) y' =.X+ y, )'(Ü) = o 

aplicando el método de Adams-Moulton sobre el intervalo O ;á x ;¡¡ 2, eligiendo h = 0.2. 

Soluciótt. El problema es el mismo que en los ejemplos I a 3 de la sección 20 .. 1, de modo que pueden 
compararse los resultados. Se calculan los valores de partida y

1
, y,, Y,, aplicando el método de Runge

Kutta. Luego, én cada paso se predice con (5) y se hace una corrección usando (6) antes de ejecutar el 
paso siguiente. En la tabla 20-8 se muestran los resultados y s~ comparan con los valores exactos. Se 
observa que las correcciones mejoran considerablemente la exactitud. Este hecho es comun. 1 

Aquí termina el análisis de los métodos para ecuaciones diferenciales de primer 
orden. En la siguiente sección se abordarán las ecuaciones diferenciales de segundo 
orden. 

Problemas de la sección 20.2 

Resolver los siguientes problemas con valor inicial aplicando el método de Adams-Moulton 
( 1 O pasos, 1 corrección por paso). Calcular los errores usando la solución exacta. (Los valores 
de partida iniciales deben ser de utilidad para dedicar todo el tiempo al nuevo método. Aplicar 
el método de Runge-Kutta en donde no se proporcionen tales valores.) 

) ) ) 'j ·. i ) ) ) 
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y'= X+)', y(O) o 

Tabla 20.8 
Método de Adams-Moulton aplicado al pn~hlema con valor inicial (7); valores 
predichos calculados con (5) y valores corregidos con (6) 

.Y,, Yn Yn Valores !06 x Error 
11 xn de inicio predicho corregido exactos dey,, 

o o.o 0.000 000 0.000 000 o 
1 0.2 0.021 400 0.021 403 3 
2 0.4 0.091 818 0.091 825 7 
3 0.6 0.222 107 0.222 119 12 
4 0.8 0.425 361 0.425 529 0.425 541 12 
5 1.0 0.718 066 0.718 270 0.718 282 12 
6 1.2 1.1 19 855 1.120 106 1.120 117 11 
7 1.4 1.654 885 1.655 191 1.655 200 9 
8 1.6 2.352 653 2.353 026 2.353 032 6 
9 1:s 3.249 190 3 .. 249 646 3.249 647 1 

10 2.Q 4.388 505 4.389 062 4.389 056 -6 

6. Resolver la ecuación del problema 5 exactamente y detenninar la razón de la restricción 
hasta 7 pasos. 

7. Escribir los detalles de los cálculos con que se obtienen (5) y (6). 
8. Para aplicar el método de Adams-Moulton es importante contar con valores de partida 

exactos. Ilustrar este hecho sustituyendo los valores de partida en el ejemplo I por los 
valores correspondientes que se obtienen al aplicar el método de Euler-Cauchy mejorado, 
calculando y parax= 0.8, 1.0 con I corrección por paso, y comparar los resultados con los 
de la tabla 20.8 

9. Demostrar que al aplicar el método presentado en el texCo a un polinomio de segundo 
grado se obtienen las fónnulas predictora-correctora 

10, Aplicar el método del problema 9 con h = 0.2 al problema con valor inicial y'= x + y, 
y(O) = O; ejecutar 5 pasos y comparar el resultado con los valores exactos 

11. Aplicar el método del problema 9 con h = 0.1, 1 O pasos, al problema con valor inicial 
y'= 2xy, y(O) = 1, usando los valores de partida de Runge-Kutta. Comparar con la 
solución exacta. 

12. Aplicar el método del problema 9 con h = 0.2, 5 pasos, al problema con valor inicial del 
problema 5. Comparar con la solución exacta. 

J, ), ) ' ) ). ) . ) ) ) _) ) ::_¡ ) .J ) ) -t 

1 
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20.3 MÉTODOS PARA ECUACIONES DIFERENCIALES 
DE SEGUNDO ORDEN 

Esta secció11 tambié11 puede estudiarse illmediatamente después del capifulo 2 
que es independiente de las secciones precedentes sobre métodos numéricos d : 
capítulos 18-20. 

Un problema con valor inicial para una ecuación diferencial de segundo or 
consta de tal ecuación y dos condiciones (condiciones iniciales) que se refiere 
mismo punto. En esta sección se considerarán dos métodos numéricos para resó 
problemas con valor inicial de la forma 

(1) y" = f(x, y, y'). 

suponiendo que.fes tal que el problema tiene una solución única en algún interv 
que contiene a x

0
, así como a los valores x en los cuale¡¡ se desea calcular val' 

aproximados de la solución. El primer método es sencillo (aunque inexacto) y s_· 
para ilustrar el principio, mientras que el segundo es de gran precisión e import 
práctica. 

En ambos métodos se obtendrán valores aproximados de la solución y(x) deí 
en puntos equidistantes x

1 
=x

0 
+ h,x

2 
= x

0 
+ 2'1, · ··;estos valores se denotarán por 

y,, · · · , respectivamente. De manera semejante, los valores aproximados de la d · 
vaday'{x) en estos puntos se denotarán por y'¡, y'2, • • • , respectivamente. 

Los métodos de la sección 20.1 fueron sugeridos por el desarrollo de Taylor 

(2) 
, h2 ,, f13 111 

y(x + h) = y(x) + hy (x) + - y (x) + -
3

, y (x) + · · · 
2 . 

el cual ahora se utilizará con el mismo fin, junto con el desarrollo de la derivada 

(3) '( h) , ) I ,, h2 111( ) y x + = y (x + 1y (x) + 2 y x + · · · . 

Método con menor precisión para explicar el principio 

El método numérico con menor precisión se obtiene al despreciar, en (2) y (3), los 
términos que contienen ay"' y los posteriores; lo anterior conduce a las aproximacio
nes paray(x + h) y a la derivaday'(x + h) definidas por las fórmulas 

, h2 ,, 
y(x + 11) = y(x) + hy (x) + 2 y (x), 

y'(x + h) = y'(x) + 11y"(x). 

En el primer paso del método se calcula 
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a partir de (1), entonces 

h 
, 112 ,, 

Yo + Yo + 2 Y0 

que es una aproximación dey(x1) = y(x
0 

+ h) y, además, 

lo cual se necesitará en el paso siguiente. En el segundo paso se calcula 

y~ = f(x1, y 1, y~) 

a partir de ( 1 ), entonces 

} 
, 112 ,, 

Y2 = Y¡ + 1Y1 + 2 Y1 

que es una aproximación dey(x) = y(x
0 

+ 2h) y, además, 

y~ = y~ + hy~. 

En el (n + 1)-ésimo paso se calcula 

a partir de ( 1 ), entonces el nuevo valor 

(4a) Yn+I 

que es una aproximación de y(x.+1) y, además, 

(4b) l Y~+l = y~ + hy~ 

que es una aproximación de y'(x.+
1
) necesaria en el paso siguiente. 

Observar que, en términos geométricos, este método es una aproximación de la 
curva de y(x) por medio de porciones de parábolas. 

Ejemplo 1. Una apllcaclón del método definido por (4). 

Aplicar (4) al siguiente problema con valor inicial, eligiendo h = 0.2: 

(5) y" = ~ (x + y + y' + 2), y(O) = O, y'(O) = O. 

www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net


;540 

·'), ·~), ;9. '~º9 ,.¡r¡.12, ·1) 

MÉTODOS NUMÉRICOS PARA ECUACIONES DIFERENCIA 

Soluciótr. Para este problema, las fónnulas (4) se vuelven 

Yn+ ¡ = Yn + 0.2y~ + 0.02y~ 

en donde 

,, J , 
Yn = 2 (xn + Yn + Yn + 2). 

En la tabla 20. 9 se muestran los cálculos. El estudiante debe comprobar que la solución exacta es 

y = e" - X - J. 

Se observa que los errores de los valores aproximados son muy grandes. Esto es común, porque 
mayor parte de los casos prácticos este método es demasiado inexacto. 

Tabla 20.9 
Cálculos en el ejemplo 1 

y~ y~ 
Exacto 

n xn Yn (4D) 

o o.o 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 
1 0.2 0.0200 0.2000 1.2100 0.0214 
2 0.4 0.0842 0.4420 1.4631 0.0918 
3 0.6 0.2019 0.7346 1.7682 0.2221 
4 0.8 0.3842 1.0883 2.1362 0.4255 
5 1.0 0.6446 0.7183 

Método de Runge-Kutta-Nystrom 

Mucho más exacto que (4) es el método de Runge-Kutta-Nystrom, que generaliza 
el método de Runge-Kutta de la sección 20.1. Se menciona sin demostración que se 
trata de un método de cuarto orden, lo cual significa que en las fórmulas de Taylor 
para y y y' se obtienen exactamente los primeros términos hasta el que contiene ah\ 
inclusive. 

Los cálculos en este método pueden hacerse como se muestra en la tabla 20.10. 
Se observa que en cada paso se calculan cuatro cantidades auxiliares k 1, k2, k3, k,, Y 
que luego a partir de éstas se calculan el nuevo valor aproximado Y,,+

1 
de la solución 

y, así como también una aproximación de la derivada y' necesaria en el paso sis 
guiente. 

h puede controlarse como se describió casi al final de la sección 20.1, en dond · 
ahora como o se toma al mayor de o· y o··; aquí o· es 1 / 15 multiplicado por la diferen 
ci<! de los valores correspondientes de y, y o·· es 1/ 15 multiplicado por la diferenc·. 
de los valores correspondientes de y'. · 

,;;;,), '"°~) <'!'?!) ::o. "') '') '). J ·,\'), <), 1) ,:) ::0 -"\) ) ), ) ~. 
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Tabla 20.10 
Método de Runge-Kutta-Nystrom 

ALGORITMO R-~-N (f. x
0

, y
0

, y'
0

, h, N). 

Este algoritmo calcula la solución del problema con valor inicial y"= j(x,y,y'), 
y(xo) = Ya,y'(xo) = y'r en puntos equidistantes xi =xo + h,xl =x + 2h, ... ,X = 

x
0 
+ Nh; aquí,f es ta que este problema tiene una solución únic

0
a en el interv~lo 

[xo, xN]. 

ENTRADA: 
pasosN 

Valores iniciales.\,Y
0
,y'

0
, tamaño del paso h, número de 

SALIDA: Aproximacióny .. +
1 

de la solucióny(x.+
1
) en x .. +i = x

0 
+ (n + 

l)h, en donde n = O, 1, · · ·, N- 1 

Paran= O, 1, · · ·, N- 1, ejecutar: 

kl fhf(xn, Yn, Y~) 

k2 fhf(xn + fh, Yn + K, y~ + k1) 

en donde K = f h(y~ + fk¡) 

k3 ihf(xn + ifi, Yn + K, y~ + k2) 

k4 fhf(xn + h, Yn + L, y~ + 2k3) 

en donde l = h(y~ + k3) 

xn+I = Xn + h 

Yn+l = Yn + h(y~ + f(kl + k2 + k3)) 

SALIDA: x,,+i' Y,,+i 
[Aproximación a la solución en x,,+

1
] 

[ Valor auxiliar necesario en el paso siguiente] 
Fin 
Detener el proceso 

Fin de R-K-N 

Ejemplo 2. Método de Runge-Kutta-Nystrom 

Aplicar el método de Runge-Kutta-Nystri:im al problema con valor inicial (5). eligiendo h = O 2 

Solució11. Aquí. 

f = 0.5(.r +y+ y'+ 2). 
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Por tanto, 

k 1 = 0.05(xn + Yn + Y~ + 2) 

' = n r.,:,_ n' + Yn + K + ' + k1 + 2} "2 v.v.J\.An V.O Yn K 

k3 0.05(xn + 0.1 + Yn + K + ' Yn + k2 + 2) 

k4 0.05(xn + 0.2 + Yn + L + ' + 2k3 + 2) Yn 

En este caso la ecuación diferencial es sencilla, por lo que también lo son las expresiones para k1, k,, k,, 
Así, es po~ible insertar k, en k,, luego k, en k,. y finalmente k, e,n k,. El resultado de este cálculo simple 

k2 = 0.05(1.0525(.xn + Yn) + Ll52 5y~ + 2.205] 

k 3 = 0.05[1.055 125(xn + Yn) + 1.160 125y~ + 2.215 25] 

k4 = 0.05(1,116 063 75(xn + Yn) + 1.327 613 75y~ + 2.443 677 5]. 

Con base en lo anterior se obtiene 

(6) 

en donde 

Yn+ 1 = Yn + a(xn + Yn) + by~ + e 

Y~+l = Y~ + a*(xn + Yn) + b*y~ + e* 

a = O.OJO 3588 

a• = 0.105 5219 

b = 0.211 0421 

b* = 0.115 8811 e• 

0.021 4008 

0.221 4030. 

En la tabla 20, 11 (página siguiente) se muestran los cálculos correspondientes. Los errores de los valo
1
' 

aproximados paray(x) son mucho menores que los del ejemplo 1 (ver la tabla 20.12), · 

Ejemplo 3. Método de Runge-Kutta-Nystrom. Ecuación de Airy. Fur.ción de Airy Ai(x)'. 

Resolver el problema con valor inicial 

y"= xy, y(O) = J- 213 /1'(2/3) = 0.355 028 05, .v·w, = -r11J1rc1t3> = 

aplicando el método de Runge-Kulla-Nystriim con h = 02; ejecutar 5 pasos Ésta es la ecuación de: 
Airy,' que surgió en óptica (consultar la obra citada en el apéndice I como referencia [A9], pág 188). r · 
es la función gamma (ver el apéndice 3)- Las condiciones iniciales son tales que se obtiene una solución 
estándar, la función de Airy Ai(x), que ya ha sido tabulada e investigada (consultar la referencia [IJ, 

págs 446,475). 

Tabla 20.11 
Método de Runge-Ku:ta-Nystrom (con h = 0.2) aplicado al problema con valor,' 
inicial (5); cinco pasos ,.alculados mediante el uso de (6) 

n xn Yn y~ 
a(xn + Yn) a*(xn + Ynl 
+ by~ + e + b*y~ + e* 

o o.o 0.000 0000 O 000 OOv 0.021 4008 0.221 4030 
1 0.2 0.02 \ 4008 0.221 4030 0.070 419ó 0.270 4220 
2 0.4 0.091 8204 0.491 8250 .IV' 

...,,.... 1, 0.330 2940 
3 0.6 0.222 1117 0.822 1190 o.: !).403 4219 
4 0.8 0.425 5303 1.225 5409 0.29. 1.492 7403 
5 1.0 0.718 2668 1.718 2812 

r;:;:; e c. e '(; (, r: ( (:, (; (' e. ("" e e, e e· c1 e· e, o e 

METOOOS PARA ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN 
· Tabla 20.12 

Comparación de la exactitud de los dos métodos que están 
del problema con valor considerándose en el caso 
inicial (5), con lt = 0.2 

Error 
X y= 

e"' X - Ejemplo 1 Tabla 20.11 

0.2 0.021 4028 0.0014 0.000 0020 

0.4 0.091 8247 0.0076 0.000 0043 

0.6 0.222 1188 0.0202 0.000 0071 

0.8 0.425 5409 0.0413 0.000 0106 

1.0 0.718 2818 0.0737 0 .. 000 0150 
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Solución, Para esta ecuación y h = 02, con base en las fónnulas generales del algoritmo se obtiene 

k 1 = O. lxnYn• 

k
2 

= k3 = 0. l(xn + O, l)(.Yn + O. ly~ + 0.05k1). 

k4 = O. l(xn + 0.2)(.Yn + O.Zy~ + 0.2k2 ). 

En la tabla 20. 13 se muestran los resultados. El error se determinó comparando con los valores en la obra 
citada en el apéndice I como referencia [ l ], pág. 4 75 1 

Tabla 20.13 
Método de Runge-Kutta-Nystrom aplicado a la ecuación de Airy, cálculo 
de la función de Airy y= Ai(x) 

' y(x} exacto (8D) 
108 x Error 

xn Yn Yn dey,, 

o.o 0.355 028 05 -0.258 819 40 0.355 028 05 o 
0.2 0.303 703 04 - 0.252 404 64 0.303 703 15 \1 

0.4 0.254 742 11 -0.235 830 70 0.254 742 35 24 

0.6 0.209 799 74 -0 .. 212 791 72 0.209 800 06 32 

0.8 o. 169 845 99 -0.186 411 34 o. 169 846 32 33 

1.0 0.135 292 18 -0.159 146 09 o. 135 292 42 24 

El trabajo del ejemplo 3 también ilustra que los métodos para ecuaciones dife
renciales a menudo son de utilidad en la tabulación de "funciones trascendentes 
superiores", definidas por fónnulas que son menos prácticas en el trabajo numérico 
[en el ejemplo mencionado: una serie de potencias o una representación por medio de 

integrales de Ai(x)]. 
Los métodos analizados en esta sección incluyen un error por tnmcamiento. 

Además de este error hay errores por redondeo, y se desea advertir al lector que 
estos últimos pueden afectar mucho a los resultados. Por ejemplo, la solución del 
problema y"= y, y(O) = 1, y'(O) = -1 esy = e-•, pero el error por redondeo introduce un 
múltiplo pequeño de la solución no deseada e', lo cual puede, finalmente (después de 
un número suficiente de pasos), anuinar la solución requerida. Lo anterior se deno
mina error de construcción. En el sencillo ejemplo presentado se le puede evitar 
iniciando con valores conocidos de e-·• y su derivada para x grande, y calcular en la 

Así denominada en honor de SirGEORGE BI DELL AIRY ( 1801-1892), matemático inglés, conocido 
por su obra sobre elasticidad y ecuaciones diferenciales parciales 

1 
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dirección inversa, pero en casos más complicados se requiere gran experiencia p 
evitar este fenómeno. 

! 
En las secciones restantes de este capítulo se consicierarán métodos numéric 

para resolver ecuaciones diferenciales parciales. 

Problemas de la sección 20.3 

l. Repetir los cálculos en el ejemplo 1, eligiendo h = 0.1, y comparar los errores de 1 · 
valores así obtenidos con los del ejemplo 1. ·, 

2. Realizar la misma tarea que en el problema 1, eligiendo h = 0.05. 

Aplicar (4) al siguiente problema con valor inicial (5 pasos). 

3. y"= -y, y(O) = O, y'(O) = !, h = 0.1 
4. y"= -y, y(O) = l, y'(O) = O, h = 0.1 
S. y"= y, y(O) l, y'(O) 1, h = 0.1 
6. y"= y, y(O) = l, y'(O) = -1, h = 0.1 

7. Comprobar las fónnulas y los cálculos para la ecuación de Airy en el ejemplo 3. 
8. Comprobar, hasta 3D de exactitud, los valores y

0 
y y0 en el ejemplo 3, usando (25) d·:. 

apéndice A3. 1 y la tabla A2 del apéndice 5. 

Aplicar (4) a los siguientes problemas con valor inicial (h = 5 pasos). Comprobar la soluci · · 
dada .. Calcular el error de Y,, 

9. y" = xy' - 4y, y(O) = 3, y'(O) = O. Solución exacta y = x 4 - 6x 2 + 3. 
10. y"= xy' - 3y, y(O) = O, y'(O) = -3. Solución exacta y = x 3 - 3x. 
11. (1 - x 2)y" - 2xy' + 6y = O, y(O) = -t, y'(O) = O. Exacta: y = !(3x2 -

Aplicar el método de Runge-Kutta-Nystrom a los siguientes problemas con valor inicial ( 
pasos). Calcular el error. ' \ .. 
12. xy" + y' +xy = O,y( 1) = O.765198,y'(J) = -0.440051, h = 0.5. (Estas condiciones iniciale~i 

condujeron a la solución estándar y= J11 (x), la función de Bessel de primer tipo de orde~ ·:' 
O, cuyos valores hasta 6D enx= 1, 1.5, ···,son O. 765198, 0.511828, 0.223891, -0.048384,, 
-0.260052, -0.380128.) 

13. Probletna 9, h = 0.2. 
14. (Problema con valores frontera) No se considerarán métodos numéricos para proble

mas con valores frontera en generalidad alguna, aunque el lector puede demostrar lo que 
se afinna a continuación. Para resolver numéricamente 

y" + f(x)y' + g(x)y = r(x), y(O) = O, y(b) = k 

Aplicar uno de los métodos previos a fin de obtener una solución Y(x) de la ecuación que 
satisface las condiciones iniciales Y(O) = O, Y'(O) = 1. Luego, con ese método detenninar 
una solución z(x) de la ecuación homogénea que satisface las condiciones iniciales z(O), 
z'(O) = J. Demostrar que 

y(.\:)= Y(x) + cz(x) 

j _I ) J 
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20.4 

) ~) ) 
\ 

con una e idónea satisface el problema dado. ¿Cuál es la condición para e"! 
15. Para resolver numéricamente el problema con valores frontera · 

y" + f(x) y' + g(x) y = r(x), y(a) = k1, y(b) = k
2 

demostrar que pueden detenninarse una solución y,(x) que satisfacey
1
(a) = k, y '(a)= e 

y una solucióny2(x) que satisfacey,(a) = k,,y,'(a) = e, y tales quey,(b) o=y
2
(b),' y Jueg~ 

?htener la solución del problema dado en la forma 

y(x) 

MÉTODOS NUMÉRICOS PARA ECUACIONES 
DIFERENCIALES PARCIALES ELÍPTICAS 

Las secciones restantes de este capítulo están dedicadas a métodos numéricos para las 
ecuaciones diferenciales parciales, en particular, para las ecuaciones de Laplace, de 
Poisson, del calor y de onda que son fundamentales !Jn aplicaciones y, al mismo 
tiempo, son casos modelo de las ecuaciones elípticas, parabólicas e hiperbólicas. Las 
definiciones son las siguientes. 

Una ecuación diferencial parcial se denomina cuasilineal si es lineal en las deri
vadas de grado máximo. Por tanto, una ecuación cuasilineal de segundo orden en 
dos variables independientes x, y puede escribirse como 

(1) 

u es la función desconocida. Se dice que esta ecuación es del: 

tipo eliptico si ac - b2 > O (ejemplo: ecuación de Laplace) 

tipo parabólico si ac - b 2 = O (ejemplo: ecuación del calor) 

tipo hiperbólico si ac - b2 < O (ejemplo: ecuación de onda) 

(donde en las ecuaciones del calor y de onda y es el tiempo t). Aquí, los coeficien
tes a, b, c pueden ser funciones de x, y, de modo que el tipo de ( 1) puede ser 
diferente en regiones distintas del plano xy_ Esta clasificación no es sólo una cues
tión formal, sino que reviste una gran importancia práctica debido a que el compor
tamiento general de las soluciones difiere de un tipo a otro, así como las condicio
nes adicionales (condiciones en la frontera e iniciales) que es necesario tomar en 
cuenta. 

Las aplicaciones en que intervienen ecuaciones elípticas suelen conducir a pro
blemas con valores frontera en una región R, denominados primer problema con 
valores frontera o problema de Dirichlet, si u se prescribe sobre la curva frontera 
C de R, segundo problema con valoresfi·ontera o problema de Neumann si u.= 
i3µ/i3n (derivada normal de u) se prescribe sobre C, y tercer problema o problema 
mixto si u se prescribe sobre una parte de C y u. se prescribe sobre la parte restante. 
Por lo común, Ces una curva cerrada (o, a veces, consta de dos o más de esas 
curvas). 

) ) ) . .:.) =J 1 ) ) 1 _) .. ) ) • ) ) _) ) _) 

,, .. •; ...... , 

1 

.. ~- .: 



www.elsolucionario.net

www.elsolucionario.net

546 

1 

MÉTODOS NUMÉRICOS PARA ECUACIONES DIFERENCIA ... 

Ecuaciones en diferencias para las ecuaciones de 
Laplace y de Poisson 

En esta sección se considera la ecuación de Laplace 

(2) 

y la ecuación de Poisson 

(3) 

que son las ecuaciones elípticas más importantes en las aplicaciones. A fin de obte., '· 
métodos de resolución numérica, las derivadas parciales en una ecuación dada 
sustituyen por los cocientes en diferencias correspondientes, como sigue. Por la fór 
mula de Taylor, 

(4) 
(a) u(x + h,y) = u(x,y) + hux(x,y) + kh 2uxx(x,y) + /;h 3 ux=(x,y) + · ·' 

(b) u(x - h,y) = u(x,y) - hux(x,y) + !h 2 uxx<x,y) - /;h 3 uxxx(x,y) + · ·: 

Al restar (4b) de (4a) y despreciar los términos en '13
, h4, ···,se obtiene 

(.5a) 
1 

ux(x, y) = 
211 

[u(x + h, y) - u(x - h, y)]. 

De manera semejante, 

(.5b) 
1 

uy(x, y)= 
2

k [u(x, y + k) - u(x, y -- k)]. 

Ahora, la atención se dirige a las segundas derivadas. Al sumar ( 4a) y ( 4b) y despre- ( 
ciar los términos en lz4, /z\ · · · , se obtiene 

u(x + h, y) + u(x - h, y) = 2u(x, y) + h 2 uxx(x, y). 

Al despejar u.u' se tiene 

(6a) 
1 

u=(x, y) = 112 [u(x + h, y) - 2u(x, y) + u(x - h, y)]. 

De manera semejante, 

1 
(6b) uyyCx, y)= k 2 [u(x, y + k) - 2u(x, y) + u(x, y - k)]. 

No se requiere (problema 3) 
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1 
uxy(x, y) = 

4
hk [u(x + h, y + k) - u(x - h, y + k) 

(6c) 
- u(x + h, y - k) + u(x - h, y - k)]. 

En la figura 424 se muestran !os puntos (.r + h,y), (x - h. y).· · · en (5) y (6). 

(;r - h,yl 

lx,y + /11 

X 

h h I h 
X-~X 

"I 
>< 

l.x,y - kl 

IX+ h.yl 

Figura 424. Puntos en (5) y (6) .. 

Ahora se sustituyen (6a) y (6b) en la ecuación de Poisson (3), eligiendo k =ha 

fin de obtener una fórmula sencilla: 

(7) 1 u(x :i- h, y) + u(x, y + h) + u(x - h, y) + u(x, y - h) - 4u(x, y) 

h 2 f(x, y). 

Ésta es una ecuación en diferencias correspondiente a (3). Así, para la ecuación de 
Laplace (2) la ecuación en diferencias correspondiente es 

(8) [u<x_ + h,y) _;_-:-(~~.:;_ u(x - h,y) + u(x,y - h) - 4u(x,yi:_ij 

J¡ se denomina tamaño de la malla. La ecuación (8) relaciona u en (x, y) con u en los 
cuatro puntos vecinos que se observan en la figura 425. Por conveniencia, estos p.un
tos vecinos a menudo se denominan E (este), N (norte), O (oeste) Y S (sur). As1, la 
figura 425 asume la forma de la figura 426 y la expresión (7) se vuelve 

(7*) u(E) + u(N) + u(W) + u(S) 

(x, y+ h) 

X 

h\ 
1,-,.,, x~,~x 1, • ,.,, 

X 
(X, y-h) 

Figura 425. Puntos en (7) y (8). 

4u(x, y) f¡2j(x, y). 

N 
X 

h /¡ 
O X --'-'---f •r-x-, y-'):..-- X E 

X 
s 

Figura 426. Notación en (7*). 
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La aproximación de h2 'V1u dada en (7) y en (8) es una de 5 puntos con el esq 
ma o patrón de coeficientes 

(9) ·} 
Observar que (8) posee una interpretación notable: u en (x, y) es igual a la media· 
los valores de u en los cuatro puntos vecinos en la malla. 

Con el fin de captar (7) a primera vista, puede representarse de modo muy c 
veniente por medio de ese patrón: 

{· -4 
h 2 f(x, y). 

Problema de Dirichlet 

En la resolución numérica del problema de Dirichlet (cuya definición ya se propo 
cionó) en una región R, primero se elige h y en R se introduce'una rejilla que cons 
de rectas horizontales y verticales equidistantes a una distancia h. Sus inlerseccion 
se denominan puntos de la malla (o nodos o puntos de la red). Ver la figura 42 
Entonces se usa una ecuación en diferencias que sea una aproximación de la ecu 
ción diferencial parcial dada -fórmula (8) en el caso de la ecuación de Laplace
través de la cual los valores desconocidos de u en los puntos de la malla en R s 
relacionan entre sí y con los valores en la frontera dados, como se analizará a conti. 
nuación. Lo anterior conduce a un sistema lineal de ecuaciones algebraicas. Al resol-· 
ver tal sistema se obtienen aproximaciones a los valores desconocidos de u en los 
puntos de la malla en R. Se verá que el número de ecuaciones es igual al número de 
incógnitas, es decir, el número de nodos en R. Como en cada uno de los puntos de la · 
malla u sólo está relacionado con los valores en los puntos vecinos de la malla, enton
ces los coeficientes del sistema constituyen una matriz rala, es decir, un matriz con 
relativamente pocos elementos diferentes de cero. En la práctica esta matriz es gran
de, ya que para lograr una alta exactitud se requieren muchos puntos de la malla, Y 
una matriz de 500 x 500 o más grande puede ocasionar un problema de alrnacena
rniento.3 Por tanto, es preferible un método indirecto (ver la sección 19.3) a uno 
directo. En particular, puede aplicarse el !]létodo de Gauss-Seídel, que en este con· 

. texto tan1bién se denomina método de Liebrnann. El método completo se ilustrará 
mediante un ejemplo, en el que por razones de comodidad el número de· ecuaciones 
se mantiene pequeño. Corno notación conveniente para los puntos de la malla y los 
valores correspondientes de la so/ució11 (y de las soluciones aproximadas) se usará 
(ver la figura 427) 

(10) P;_; (ih, jh), u(ih, jh). 
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y 

Figura 427. Región en el plano )<'.y cubierta por una rejilla de malla h, en donde 
también se observan los puntos de la malla P11 = (h, h), · · · P11(ih, jh), · · · 

Con esta notación puede escribirse (8), para cualquier punto Plj en la malla, como 

(11) ui+l,j + ui,j+I + ui-1,i + ui,j-1 - 4u;; = O. 

Ejemplo 1. Ecuación de Laplace. Método de Llebmann. 

Los cuatro lados de una placa cuadrada que mide 12 cm por lado, hecha de material homogéneo, se 
mantienen? las temperaturas constantes O"C y I OO"C, como se muestra en la figura 428a Utilizando una 
rejilla (muy amplia) de 4 cm de malla y aplicando el método de Liebmann (es decir, la iteración de 
Gauss-Seidel), encontrar la temperatura (de estado estacionario) en los puntos de la malla. 

Solució11. En el caso de independencia con respecto al tiempo, la ecuación del calor {ver la sección 9.8) 

se reduce a la ecuación de L.aplace. Por tanto, el problema es un problema de Dirichlet para esta ecua

ción. 

u= 

(a) Problenrn dudo (b) Hejilla y pun1os de la malla 

Figura 428. Ejemplo 1. 

l Esta matriz ¡no es tridiagonal! (La definición se proporcionará un poco más adelante). Si lo fuera, 
podría aplicarse la eliminación de Gauss sin ocasionar el problema de almacenamiento. 

:.!;) '0., ~! _J ) 
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Se elige la rejilla mostrada en la figura 428b y se consideran los puntos de la malla en el orden p . 
P

11
, P

12
, Se aplica ( 11) y, en cada ecuación, se pasan a la derecha todos los ténninos que se obti~~ 

partir de los valores en la frontera dados. Así, se obtiene el sistema 

-4u11 + "21 + "12 -200 

(12) "11 4"21 + "22 -200 

"11 - 4u12 + "22 -100 

"21 + "12 - 4"22 -100 

En la práctica, un sistema de un tamaño tan pequeño se resolverla mediante la eliminación de Gauss, co 
Jo que se encontraría t 

"11 = "21 = 87.5, 

Valores más exactos (exactos hasta ID) de la solución del problema son 88.1 y 61 .. 9, respectivainent 
{Estos valores se obtuvieron usando la serie de Fourier) .. Así, el errores.aproximadamente del 1 %, por 
cual el resultado es sorprendentemente exacto para una rejilla con un tamaño h de malla tan grande. Si 
sistema de ecuaciones es grande, puede resolverse por medio de un método indirecto, como el método 
Liebmann. Para ( 12), esto seria como se indica a continuación. El sistema ( 12) se escribe en la fo 

"11 0 .. 251121 + 0.251112 + 50 

"21 0 .. 25u11 + 0 .. 251.122 + 50 

"12 0 .. 25ull + 0 .. 25u22 + 25 

"22 0 .. 25u21 + 0.25u12 + 25 

Estas ecuaciones se usan ahora para aplicar la iteración de Gauss-SeideL Son idénticas a las ecuacion 
(2) de la sección 19 3, en donde u11 = .xi' 11 11 = x1• 11 11 = x.P u 2:? = x.p y la iteración se explica allí, en don 
'º•,;no valores de partida se toman a 100, 100, 100, 100. Aplicando la intuición fisica acerca de cuál 
podrian ser aproximadamente los valores en los puntos de la malla, es posible ahom1rse algo de trabajo ni 
elegir mejores valores de partida. El lector puede comprobar que la solución exacta del sistema es 11 11 ·~. 

":i, = 87,5, u 12 =u:?:!= 62.,5 ' 
Para una idea adicional que conduce a una simplificación sustancial, ver el problema 6. 

Observación. Es interesante hacer notar que si se toma una malla h = lln (l.= lado de R) y se consideran' " 
(n • 1 )' puntos interiores de la misma (es decir, puntos de la malla que no estén sobre la frontera), renglón· 
por renglón en el orden 

entonces el sistema de ecuaciones tiene la matriz de coeficientes de (n - 1 )' x (n - 1 )' 

B -4 

B -4 

(13) A en donde B 

B -4 

B -4 

( e.en (' ( ( ( ( (; ( ( < e en e 
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es una matriz de (n - I) X (n - 1 ), y puede demostrarse que A es no singular .. 

Se dice que una matriz es una matriz banda si tiene todos sus elementos dife
rentes de cero sobre la diagonal principal y sobre rcctus paralelas a ésta (separadas 
por líneas paralelas de CP.ros o no). Por ejemplo, A en (13) es una matriz banda. Aun 
cuando la eliminación de Gauss no preserva los ceros entre las bandas, tampoco 
introduce elementos diferentes de cero fuera de los límites definidos por las bandas 
originales. Por consiguiente, una estructura de bandas tiene sus ventajas. En ( 13 ), tal 
estructura se logró ordenando con cuidado los puntos de la malla. 

Método ADI 

Se dice que una matriz es tridiagonal si tiene todos sus elementos diferentes de cero 
sobre la diagonal principal y en las posiciones inmediatamente adyacentes a la mis
ma. En este caso es particularmente sencillo aplicar la eliminación de Gauss. 

rLo anterior conduce a preguntarse si, en la resolución numérica del problema de 
Dirichlet para las ecuaciones de Laplace o de Poisson, podría obtenerse un sistema 
de ecuaciones cuya matriz de coeficientes sea tridiagonal. La respuesta es sí y un 
método común de esa clase, denominado método ADI (alterning direction implicit 
method, método implícito de la dirección alternante), fue desarrollado por Peaceman 
y Rachford. La idea es la siguiente: el patrón en (9) indica que puede obtenerse una 
matriz tridiagonal si se tuvieran sólo los tres puntos en un renglón ( o sólo en una colum
na). Esto sugiere escribir ( 11) en la forma 

(14a) 

de modo que el miembro izquierdo pertenezca al renglónj de y y el miembro derecho 
a la columna i de x. Por supuesto, ( 11) también puede escribirse en la forma 

(14b) 

de modo que el miembro izquierdo pertenezca a la columna i y el miembro derecho 
al renglón/ En el método ADI se procede por iteración. En cada punto de la malla se 
elige un valor de partida arbitrario ut>, En cada paso se calculan nuevos valores en 
todos los puntos de la malla. En uno de los pasos se utiliza una fórmula de iteración 
que resulte de (14a) y, en el paso siguiente, una que resulte de (14b), y así sucesiva
mente en orden alternante. 

En forma detallada: suponer que ya se han calculado las aproximaciones u/">. 
Luego, para obtener las siguientes aproximaciones .. u/"+1

1, las u/"> se sustituyen en el 
miembro derecho de (14a) y se resuelvé para las u/•·1

> del miembro izquierdo; es 

decir, se utiliza 

[. 

u(m + 1). _ ;~;;-:-;;-;-·:;:·+ 1;-·-· ·-· .. ~-;,:i 
,-1,.1 ,; ,+1,J -ui,j-1 

---.. ·- -· __ ...... --·-"' 
(15a) 

º ... - ... - .. -·¡ 
(m) 

ui,j+1· 
1 

La expresión ánterior se usa para un j fijo, es decir, para un renglón f,jo j, y para 
todos los puntos de la malla internos en ese renglón. Lo anterior origina un sistema 
lineal de N ecuaciones algebraicas (N = número de puntos de la malla internos por 
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renglón) en N incógnitas, las nuevas aproximaciones de u en estos puntos de la ma_J 
Observar que ( 15a) comprende no sólo aproximaciones calculadas en el paso previ 
sino también valores en la frontera dados. El sistema (15b) (¡j fijo!) se resuelve apl 
cando la eliminación de Gauss. Luego se pasa al renglón siguiente, se obtiene ot 
sistema de N ecuaciones y se resuelve por el método de Gauss, y así sucesivamen 
hasta que se terminan los renglones. En el paso siguiente se alterna J~ dirección, 
decir, se calculan las siguiente~ aproximaciones u!/<m+2>, columna por columna, a p · 
tir de las u!/ <m+I> y de los valores en la frontera dados, utilizando una fórmula obtení 
de la (14b) al sustituir las u/"'+1> a la derecha: 

(15b) u<m+2> - 4u\~+2l + u<71:+2> 
i,j- 1 l,) l,J + 1 

_
11

cm+ll 
,-1,J 

,./ml+ ~>. 
t+ ,J 

Para cada i fijo, es decir,para cada colum11a, este es un sistema de M ecuaciones ( 
= número de puntos de la malla internos por columna) en M incógnitas, que se resuel 

. ve por eliminación de Gauss. Luego se pasa a la siguiente columna, y así sucesiv· 
mente hasta que se terminan las columnas. 

A continuación se considerará un ejemplo que tan sólo sirve para explicar 
método completo. (En la práctica, es:e problema se resolvería directamente con J 
eliminación de Gauss.) 

Ejemplo 2. Problema de Dlrichlet. Método ADI. 

Explicar el procedimiento y las fónnulas del método ADI en ténninos del problema del ejemplo 
usando la misma rejilla y los valores de partida 100, 100, 100, 100. 

So/11ció11. Mientras se efectúa el trabajo. consultar la figura 4286, en donde se muestran los valores en la 
frontera dados. Por( 15a}, con m = O, se obtienen las primeras aproximaciones 11 11

111, u2 i"'• u1t\ u1/ 11, ~t 
valores frontera contenidos en ( I Sa) se escriben sin supraindice, para identificarlos mejor y con el fin de' 
indicar que estos valores dados pennanecen iguales durante la iteración. A partir de ( I Sa) con m = O sl 
tiene, paraj = 1 (primer renglón), el sistema ,i:· 

(i = 1) 

(i = 2) 

1101 - 4uW + 11W 
u~V - 411~V + u31 - 1120 

L.a solución es 11 11'" = 11,i"' = 1 OO. Para/= 2 (segundo renglón), a partir de ( I Sa) se obtien~ el sistema 

(í = 1) 

(í = 2) 

"02 - 411i~· + uk~ 
"W 411k~ + "a2 

-11\~) 
· 10! 

- 11 21 

Segundas aproxin,aciones. u
11

u.1, u
2
(!.l, u

11
_,J.\ u

2
:/:i.1 se obtienen ahora a partir de ( 15b) con m = 1 al usar 

las primeras aproximaciones recientemente calculadas y 1os valores frontera. Para i = 1 (primera colum
na), a partir de (I Sb) se obtiene el sistema 

u= 1) 

U= 2) 

"10 - 4uW + "W 
411\~ + "13 -uo2 

La solución es u 11
121 = 9L 11, 11,,,21 = 64A4. Para i = 2 (segunda columna), a partir de ( 15b) se obtiene el 

sistema -
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<?:) º'}; ,'!:') 

(j 1) "20 - 411k;l + 11~~ -uW "a1 

(j 2) uh~1 4uk~ + 1123 -11i~ 1132' 

La solución es 112t11 = 91.11, 11!.?121 = 64.44. 
En este ejemplo, que simplemente sirve para explicar el procedimiento práctico en el método ADI, la 

exactitud de las segundas aproximaciones es casi la misma que la de los dos pasos de Gauss .. Seidel en 
la sección 19.3 (en donde u

11 
= x 1, u21 = x:!' u12 = x3, u!.?= x4 ), como se muestra en la siguiente tabla. 

ull "21 "12 "22 

ADI, segundas aproximaciones 91.11 9LI 1 64A4 64.44 

Gauss-Seidel, segundas aproximaciones 93.75 90 . .62 65 .. 62 64 .. 06 

Solución exacta de ( 12) 87.50 87.50 62.50 62.50 
11 

Mejoría de la convergencia. Una mejora adicional de la convergencia del método 
ADI se obtiene con base en la siguiente idea interesante. Al introducir el parámetro p, 
la expresión ( 11) también puede obtenerse en la forma 

(16a) "i-l,j - (2 + p)ui.i + ui+l,j = -ui.j-l + (2 - p)11ii - 11;,j+l 

y 

( 16b) 11;.j-l - (2 + p)lli.i + lli.j+l = -11i-l.j + (2 - p)II;¡ - lli+l,j" 

Con Jo anterior se obtienen las fórmulas de iteración ADI más generales 

(17a) (111 +!> - (., + ¡1)1/1.11 +1) + 11 1111 +!) = -11 1".') + (2 - p)1/'!1
> - 11 1,.'.'1·'+) 1 11 t - l.J - ' l./ l + 1.J I.J -1 lJ . 

y 

( l7b) 11 (m+2) _ (7 + JJ)t/111+2) + 1,<11.1+2) = _ 11 (m+l) + (2 _ p)i/'!l+l) _ 11 tm+l)_ 
1.,1-l - l) l..)+1 ,-1.J 1J !+l.¡ 

Para p = 2, Jo anterior es igual a ( 15). El parámetro p puede usarse para mejorar la 
convergencia. En efecto, puede demostrarse que el método ADI converge para p 
positivo, y que el valor óptimo para obtener la rapidez máxima de la convergencia es 

( 18) 
1T 

P = '.> sen -o - K 

en donde K es el mayor de M + 1 y N + 1 (ver arriba). Incluso es posible obtener 
mejores resultados al hacer que p varíe de un paso al otro. En la obra citada en el 
apéndice J como [ES] se analizan más detalles sobre el método ADI y sus variantes. 

Problemas de la sección 20.4 

l. Deducir (5b). 2. Deducir (6b). J. Deducir (6c). 

4. Resolver el ejemplo I, eligiendo h = 3. 

s. En el ~jemplo 1, elegir h = 6, calcular 11
11 

y comparar el resultado con el valor exacto 75 

6. (Uso de In simetría) Con base en los valores frontera del ejemplo 1, concluir que 11,. = 11 11 = 

y 11,
2 

= 11,,. Demostrar que esto conduce a un sistema de dos ecuaciones y resolver tal sistema 

''') '\) . '), ) -) -) '~ :J ) \ ~( 'J J D :) ) 0 ':0 t!(0 :,'. 

l 
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.Vt:~ 
1tftj 
0 o 1 2 3 - X 

Figura 429. Problemas 7-13. 

Usar la rejilla de la figura 429 para calcular el potencial en los cuatro puntos interiores para 1 
siguientes valores en la frontera. 

7. 11(1, O)= 60, 11(2, O)= 300, 11 = 100 sobre los tres otros bordes de la frontera. 
8. u = 220 sobre los bordes superior e inferior, u= 11 O sobre el borde izquierdo, u= -'r ·: 

sobre el borde derecho. 

9. u= x' sobre el borde inferior, 81 - 54y2 + y' sobre el borde derecho, x• - 54x2 +81 sobr' 
el borde supericr, y' sobre el borde izquierdo. (Comprobar que la solución exacta es x• · 
6x'..v' + y' y determinar el error.) 

10. u= O sobre el borde izquierdo, x' sobre el borde inferior, 27- 9.v' sobre el borde derech 
x' - 27x sobre el borde superior. 

11. u= sen l/37t x sobre el borde superior, O sobre los demás bordes. 

12. Aplicar el método ADI (2 pasos) al problema de Dirichlet en el problema 11, usando la·\ 
rejilla de la figura 429, como antes, y valores de partida cero. 

13. ¿Quép0 en ( 18) es necesario elegir para el problema 12? Aplicar las fónnulas del método.; 
ADI (17) conp

0
= 1. 7 al problema 12, ejecutando I paso. Ilustrar la convergencia mejorada': 

haciendo una comparación con los valores correspondientes 0.077, 0.308 después del,. 
primer paso en el problema 12. (Usar valores de partida cero.) 

14. Encontrar el potencial en la figura 430 usando (a) la rejilla basta, (b) la rejilla fina, y 
eliminación de Gauss. Sugerencia. En (b), usar simetría; tomar u= O como el valor fron
tera en los dos puntos en los que el potencial tiene un salto. 

15. ¿Cuántos pasos de Gauss-Seidel son necesarios para obtener la respuesta del problema 
14, rejilla basta, hasta SS (5 cifras significativas) si se parte de O, O? En el caso de la rejillo 
fina del problema 14, el método de Gauss-Seidel converge con mayor lentitud. ¿Puede 
ver el lector la razón al examinar el sistema de ecuaciones? 

u= llOV u= 110 V 

{'~-
--,.-

2s l3s 1¡_;; 
u = llO V 110 V u= 110 V 14 ;4 ,34- u 110 V 

I}_ 

IP¡¡ 12 

u= -110 V J=u -l!OV u= -11ov, -llO V 
1 
1 

u = -110 V u= -llOV 

Figura 430. Región y rejillas en el problema 14. 
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Se continuará el análisis de la resolución numérica de problemas con valores frontera 
para las ecuaciones elípticas en una región R del plano xy. En la sección anterior se 
estudió el problema de Dirichlet. En los problemas de Neumann y mixto (definidos 
en la sección precedente) se confronta una situación nueva, porque hay puntos fron
tera en los que se da la derivada normal (externa) u"= ou/'dn de la solución, pero se 
desconoce la propia u, ya que no se proporciona. Para manejar estos puntos se nece
sita una ide_a nueva. Esta idea es la misma para los problemas de Neumann y mixto. 
Por consiguiente, puede explicarse en relación con uno de estos dos tipos de proble
mas. Se hará así y se considerará un ejemplo típico como se indica a continuación. 

Ejemplo 1. Problema mixto con valores en la frontera para una ecuación de Poisson. 

Resolver el problema mixto con valores en la frontera para la ecuación de Poisson 

-r;¡2u = "xx + llyy = 12.ry 

que se muestra en la figura 431 a. 

S0lttció11. Se utilizará la rejilla que se muestra en la figura 431 b, donde h = 0.5. A partir de las fórmulas 
u= Jy.1 y 11

11 
= 6x dadas en la frontera se calculan los datos en la misma 

(1) U3l = 0.375, "32 = 3• 
ª"22 au22 

an ay 

P 11 y ?
21 

son puntos interiores en la malla, por lo que es posible manejarlos como se hizp en la sección 
previa. En efecto, a partir de (7), sección 20 4, con h' = 0.25 y f(x, y)= 12xy, y por los valores en la 
frontera dados, se obtienen dos ecuaciones correspondientes a P11 y P21 : 

(2a) -4u¡¡ + 1121 + 11 12 

U¡¡ - 41121 + U22 1.125. 

Parece ser que la tlnica dificultad con estas ecuaciones es que incluyen los valores desconocidos 11 12 Y 1111 

de II en P 11 y P,. sobre la frontera, donde se da la derivada nonnaT 11,, = cJ11/a11 = a111a,,,, en vez de 11; pero 
esta dificultad puede vencerse confom1e se avanceº 
Se considerarán P,, y P,,. La idea que ayudará aquí es Ta siguiente: hay que imaginar que la región R se 
extiende por encima derprimer renglón de los puntos externos de Ta malla (correspondientes a y= 1.5) y 
suponer que la ecuación diferencial se cumple también en la región extendida Entonces se pueden escri
bir dos ecuaciones más, como antes (ver la figura 431 b) 

(2b) 
4ul2 + 1122 + U¡3 

ll2¡ + "12 4u22 + U23 

1.5 

3 - 3 o .. 

Se recuerda que todavía no se ha utilizado la condición en la frontera sobre la parte superior de la frontera 
de R y también se observa que en (2b) se han introducido dos incógnitas más, 11., Y 11,.,. Pero ahora puede 
usarse esa condición y deshacerse de 111.1, u

1
.
1 

mediante la aplicación de Ja fónnula de diferencias centrales 
para u,.· Asi, de ( 1) se obtiene (ver la figura 431 b) 

www.elsolucionario.net
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aul2 U13 - Ull 
3=-a:;= 2h =U¡3--U11, por tanto, 

au22 "2-1 - "21 
6 = a:; = --2-/z-- = U23 - U21' por tanto, U23 = "2¡ + 6, 

Un= 6.:r 

LO { 

yt [ R J-u= 3
y'l 

u - o..---"" 

' ºo --;r- --~--L5 

u= o 
(n} Región R y valores en la lrontera (hl Rejilla 

Figura 431. Problema mixto con valores en la frontera del ejemplo 1. 

Al sustituir es.tos resultados en (2b) y simplificar, se tiene 

2u11 - 4u12 + u22 = 1.5 - 3 - 1.5 

2"21 + 1112 - 4u22 = O - 6 -6. 

Junto con (2a) lo anterior conduce, escrito en fonna matricial~ a 

(3) 

l
-: -4 o ~J l::::j = l ~:::~] 

2 0 - 4 ) Ul2 - 1.500 

O 2 -4 "22 -6.000 

La solur.i!'m es como se indica enseguida; los valores exactos del problema se dan entre paréntesis. 

"12 = 0.866 (exacta 1) u22 = 1.812 (exacta 2) 

11 11 = 0.077 (exacta 0.125) 1121 = 0.191 (exacta O 25) 

Frontera irregular 

Se continuará el estudio de la resolución numérica de problemas con valores frontera 
para ecuaciones elípticas en una región R del plano xy. Si R tiene una conformación 
geométrica sencilla, entonces por lo común puede disponerse que ciertos puntos de la 
malla queden sobre la frontera C de R y, entonces, pueden aproximarse las derivadas 
parciales como se explicó en la sección anterior. Sin embargo,::.. :: 'nterseca la rejilla 

) ) ) ) ·; ) . ) ) ) ) ) ) j ) 
1 
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') ;t 
' 

¡ 
}, 

en puntos que no pertenecen a la malla, entonces en los puntos cercanos a la frontera 
debe procederse de manera diferente, como se indica a continuación. 

El punto O de la malla en la figura 432 es de ese tipo. A partir del teorema ·de 
Taylor, para O y sus vecinos A y P se obtiene 

(a) 
au0 ¡ a2u 

uA u0 + ah - + - (ah) 2 --º + ... 
ax 2 ax2 (4) 

ª"o I a2u 
Up = Uo - h - + - h2 __ O + . 

ax 2 ax2 
(b) 

Se descartan los términos indicados por los puntos suspensivos y se elimina i3u0/i3x. 
Al multiplicar la ecuación ( 4b) por a y sumar al resultado la ecuación ( 4a) se obtiene 

] a2 u 
uA + aup = (1 + a)u0 + 2 a(a + l)h 2 a/i . 

De esta ecuación se despeja la derivada, con Jo que se obtiene 

De manera semejante, al considerar los puntos O, By Q, 

a
2
u0 2 [ 1 1 1 J 

. ay2 = h2 b(I + b) UB + 1+b UQ - b Uo " 

Sumando, 

2 2 [ "A UB Up UQ (a + b)uº] 
(S) V "o= h 2 a(I + a) + b(I + b) + T+-;; + 1 + b - ab · 

Por ejemplo, si a = 1/2, b = 1/2, entonces en lugar del patrón (ver la sección 20.4) 

-4 ahora se tiene {, -4 

en donde la suma de todos los cinco términos sigue siendo cero (hecho útil para 
efectos de comprobación). 

Usando las mismas ideas, el estudiante puede demostrar que, en el caso de la 
figura 433, se obtiene 

(6) V u =- + + + - u 2 2 [ UA LIB Up UQ ap + bq J 
0 '1 2 a(a + p) b(b + q) p(p + a) q(q + b) abpq O ' 

fórmula que toma en cuenta todos los casos concebibles. 

:) ') ·: ) j 1 .e! ~ 
., ) ) ) :¡ ., j ) ._) i ) J ~ el ·- ·:,, ~·1 ) 

~~~~== .. c.r. . .. -.· -.·.·,-.::.:,-.·".,.:.x .... .' .. >?•:-~.:;:S:::~·1,.1, ;·_;,.•rr ~: ·: ·,, ~ .. ~,·: ... r.·-::.,, e: .. •·, .. "1"."~.-•. , ......... ··• .. ·:.,'-1•:·. ·.X.!·<> -::-,·,t,.,.·,··· .:·r, .''./.;t-.,..J· • :"' -~-..,.~-:: 
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p 

e 
Q 

Figura 432. Frontera curva C 
de una región R, un punto O de 
la malla próxima a C, y vecinos 

A,B, P, Q. 

oB 

bh) 

ph ] O ah 
Po---·····'!·'··-··· oA 

qhl 

bQ 

Figura 433. Puntos vecinos A, B, 
P, Q de un punto O de la malla y 

notaciones de la fórmula (6). 

Ejemplo 2. Problema de Dlrichlet para la ecuación de Laplace. Frontera curva. 

Encontrar el potencial u en la región de la figura 434 que tiene los valores frontera dados en la figu 
aquí la porción curva de la frontera es un arco del circulo de radio I O con centro en (0, O). Usar la reji 
de la figura. 

Solució11. u es una solución de la ecuación de Laplace Con base en las fónnulas dadas para los valo' 
frontera u= x\ u = 512 - 24y:!, · los valores se calculan en los puntos en que se necesitan; el resulta 
se muestra en la figura Para P

11 
y P., se tiene el patrón regular de costúrnbre, y para P,. Y P,, se usa (6 

con lo que se obtiene 

(7) -4 

0.5 

-2 .. 5 

0.5 

Se utiliza esto y los valores frontera, y se tornan los puntos de la malla en el orden P11 , P,,, P,,, P,¡\ 
Entonce::; se obtiene el sistema · 

-4u11 + Uzl + Ul2 O - 27 -27 

0.6u11 2.5Uzl + 0.5u22 -0.9 · 296 0.5 · 216= - 374.4 

"11 4u12 + uzz 702 + O 702 

0.6u21 + 0.6u12 3uz2 0.9 · 352 + 0.9 · 936 1159.2. 

En forma matricial, 

[ . 
o ]["''J [-" ] 06 -2.5 o o 5 "21 -374.4 

. (8) 
1 U¡z 702 1 o -4 

o 0.6 0.6 -3 "22 1159.2 

Al aplicar eliminación de Gauss se obtienen los valores (redondeados) 

"11 = -55.6 "21 = 49.2, "12 = -298.5, "22 = -436.3. 
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Resulta evidente que a partir de una malla con tan pocos puntos no es posible esperar gran exactitud. Los 
valores exactos son 

"11 = -54, U21 = 54, "12 = -297, u22 = -432. 

En la practica se utilizaria una rejilla mucho más fina y el sistema grande resultante se resolveria aplican
do un método indirecto 1 

= .," - 243 .. , 
11 = - 702 

9 ,-"---<>·-- ...- 11 = 4 \.:1 - ~OO., 

11 = -93b 

G 11 = U ,,,'.!. !':!:.!. ,, = - 352 

u-
11

11 A.!.I 3ó"11-=-lc..J-c,-'-'----ó-=-ñu = 29b 

11 = 11 = 
'!7 216 

3/ b 8 

\.:1 

Figura 434. Región, valores frontera del 
potencial y rejilla del ejemplo 2, 

Problemas de la sección 20.5 

l. Comprobar los valores dados al final del ejemplo 1, resolviendo el sistema (3) por elimi
nación de Gauss. 

2. Resolver el problema mixto con valores en la frontera para la ecuación de Laplace '17 2u = 

O en el rectángulo de la figura 431 (usando la rejilla de la figura 431 b) y las condiciones 
frontera u = O sobre el borde izquierdo, u = 3 sobre el borde derecho, u = x' sobre el 
borde inf.;rior y u,= x' - 1 sobre el borde ;uperior. ' 

3. Resolver el problema mixto con valores en la frontera para la ecuación de Poisson '17 211 = 
2(x2 + y 2) en la región y para la condiciones frontera mostradas en la figura 435, usando la 
rejilla indkada. 

u= o 

,, u,= 6y2 

Yt
3. ', 2 

; , ~u= x - l .5x 

2 ~ p;;1-·~,,', 
u= o- 1 1 1 -

1 ~~-1'211--~u - 9 - 3y 

1 . 1 
0
o 1/ ~3 

U = 3X X 

1/ 2 
u=O ~ 

3 

Figura 435. Problema 3. Figura 436. Problema 9. 

,' 
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4. Eliminar a2uo/a.,..1 de (4) para demostrar que 

5. Comprobar el cálculo muestra que está inmediatamente después de (5). 
6. Proporcionar la obtención detallada de (6). 
7. Comprobar (7). 

8. Resolver (8) por eliminación de Gauss. 
9. Resolver la ecuación de Laplace en la región y para los valores frontera mostrados en 

figura 436, usando la rejilla indicada. (La porción inclinada de la frontera esy = 4.5 - : 
10. Resolver la ecuación de Poisson v'2u = 2 en la región y para los valores frontera mos 

dos en la figura 437, usando la rejilla que también se muestra en la figura. 

Figura 437. Problema rn. 

20.6 MÉTODOS PARA ECUACIONES PARABÓLICAS 

El tema de las dos últimas secciones lo constituyeron las ecuaciones elípticas, y aho 
la atención se centrará en las ecuaciones parabólicas. Las definiciones de ecuacion 
elípticas, parabólicas e hiperbólicas se proporcionaron en la sección 20.4. En es 
sección también se mencionó que el comportamiento general de las soluciones difie-. 
re de un tipo de ecuación a otro, así como los problemas que revisten interés práctico. '. 
Esto se refleja en los métodos numéricos como se describe a continuación. Para los · 
tres tipos de ecuaciones, la ecuación se sustituye por una ecuación en diferencias 
correspondiente, pero para las ecuaciones parabólicas e hiperbólicas este hecho no 
garantiza automáticamente la convergencia de la solución aproximada a la solución 
exacta cuando la malla h ~ O; de hecho, ni siquiera garantiza convergencia en abso~ ' 
luto. Para estos dos tipos de ecuaciones se requieren condiciones adicionales (des- " 
igualdades) a fin de asegurar la convergencia y la estabilidad, en donde esto último 
significa que perturbaciones pequeñas en los datos iniciales (o errores pequeños en 
cualquier instante) siguen siendo pequeñas en instantes posteriores. 

En esta sección se explicará la resolución numérica del prototipo de las ecuaciones 
parabólicas, la ecuación del calor en una dimensión 

(e constante). ; 
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Esta ecuación suele considerarse parax en algún intervalo fijo, por ~jemplo O ~x ~ L 
y el tiempo t ~ O, y se prescriben la temperatura inicial u(x, O) = .ff.x) (f dada) y las 
condiciones en la frontera en x = O y x = L para todo t ,;; O, por ejemplo u(O, t) = O, u(l, t) 
= O. Puede suponerse que e= 1 y L = 1; lo anterior puede lograrse siempre mediante 
una transformación lineal de x y t (problema 11 ). Entonces la ecuación del calor y 
estas condiciones son 

(l) 

(2) 

(3) 

u(x, O) = f (x) 

u(O, t) = u(I, t) = O 

0:áx:ál,t~O 

(condición inicial) 

(condiciones en la frontera). 

Una aproximación sencilla en diferencias finitas de (1) es [ver (6a) en la sección 
20.4] 

(4) 

En la figura 438 se muestran una rejilla y los puntos de la malla correspondientes. El 
tamaño de la malla es h en la dirección x y k en 

't 1 
(j = 3) 

u=O-~ (j = 2) 
u=O 

(j = 1) 
k 

h 
o 1 1 -o 

u= ff:x;) 

Figura 438. Rejilla y puntos de la malla correspondientes a (4), (5). 

X 

lk 
x~~-h~~-x -~-h~~-x 

Figura 439. Los cuatro puntos en (4) y (5). 

la dirección /. La fórmula (4) comprende los cuatro puntos que se muestran en la 
figura 439. En la izquierda se utilizó un cociente de diferencias hacia adelante por
que en el inicio se carece de información para t negativo. Con base en (4) se calcula 
u

1
j+I' lo que corresponde al renglón}+ 1 del tiempo, en términos de las otras tres u 

que corresponden al renglónj del tiempo; al resolver (4) para u
1
j+1 se tiene 

') J, J., 
·,, 

'·.'! ·') ·.';\ :í J, -), '::~ {) ) ' ), .. ~, ,/ :.-· ,) ) ) 
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(5) r 

Los cálculos por medio de esta fórmula son sencillos y directos. Sin embargo, pue' 
demostrarse que para la convergencia de este método es crucial la condición 

(6) 

es decir, que uu tenga un coeficiente positivo en (5), o bien (parar= 112), que u
1 

'' 

aparezca en (5). Intuitivamente, (6) significa que no hay que moverse demasfací 
rápido en la dirección t. Enseguida se proporciona un ejemplo. ' 

Método de Crank-Nicolson 

La condición (6) es una desventaja en la práctica. En efecto, a fin de alcanzar u 
exactitud suficiente es necesario elegir h pequeño, lo cual hace que, por (6), k s 
muy pequeño. Por ejemplo, si h = 0.1, entonces k;;; 0.005. Y un cambio a J 
cuadruplica el número de pasos en el tiempo necesarios para alcanzar un cierto val ' 
t. En consecuencia, debe buscarse un método que se base en una discretización m 
satisfactoria de la ecuación del calor. · 

Un método de este tipo que no impone restricción alguna sobre r = klh 2 es 
método de Crank-Nicolson, en el que se usan valores de u en los seis puntos de 
figura 440. La idea del método es la sustitución del cociente de diferencias del miem"' 
bro derecho de (4) por 1/2 veces la suma de dos de esos cocientes en diferencias en 
dos renglones del tiempo (ver la figura 440). Entonces en lugar de (4), se tiene 

(7) 

1 1 
k (ui,j+l - u;} = 2'12 (ui+I,j 

Renglón del tiempo J + 1 

Renglón del tiempo j 

x-----·ik-.-----x 
x----,h---·x--h---x 

Figura 440. Los seis puntos en las fórmulas de Crank-Nicolson (7) y (8). 

Al multiplicar por 2k y escribir r = klh 2 como antes, los tres términos correspon- '. 
dientes al renglón}+ 1 del tiempo pueden agruparse a la izquierda y los tres térmi- ; 
nos correspondientes al renglón} del tiempo pueden agruparse a la derecha; así se 
obtiene · 

(8) (2 + 2r)ui,j+l - r(ui+l,j+l + ui-l,j+¡) = (2 - 2r)uij + r(ui+l,j + u;-i,/ 

( ( r 
\ ( 
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¿Cómo usar (8)? En general, los tres valores a la izquierda son desconocidos, mien
tras que se conocen los tres de la derecha. Si el intervalo O~ x;;; 1 de las x, dado en 
( 1 ), se divide en 11 intervalos iguales, se tienen 11 - I puntos internos de la malla por 
renglón del tiempo (ver la figura 438, en donde 11 = 4). Luego. para¡= O e i = 1, · · ·, 
11 - 1, con la fórmula ( 8) se obtiene un sistema lineal den .::_ I ~cu;ciones para los n 
- 1 valores desconocidos u 11 , u,I' · · , un-l'i en el primer renglón del tiempo en 
términos de los valores inicütles u00 , u 10, ••• , u,,

0 
y los valores frontera u

01
, u,.,(= O). 

De manera semejante para}= 1,/ = 2, etc.; es decir, para cada renglón del tiempo se 
tiene que resolver tal sistema den - 1 ecuaciones lineales que resulta de (8). 

Aun cuando ya no se restringe r = klh', con una r más pequeña se obtienen 
mejores resultados. En la práctica, se elige una k con la que pueda ahorrarse una 
cantidad considerable de trabajo, sin que r se haga demasiado grande .. Por ejemplo, a 
menudo una buena elección es r = I (Jo cual sería imposible con el método directo 
previo). Entonces, (8) queda simplemente como 

(9) 4ui,j+l - lli+l,j+l - ui-1,.i+l = ui+l,j + ui-1,j' 

Ejemplo 1. Temperatura en un varilla. Método de Crank-Nlcolson, método directo. 

Considerar una varilla metálica, aislada lateralmente, de longitud I y tal que e' = 1 en la ecuación del 
calor. Suponer que los extremos de la varilla se mantienen a la temperatura 11 = O"C y que la temperatura 
de la misma en algún instante, por ejemplo t = O, es f(.x) = sen 1t .,;. Aplicar el método de Crank-Nicolson 
con h = 0.2 y r = 1 para encontrar la temperatura u(.x, t) en la varilla para O :a 1 :a 0.2. Comparar el 
resultado con la solución exacta. Aplicar también (5) con una r que satisfaga (6), por ejemplo, r = 0.25, 
y con valores que no satisfagan (6), por ejemplo, r = 1 y r = 2.5. 

So/ució11 aplica11do el método de Crank-Nicolson. Como r= 1, entonces la fónnula (8) asume la fonna 
(9). Como h = 0.2 .f' r = klh' = 1, se tiene k = h' = 0 .. 04. Por tanto, es necesario ejecutar cinco pasos. En la 
figura 441 se muestra la rejilla. Se necesitarán los valores iniciales 

u 10 = sen 0.2,¡- = 0.587 785, 

020 

0.16 

f--· 

't O 12 
008 

----

0.04 

ºo 
i = o 

P12 

P11 

P10 

0.2 
i = 1 

P22 

P21 

P20 

0.4 
i=2 

u 20 = sen 0.4rr = 0.951 057. 

P30 P40 

0.8 06 
i=3 i = 4 - X 

j = 5 

j = 4 

j = 3 

j = 2 

j = l 
j = o 

LO 
i = 5 

Figura 441. Rejilla en el ejemplo 1. 

También, u.,u = u:?.
11 

y u~,= u
111

º (Recordar que 11 111 significa u en Pm de la figura 441, etc.} En cada renglón 
del tiempo de la figura 441 hay cuatro puntos internos de la malla. Asi, en cada paso del tiempo seria 
necesario resolver 4 ecuaciones con 4 incógnitas_ Pero como la distribución inicial de temperatura es 

ne 

1 

i) .. 
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simétrica con respecto n x = 0º5 y u== O en ambos extremos para todo t, se tiene 11:u = u1P u_. 1 = u
11 

en 
primer renglón del tiempo y de manera sem,;jante para los demás renglones. Así, cada sistema se redu· 
a un sistema de 2 ecuaciones con 2 incógnitas, Por (9), ye.. que uJ 1 = 112 .. paraj = O estas ecuaciones s 

1100 + u20 = 0.951 057 

"10 + "20 = 1.538 842. 

La solución es 1111 = 0.399274, u,,= 0.646039. De manera semejante, paraj = 1 se tiene el sistema 

4tt12 0.646 039 

- U¡2 + 3u22 = 11 11 + 1121 L045 313. 

La solución es 11,, = 0.271221, u,,= 0.438845, etc. Así se obtiene la distribución de temperatura ( figura 442)! 
,r: 

x= o X= 0.2 X= 0.4 X= 0.6 X= 0.8 X= 

º·ºº o 0.588 0.951 0.951 0.588 o 
0.04 u 0.399 0.646 0.646 0.399 o 
0.08 o 0.271 0.439 0.439 0.271 o 
0.12 o 0.184 0.298 0.298 0.184 o 
0.16 o O. 125 0.202 0.202 0.125 o 
0.20 o 0.085 O. 138 0.138 0.085· o 

Comparació11 co11 la solución exacta. Este problema puede resolverse exactamente separando variables. 
(ver la sección 11.); el resultado es 

(10) 

Sofocici11 ap/ica11do el método directo (5) co11 r = 0.25. Para h = 0.2 y r = klh' = 0.25 se tiene k = rh' = 
0.25 · 0.04 = O.O 1. Por tanto, ¡es necesario ejecutar cuatro veces más pasos que con el método de Crank
Nicolson! La fónnula ((5) con r = 0.25 es 1 

(11) 

Puede aplicarse la simetria. Paraj =Ose necesitan 11.,, = O, 11 11, = 0.587785, 11,, = "" = 0.951057 y se calcula 

u11 = 0.25(u00 + 2u10 + 1120) = 0.531 657 

t 
u(x, t) 

- X 

0.860 239. 

Figura 442. Distribución de la temperatura en la varilla del ejemplo 1. 

J ) ) :J :.:J. ::) ) ') 
' 
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Por supuesto, en las fórmulas pueden omitirse los términos frontera 11
01 

= O, u
112 

= O,· , 

calcula 

u12 = 0.25(2u11 + u21J = 0.480 888 

u22 = 0.25( u11 + 3u21 ) = 0.778 094 

565 

Para/= 1 se 

y así sucesivamente. Es necesario ejecutar 20 pasos, pero los valores numéricos muestran que la exacti
tud sólo es aproximadamente la misma que la de los valores CN obtenidos al aplicar el método de Crank-
Nicolson (valores exactos dados hasta tres decimales): 

X= 0.2 K = 0.4 

CN Por Cl 1 l Exacto CN Por( 11) 

0.04 0.399 0.393 0.396 0.646 0.637 
0.08 0.271 0.263 0.267 0.439 0.426 
0.12 0.184 0.176 0.180 0.298 0.285 
0.16 0.125 0.118 0.121 0.202 0.191 
0.20 0.085 0.079 0.082 0.138 0.128 

Falla de (5) con r violando (6). La fónnula (5) con h = 0.2 y r= I, lo cual viola (6), es 

y se obtiel)en valores muy deficientes; algunos de ellos son 

0.04 
0.12 
0.20 

X;,. 0.2 

0.363 
0.139 
0.053 

Exacta 

0.396 
0.180 
0.082 

X= 0.4 

0.588 
0,225 
0.086 

Exacta 

0.641 
0.291 
0.132 

Exacto 

0.641 
0.432 
0.291 
0.196 
0.132 

La fórmula (5) con un r aun mayor, r= 2.5 (y h = 0.2, como antes), proporciona resultados completamen
te sin sentido; algunos de ellos son 

X= 0.2 Exacta X= 0.4 Exacta 

0.1 0.0265 0.2191 0.0429 0.3545 
0.3 0.0001 0.0304 0.0001 0.0492 
0.5 0.0018 0.0042 -0.0011 0.0068 • 

Problemas de la sección 20.6 

l. Aplicando la fónnula de Crank-Nicolson (9) con h = 0.2 para O ;;á t ;;á 0.20, resolver la 
ecuación del calor ( 1) para la condición inicialj{x) = x si O :i x;;,. 1 /2,/(x) = 1 - x si 1 /2 < 
x;;; I, y la condición en la frontera (3). 

2. Resolver el problema I por el método directo, con h = 0.2 y r = 0.25; ejecutar ocho pasos 
y comparar los últimos valores con los valores de Crank-Nicolson 0.107, 0.175 (30) y 
con los valores 0.108, 0.175 (exactos hasta 30). 

3. Con base en la serie de la sección 11.5, ejemplo 3, calcular u en el problema I para x = 
0.2, 0.4 y t = 0.04, 0.08, · · ·, 0.20. 

4. La exactitud de los resultados obtenidos por el método directo depende de r (:i 1 /2). 
Ilustrar este hecho reconsiderando el problema 2, tomando r = 1 /2 (y h = 0.2, como 
antes), ejecutando 4 pasos y comparando los valores para l = 0.04 y 0.08 con los del 

problema 2. 

1: 
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5. Aplicando el método directo definido por (5), con I, = 1 y k = 0.5, detenninar la tem 
tura en/= 2 en una varilla metálica, aislada lateralmente, de longitud I O cuyos extr · 
en x = O y x = 1 O se mantienen a temperatura cero y cuya temperatura inicial esfix) ;.··· 

0 .. 0?x1. 

6. Resolver el problema 5 tomando k= 0.25 (en lugar de0 .. 5) y dejando todo lo demás có 
antes. ¿Hasta cuántos dígitos coinciden las dos soluciones? ,; 

7. Extender los cálculos del problema 5 hasta/= 4. Luego encontrar la temperatura en t ·', 

y x = 2, 4, 6, 8 aplicando la fónnula de Crank-Nicolson (9) con I, = 2 (y así k = 4)¡, 
comparar los valores. 

8. Encontrar la solución exacta del problema 5 aplicando el método de la sección 11. 
Observar que la serie así obtenida converge rápidamente, de modo que puede esperar 
que la suma de los 2 primeros ténninos proporcione valores 3D de la solución para 1 · 

y/= 4. Calcular u(2, 2) y u(4, 2) de esta manera y comparar con los valores del proble1 
5. Calcular u(2, 4) y u(4, 4) y comparar con los valores del problema 7. 

9. Si se aisla el extremo izquierdo de una varilla aislada lateralmente que se extiende des·.·, 
x = O hasta x = 1, entonces la condición en la frontera en x = O es 11,,(0, 1) = u,(0, t) = 
De~ostrar qu.::: al aplicar el método directo definido por (5) es posible calcular u

111
., p 

medio de la formula 

"o.j + 1 = ( 1 - 2r)u0 i + 2ru lj' 

10. Aplicando el método directo con I, = 0.2 y,-= 0.25, determinar la temperatura 11(x, t), O·, 
t :iii 0.12 en una varilla aislada lateralmente que se extiende desde ;r = O hastax = 1 si 11(x, 
= O, el extremo izquierdo está aislado y el extremo derecho se mantiene a la temperatu 
g(t) = sen 50/3nt. S11gere11cia. Consultar el problema 9. 

11. (Forma adimensional) Demostrar que la ecuación del calor u,= c2iiü, O :;;x:;; L, pues'. 
de transfonnarse en la forma estándar "adimensional" 111 = u,.,• O :,; x:,; 1, haciendo~ 
= x l l, 1 = c2t / l.2 , u = u l 110 , en donde 110 es cualquier temp~ratura constante. 

MÉTODOS PARA ECUACIONES HIPERBÓLICAS 

En esta sección se considerará la resolución numérica de problemas que comprenden 
ecuaciones hiperbólicas. Se explicará un método estándar en términos de un plantea
miento típico para el prototipo de una ecuación hiperbólica, la ecuación de onda: 

(1) 11tt = 11xx Ü ;;§í X ;;§í ), I i;; Ü 

(2) u(x, O) = f(x) (Desplazamiento inicial dado) 

(3) u 1(x, O) = g(x) (Velocidad inicial dada) 

(4) 11(0, t) = u(I, t) = O (Condiciones en la frontera). 

Observar que una ecuación u = c2u y otro intervalo x pueden reducirse a la forma 
( 1) por medio de una transfo~rnció;' lineal de x y t. (Esto es semejante a lo conside
rado en la sección 20.6, probleiña 11.) 
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Por ejemplo, (1)-(4) es el modelo de una cuerda elástica vibrante c:on extremos 
fijos en x = O y x = J (ver la sección ) 1.2). Aunque en (7) de la sección 111.4 se 
proporciona una solución analítica del problema, éste se usará para explicar las ideas 
básicas del métodq numérico que t2;mbién resulten pertinentes para ecuaciones 
hiperbólicas más complicadas. 

Si, como antes, las derivadai¡ se sustituy<',n por cocientes en diferencias, entonces 
por ( 1) [ ver ( 6) en la sección 20.4 con y = t], se obtiene 

(.5) 

en donde h es el tamaño de malla en x y j es el tamaño de malla en t. Esta ecuación en 
diferenciai¡ relaciona cinco puntos, como se muestra en la figura 443a. Lo ante:ior 

· sugiere una rejilla rectangular semc:;jante a la utilizada para las ecu,aciones parabólicas 
en la sección precedente. Se toma,-·= k'lh2 = l. Entonces, se cancela uil y se tiene 

(6) r ui,j+l = 11i-l,j + 11i+l,j - 11i,j-l 1 
(Fig. 443b). 

Puede demostrarse que para O< r·;;, 1 este método es estable, de modo que por (6) 
pueden esperarse resultados razonables para datos iniciales sin discontinuidades. (Para 
una ecuación hiperbólica, estas últimas se propagarían ha.chi el dominio de la solu
ción, fenqmeno que sería dificil de tratar con la rejilla que se está usando; respecto a 
los detalles, consultar la obra citada en el apéndice 1 como referencia [E8).) 

La ecuación (6) todavía implica tres pasos en el tiempo,} - l ,j,j + 1, mientras 
que las fórmulas en el caso parabólico sólo implicaron dos pasos en el tiempo. Ade
más ahora se tienen dos condiciones iniciales. Así, cabe preguntarse cómo :,e ha de 
arr~c~r y cómo puede e~plean;e la condición inicial (3). Esto puede hacerse como 
sigue: a partir de u,(x, O)= g(x) se obtiene la fórmula en diferencias 

(7) por tanto 

en donde g
1 

= g(ih). Para t = O, es decir,}= O, la ecuación (6) es 

uil = ui-1,0 + ui+l,O - li;,-1· 

X Renglón dél tiempo/+ 1 

X--lk--X Renglón del tiempo/ 

h lk h 

X Renglón del tiempoj - t 

/a) Formula (5) 

. 
1 

X-- --X 

1 
X 

(b/ Formula (6) 

Figura 443. Puntos de la malla usados en (5) y (6). 
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En la expresión anterior se sustituye (7), a continuación se pasa -u
11 

de la der: 
hacia la izquierda y se divide entre 2, con lo que se obtiene 

(8) 

que expresa u
11 

en términos de los datos iniciales. 

Ejemplo 1. Cuerda vibrante. 
) . 

Aplicar el método presente de resolución numérica, con h = k = 0.2, al problema ( 1 }-( 4 ), en donde 

f(x) = sen rr.x, !((x)= O. 

So/ució11. La rejilla es la misma que la de la figura 441, sección 20.6, excepto por los valores de 1, que ah 
son 0.2. 0.4, ·•·(en lugar de 0.04, 0.08, · · · ). Los valores iniciales u,.,, 11 11,, • • • son los mismos que eri 
ejemplo I, sección 20.,6. Con base en (8) y g(x) =Ose tiene 

A partir de lo anterior se calcula 

1111 = !<u00 + u20 ) = ! · 0.951 057 = 0.475 528 

1121 = !<1110 + 1130) = f · 1.538 842 = o. 769 421. 

Y 11,, = u,,. 11., = 11 11 por simetría, corno en el ejemplo I de la sección 20.6. A partir de (6) con/= J, usand~· 
"111 = ull:? = " " " = o, ahora se calcula 

1112 = "01 + "21 - "10 .;, 0.769 421 - 0.587 785 = 0.181 636 

L/22 = 1111 + U3¡ - 1120 = 0.475 528 + Ü. 769 421 - Ü.95 J 057 = Ü.293 892, 

Y U:u = u2:i, u_.l = u,1 por simetría, etc. Así se obtienen los siguientes valores del desplazamiento u(x. /) de 
la cuerda sobre la primera mitad del ciclo: 

X= 0 X= Ü-2 X= 0.4 X= 0.6 X= Ü.8 X= 

o.o o 0.588 0.951 0.951 0.588 o 
0.2 o 0.476 00769 0.769 0.476 o 
0.4 o 0.182 0.294 0.294 0.182 o 
0.6 o -0.182 -0.294 -0.294 -0.182 o 
0.8 o -0.476 -0.769 -0.769 -OA76 o 
1.0 o -0.588 -0.951 -0.951 -0.588 o 

Estos valores son exactos, en donde la sulución exacta del ptoblema es (ver la sección 11.3) 

u(x, 1) = sen 71'.X cos rrt. 

La razón de la exactitud se concluye a paitir de la solución de d'Alembert (6), sección 11.4. (Ver el 
problema 4, un poco más adelante.) 1 

Aquí termina el capítulo 20 sobre métodos numéricos para ecuaciones dife
renciales ordinarias y parciales. Se hizo hincapié en algunas ideas y métodos 

·.1 / i ) j ) :¡ ) ) ) ) 
-· 

-- -.· •.•. · ..• :·c. .• ·- ,,v-¡-:,t ·.·-~!"""'r· . ~ .. 
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básicos en este campo, que está lleno de preguntas abiertas interesantes y se está 
desarrollando con bastante rapidez. Aquí también termina la parte E sobre métodos 
numéricos. 

Problemas de la sección 20.7 

l. Resolver el problema de la cuerda vibrante ( 1 )-(4) por medio del presente método numé
rico con h = k = 0.2 sobre el intervalo t dado para la velocidad inicial O y una deflexión 
inicial dadaj(x). 

l. O ;;;; t ;;ii 2, .f(x) 

2. O ;;ii t ;;ii 1, f(x) 

3. O ;;ii t ;;ii 1, f(x) 

O. lx(I - x) 
x2(J - x2) 

x si O ;;;; x ;;ii 0.2, f(x) = 0.25() - x) si 0.2 < x ;;;; 1 

4. Demostrar que con base en In solución de d'Alembert ( 14) en la sección 1 1.4, con e= 1 se 
concluye que con (6) en esta sección se obtiene el valor exacto u,,.,= u(ih, (j + J )/J). 

5. Si la cuerda cuyas vibraciones están regidas por ( 1) empieza a moverse a partir de su 
posición de equilibrio con velocidad inicial g(x) =sen=, ¡,cuál es su desplazamiento en 
el instante t = 0.4 y x = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8? (Aplicar el método presente con I, = 0.2, k= 0.2. 
Comparar con los valores exactos obtenidos a partir de (13) en la sección 11.4.) 

6. Calcular valores aproximados en el problema 5, usando una rejilla más fina(/,= 0.1, k = 
0.1 ), y opservar el increm<,nto en la exactitud. 

7. Ilustrar el procedimiento de inicio para el método presente, en el caso en que tanto.fcomo 
g no sean idénticamente cero, por ejemplo, 

f(x) = 1 - cos 21rx, g(x) 

elegir I, = k = 0.1 y calcular dos pasos en el tiempo. 

8. Demostrar que ( 13) en la sección 11.4 proporciona como otra fónnula de inicio 

] ] JXi+k 
U¡¡ = 2 (11¡+1,o + ui-1,0> + 2 g(s) ds 

:r¡-k 

(en donde, si es necesario, la integral puede evaluarse numéricamente). ¿En qué caso Jo 
anterior es idéntico a ( 8)? 

9. Calcular u en el problema 7 para t = 0.1 y x = 0.1, 0.2, · · ·, 0.9, aplicando la fónnula del 
problema 8, y comparar los valores obtenidos. 

1 O. Resolver numéricamente ( 1 }, sujeto a las condiciones 

u(x, 0) = x 2 , u,(x, O) = 2x, 11%(0, /) 21, u(I, /) (] + /)2, 

eligiendo h = k = 0.2 (5 pasos en el tiempo). 

Cuestionario y problemas de repaso del capítulo 20 

l. Explicar el método de Euler y la idea a partir de la cual se obtuvo 

2. El método de Euler, ¡,es util desde un punto de vista práctico? ¿Cómo es posible 
mejorarlo? 

), ) ) ) _) .J ) 1 j ) '.) ) ) 
.r. ''· ~- ; ~-:":~·-:- ~ 

,_ ·:,;·;::··•·1·•:1i ... 

1 
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3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 
10. 
11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

.1 
19. 

1 
20. 

21. 

22. 

23. 

24. 

25. 

26. 

27. 

MÉTODOS NUMÉRICOS PARA ECUACIONES DIFERENCIAi] 

En cada paso del método de Runge-Kutta se calcularon cantidades auxiliares: ¿ . 
qué? 
Explicar las semejanzas y las diferencias de los métodos de Runge-Kutta Y de Rung_ 

Kutta~Nysrrom .. 
Algunos de los métodos se obtuvieron a partir de la serie de Taylor .. ¿Puede el lect'. 

recordar cómo? · 
¿Qué se entiende por método de un paso y método de pasos múltiples? 

¿Cuáles son las ventajas y las desventajas de los métodos de pasos múltiples? 

¿Qué sabe el lector sobre la elección del tamaño del paso~ ¿ Y sobre las ventajas y 1 
desventajas de un tamaño de paso muy pequeño? 
¿Puede recordar el lector la idea a partir de la cual se obtuvo el método de Adams-Bashfor 

Explicar la diferencia entre el método de Adams-Bashford y el método de Adams-M oulton 

Explicar por qué y cómo se usaron las diferencias finitas en este capitulo. 

En los métodos numéricos para la ecuación de Laplace V2u = O en dos variables, ¿~· 
medio de qué fórmula se relacionó u en un punto P con u en sus vecinos E, N, O, S1 ': 
Obtener de memoria la fónnula en el problema 12. 

Si se toman una rejilla y una solución de la ecuación de Laplace, por ejemplo, u= e' cos 
y, ¿es posible esperar que la fórmula del problema 12 se cumpla exactamente? 

¿Cómo se manejaron los problemas con valores frontera sobre dominios de forma irregu· 
lar? Escribir lo que recuerda el lector y después consultar más detalles en el libro. 

¿Cuál es la idea de usar datos específicos para la derivada normal sobre la frontera de un : 
región? ' 
¿Qué se entiende por ecuación elíptica, parabólica e hiperbólica? Mencionar y escribir, 
una ecuación de cada uno de estos tipos.. · 

¿Por qué se requieren diferentes métodos numéricos para resolver distintos tipos de 
ecuaciones diferenciales parciales? 
¿Cuántas condiciones iniciales se prescribieron para la ecuación de onda? ¿Y para la· 
ecuación del calor? 
¿Es posible que alguno de los métodos diverja algunas veces? Explicar la respuesta. 

Resolver y'= 2xy, y(O) = 1 aplicando el método de Euler ( 1 O pasos, h = 0.1 ) .. Calcular los 
errores. 
Resolver y' = 2xy + I, y(O) = O aplicando el método de Euler ( 1 O pasos, h = O .. 1 ). Escribir 
la solución exacta como una integral. 
Aplicar el método de Euler mejorado al problema con valor inicial y' = 2x, y(O) = O, 
eligiendo h = 0 .. 1 . ¿Por qué los errores son cero? 
Calcular y= e' para x = O, 0.1, 0,2, · · · , 1.0 aplicando el método de Runge-Kutta a y'= Y, 
y(O) = 1, (h = 0 .. 1 ) .. Demostrar que los cinco primeros decimales del resultado son correc

tos. 
Aplicare! método de Runge-Kutta al problema y'= 1 + y,y(O)= O. Elegir h = 0 .. 1, calcular 
2 pasos y comparar con los valores exactos hasta 80 0 .. 10033467 y 020271004. Resol· 
ver el problema analíticamente. 

Resolver y'= (x + y- 4)2, y(O) = 4, aplicando el método de Runge-Kutta con paso h = 0.2 
para x: = O, 0.2: · · · , 1 A 

Demostrar que al aplicar el método de la sección 20.2 a un polinomio de primer grado se 
obtienen las fónnulas predictora-correctora para pasos múltiples 

r: 1 
'(:1· ( (• ( ( f e e e, o o e 
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28. Aplicar el método de pasos múltiples en el problema 27 al problema con valor inicial y'= 
x + y, y(O) = O, eligiendo h = 0.2 y ejecutando cinco pasos. Comparar con los valores 
~~ . 

29. Reso:ver y'= (y- .x - i)2 + 2, y(O) = para v;;. x ~ 1 apiicando eí método de Adatns
Moulton (sección 20.2) con h = 0.1 y los valores de inicio del ejemplo 4 en la sección 
20.1 .. 

Aplicar el método definido por (4) en la sección 20 .. 3, con h = 0 .. 1, a los problemas con valor 
inicial dados (5 pasos) y comparar con la solución exacta .. 

30. y" = y, y(O) = 3, y'(O) = 1 

31. y"= y, y(O) = 1, y'(O) = O 

32. y"= xy' - 3y, y(O) = O, y'(O) = -6. Solución exacta y = 2x3 - 6x 

33. Aplicar el método de Runge-Kutta-Nystriim al problema con valor inicial y"= -y, y(O) = 
O, y'(O) = 1; elegir h = 0.2 y ejecutar cinco pasos. Comparar con la solución exacta .. 

u= 110 V 

4 -
P¡3 P23 P33 

yt P¡3 Proj --i P43 

P12 P12 
~Pa, 2 Po2 P42 

u=O__,,.. u = o 
Pu 

Po¡ 
P¡¡ 

,~-r31 
P4¡ 

ºo 2 -u = o X 
P10 P20 P30 

Figura 444. Problema 35. Figura 445. Problemas 36-38. 

34. En el problema 33, sustituir h = 0 .. 2 por h = 0.1, ejecutar4 pasos y comparar los resultados 
con los del problema 33 y con los valores exactos hasta 9D 0 .. 099833417, 0 .. 198669331, 
0 .. 295520207, 0 .. 389418342. 

35. Encontrar valores aproximadps bastos del potencial elect;ostático en P
11

, P
12

, P,, en la 
figura 444 que están en un campo entre placas conductoras ( que en la figura 444 aparecen 
como los lados de un rectángulo) mantenidas a potenciales de O y 220 volts, como se 
muestra .. (Usar la rejilla indicada.) 

Encontrar el potencial en la figura 445 usando la rejilla dada y los siguientes valores frontera: 

36. u= 70 sobre los lados superior e izquierdo, u= O sobre los lados inferior y derecho .. 

37. u(P10) 

38. u(P01 ) 

u(P20) 

u(P30) = 960, u(P20 ) = -480, u = O en otras partes de la frontera 

u(P03) = u(P41 ) = u(P43) = 200, u(P10) = u(P30) = -400, 

1600, u(P02) ,; u(P42) = u(P14 ) = u(P24 ) = u(P34) = O 

39. Comprobar ( 13) en la sección 20..4 para el sistema ( 12) y demostrar que A en ( 12) es no 
singular. 

40. La fónnula ( 17) en la sección 20..4 con p = O no funcionaria. Demostrar ésto aplicando la 
fórmula al problema con valor inicial en el ejemplo 2 de la sección 20..4, con la rejilla y 
los valores de inicio como antes; ejecutar 2 pasos .. ¿Qué sucede? 
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41. Resolver la ecuación del calor (1 ), sección 20.6, para la condición inicial.f(x) = x si O:;.' 
;;, 0.2, J(x) = 0.25( 1- x) si 0.2 < x ;;i I y la condición en la frontera (3 ), sección 20. 
aplicando el método directo [fórmula (5) en la sección 20.6) ~on h = 0 . .2 y k = 0.01, 
modo que como respuesta se obtengan valores de la temperatura en 1 = 0.05. 

42. Una varilla homogénea aislada lateralmente con extremos en x = O y x = 1 está a tempe 
tura inicial O. El extremo izquierdo se mantiene a O, mientras que la temperatura d' 
extremo derecho varía senoidahnente según la ecuación " 

u(t, 1) = g(t) = sen .Y.-rrt. 

Encontrar la temperatura 11(x, 1) de la varilla solución de ( 1) en la sección 20.6 aplicand 
el método directo con h = 0.2 y r= 0.5 (un período, es decir, O ;;i t;;, 0.24). .. 

43. Encontrar 11(x, O. 12) y 11(x, 0.24) en el problema 42 si el extremo izquierdo de la varilla fi 
mantiene a -g(I) (en lugar de a O), y todos los demás datos pennanecen iguales. · 

44. Encontrar cómo es posible aplicar los resultados del problema 42 para obtener ló 
resultados del problema 43. Para comprobar la respuesta del problema 43, usar 1 
valores 0.054, 0.172, 0.325, 0.406 (1 = 0.12, x = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8) y -0.009, -0.08 
-0.252, -0.353 (1 = 0.24) de la respuesta del problema 42. 

45. Obtener la aproximación en diferencias de la ecuación del calor. 

Resumen del capítulo 20 

Métodos numéricos para ecuaciones diferenciales 

En este capítulo se analizaron métodos numéricos para ecuaciones diferencia
les ordinarias (secciones 20.1-203) y ecuaciones diferenciales parciales (sec
ciones 20.4-20.7). Para las ecuaciones de primer orden se consideraron pro
blemas con valor inicial de la forma (sección 20.1) 

( 1) y' = f(x, y), 

Pueden obtenerse métodos numéricos para resolver tal problema al truncar la 

serie de Taylor 

( h) h ' hz " y x + = y(x) + y (x) + 2 y (x) + · · · 

donde, por (1 ), y' = .f. y" = j = a¡rax + (djl~y)y', etc. Al truncar después del 
término hy' se obtiene el método de Euler, en donde se calcula paso a paso 

(2) 
(n = O, l, · · ·). 

Tomando en cuenta un término más se obtiene el método de Euler mejorado o 
método de He1111a Ambos métodos muestran la idea básica de manera sencilla, 
aunque son demasiado inexactos para casi todos los propósitos prácticos, Al 
tnmcar después del término en h4 se obtiene el importante método de Runge
Kutta (o de cuarto orden). La idea fundamental en este método y en métodos 
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semejantes es la sustitución de la evaluación engorros d ¡ d · d 1 ev ¡ , .. d j{ ) . . a e as enva as por a ª uac10n e x,y en puntos 1doneos (x y)· por tanto d . se 1 ¡ . . . ' ' , en ca a paso primero 
ca cu an cuatro cantidades auxiliares (seL:.:ión 20. J) 

k 1 hf(xn, Yn) 

(3a) 
k hf(xn + J¡_h, Yn + i,k¡) 2 

k3 hf(xn + J¡_h, Yn + fk2 ) 

k4 hf(xn + h, Yn + k3) 

Y luego a partir de éstas se calcula el nuevo valor 

(3b) - l ' Yn+l - Yn + ¡¡(k1 + 2k2 + 2k3 + k4). 

És
1
te es un método de un paso, ya que .v,,.1 se calcula a partir de los datos de un 

so o paso. 
En un método de pasos múltiples se usan datos de varios pasos preceden-

tes, con lo que se evitan cálculos como (3a) Al integrar ¡· · d 
interp la · • 'b" b · po mom10s e . o c1on cu 1cos se o tuvo como método de pasos múltiples el importante 
"~~todo de Adams-Moulton, en el que primero se calcula el predictor (sec
c1on 2.0.2) 

(4a) 
1 

Y~+l = Yn + 
24 

h(5.5fn - 59fn-l + 37fn-Z - 9fn_ 3 ) 

en donde.f:'=j{x y) y art" d l d" ¡ i' ¡ , a P ir e pre 1ctor se calcula el corrector (el nuevo 
valor actual) 

(4b) 
l 

Yn+l = Yn + 24 h(9f~+l + l9fn - Sfn-1 + Ín-2) 

en donde f'+ = f(x y* ) A · · · · • · n+I • , · n+I' n+I · qui, para 1mc1ar, yl' Y,, Y, deben calcularse 
aplicando el metodo de Runge-Kutta o algún otro método exacto 

. El_ tema de la sección 20.3 lo constituyeron las ecuaciones diferenciales or
dmanas de segundo orden, en particular, el método de Runge-Kutta-Nystréim 
que es u~a extensión del método de Runge-Kutta a estas ecuaciones, ' 

. Los méto~os. numéricos para las ecuaciones diferenciales parciales se ob
t1_enen al sustltuir las derivadas parciales por cocientes en diferencias. Lo ante
rior conduce a ecuaciones en diferencias de aproximación para la ecuación de 
La place a (sección 20.4) ' 

(5) O, 

) ) 

1 
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para la ecuación del calor a (sección 20.6) 

1 1 
(6) i (ui,j+l - u;_¡) = h2 (ui+l,j - 2uij + ui-1,j) 

y para la ecuación de onda a (sección 20. 7) 

(7) 

aquí, h y k son los tamaños de la rrtalla de una rejilla en las direcciones x y y, 
respectivamente, donde en (6) y (7) la variable y es el tiempo t. 

Las ecuaciones anteriores son elíptica, parabólica e hiperbólica, respecti
vamente. Los métodos numéricos correspondientes difieren por lo siguiente. 
Para las ecuaciones elípticas se tienen problemas con valores frontera, y para 
éstos se analizaron el método de Gauss-Seidel o de Liebmann y el método 1 

ADI (secciones 20.4, 20.5). Para las ecuaciones parabólicas se cuenta con una 
condición inicial y condiciones en la frontera, y se analizaron un método direc
to y el método de Crank-Nicolson (sección 20.6). Para las ecuaciones 
hiperbólicas, los problemas son semejantes, aunque se tiene una segunda con
dición inicial; en la sección 20. 7 se explicó cómo manejar numéricamente tales 
problemas. 

( (.(·(· (•( ( ( r F r ( r C (,0(1C 

Parte 

OPTIMIZACIÓN, GRÁFICAS 

Capítulo 21 Optimización no restringida, programación lineal 

Capítulo 22 Gráficas y análisis combinatorio 

Las ideas de optimización y la aplicación de gráficas y digráficas (gráficas dirigidas) 
desempeñan un papel creciente en ingeniería, computación, teoría de sistemas, eco
nomía y otras áreas. En esta parte se explicarán algunos conceptos, métodos y resul
tados básicos en optimización no restringida (sección 21.2), programación lineal (sec
ciones 21.1-21.4), gráficas y digráficas y su aplicación en optimización combinatoria 
(capítulo 22). Los métodos combinatorios que implican gráficas y digráficas son 
relativamente nuevos y constituyen un área interesante de investigación aplicada y 
teórica que se está llevando a cabo. 
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Optimización no 
restringida, .programación 
lineal 

En este capítulo se proporciona una introducción a los conceptos, métodos y 
resultados más importantes de la optimización. Los principios de optimización 
son cada vez más importantes en el diseño moderno y en la operación de sistemas 
en varias áreas. El desarrollo reciente ha sido afectado por las modernas 
computadoras capaces de resolver problemas a gran escala, así como por la crea
ción correspondiente de nuevas técnicas de optimización, de modo que todo el 
campo se encuentra en proceso de convertirse en una gran área por sí mismo. 

Prerrequisito: Ligeros conocimientos sobre sistemas lineales de ecuaciones. 
Biblíografia: Apéndice l, parte F. 
Respuestas a los problemas: Apéndice 2. 

21. 1 CONCEPTOS BÁSICOS. OPTIMIZACIÓN NO RESTRINGIDA 

En un problema de optimización, el objetivo es optimizar (maximizar o minimizar) 
alguna función/ Esta función/se denomina función objetivo. 

Por ejemplo, una función objetivo f que va a maximizarse puede ser la ganancia 
generada en la producción de televisores, el rendimiento por minuto en un proceso quími
co, el kilometraje por litro de cierto tipo de automóvil, el número de clientes por hora 
atendidos en una oficina, la dureza del acero o la resistencia a la tensión de una cuerda. 

De manera semejante, se desearía minimizar:f sif es el costo por unidad para producir 
ciertas cámaras fotográficas, el costo de operación de alguna planta de energía eléctri
ca, la pérdida diaria de calor en un sistema de calefacción, el tie~po de inactividad de 
algún torno, o el tiempo necesario para producir un guardafango de un automóvil. 

En casi todos los problemas de optimización la función objetivo f depende de 

varias variables 

577 
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i78 OPTIMIZACIÓN NO RESTRINGIDA, PROGRAMACIÓN LINE-6,,t 

Éstas se denominan variables de control porque es posible "controlarlas", es dec 
escoger sus valores. 

Por ejemplo, el rendimiento de un proceso químico puede depender de la pre
sión x. y la temperatura x •. La eficiencia de cierto sistema de acondicionamiento del ' 
aire p~~de depe~der de la temperaturax

1
, la presión del aire x

2
, el contenido de hun\~r. 

dad xJ, el área de la sección transversal de salida x , y así sucesivamente. ·'• 
. 4 .,. 

La teoría de la optimización desarrolla métodos para efectuar elecciones ópti
mas de x 

1
, • • • , x

11 
que maximicen (minimicen) la función objetivo./, es decir, métodos 

para encontrar valores óptimos de x!, · · ·, x
11

• 

En muchos problemas, la elección de los valores de x 
1

, • • : , x
11 

no es completa
mente libre, sino que está sujeta a algunas restricciones, es decir, condiciones adi
cionales que provienen de la naturaleza del problema y de las varia9les. 

Por ejemplo, si x
1 

es el costo de producción, entonces x
1 

;;: O, y existen muchas 
otras variables (tiempo, peso, distancia recorrida por un vendedor, etc.) que no pue
den asumir valores negativos. Las restricciones también pueden presentarse en forma 
de ecuaciones (en lugar de desigualdades). 

Primero se considerará la optimización no restringida en el caso de una fun
ciónj(x 

1
, • • • , x ) con valores reales. Por conveniencia, se puede escribir también 

x = (x · · · x )
11 

y f(x). 1' ' 11 . 

Por definición,ftiene un mínimo en un punto x = X r::n una región R en donde 
f está definida, si f(x) ;;: f(X

0
) para toda x en R. De m¡nera semejante, f tiene un 

máximo en X
0 

si j(x) ";;;. _f(X
0

) para toda x en R. Los máximos y los mínimos en 
conjunto se denominan extremos. 

Además, se dice que.ftiene un mínimo local en X sij(x) ;;:}(X ) para toda x en 
una vecindad de X

0
, por ejemplo, para todo x que satis

0
faga 

0 

en donde X0 = (X1, • • • , x;,) y r > O es suficientemente pequeño. Un máximo local se 
define de modo semejante. 

Si fes diferenciable y tiene un extremo en un punto X en el interior de R (es 
decir, no sobre la frontera), entonces las derivadas parciales Sj7ax , · · · , éijléix deben 

; . J 11 

ser cero en X0• Estas son las componentes de un vector denominado gradiente de/y 
que se denota por grad fo V/ (Para n = 3 lo anterior coincide con lo visto en la 
sección 8.9). Por tanto, 

(1) Vf(X0 ) = O. 

Un punto X
0 

en que se cumple (1) se denomina punto estacionario de.f 

La condición ( 1) es necesaria para que se tenga un extremo de f en X , en el 
interior de R, pero no es suficiente. En efecto, si n = 1, entonces para y = .f (x) la 
condición (1) ~sy'= f'(x) = O; y, por ejemplo,y=x:i satisface y'= 3x2 = O enx=X

0 
= O, 

en donde/ no tiene un valor extremo, sino un punto de inflexión. De manera semejante, 
para./(x) = x 1x2 se tiene Vj(O) = O, y f no tiene un extremo, sino un punto silla en O. Por 
tanto, después de resolver ( 1 ), todavía debe averiguarse si se ha obtenido un extremo. 
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Para el caso en que n = 1, las condiciones y' (X
0

) = O,y"(X
0

) > O garantizan un mínimo 
local en X, y las condicionesy'(X

0
) = O,y"(X

0
) < O garantizan un máximo local enX

0
, 

como se s~be por lo estudiado en cálculo .. Paran> 1 existen criterios semejantes. Siñ 
embargo, en la práctica hasta resolver ( 1) a menudo es dificil. Por esta razón, por lo 
general se prefiere la resolución por iteración, mediante _procesos de búsqueda que 
parten en algún punto y se mueven paso a paso hacia puntós en tos que/ es menor (si 
se desea un mínimo en/) o mayor (en el caso de un maximo). 

El método del des~enso más pronunciado o mé'todo del gradiente de Cauchy 
es dé este tipo. Fue introducido en 184 7 y ha tenido gran aceptación desde entonces. 1 

La idea es encontrar un mínimo dej(x) calculando repetidamente mínimos de una 
función g(t) de una sola variable t, como se indica en seguida. Suponer que/tiene un 
mínimo en X

0 
y que se parte de un punto x. Entonces, se busca un mínimo de/lo más 

próximo a x, a lo largo de la recta en dirección de 

-Vf(x), 

la dirección del descenso más pronunciado(= dirección del decremento máximo) de 
f en x; es decir, se determinan el valor de t y el punto correspondiente 

(2) z(I) = X - tV f(x) 

en el que la función 

(3) g(t) = f(z(t)) 

tiene un mínimo. Se toma este z(t) como la siguiente aproximación a X,,. 

Ejemplo 1. Método del descenso más pronunciado. 

Determinar el mínimo de 

(4) f<x) = x/ + 3xz2. 

partiendo de x = 6i + Jj y aplicando el método del descenso más pronunciado 
So/11ció11• Por ?nspección, resulta evidente que f{x) tiene un mínimo en O. Conocer la solución proporcio
na una mejor sensación de la manera en que funciona el método 

Se obtiene "v/{x) = 2,
1 
i + 6x

2
j y, a partir de ésto, 

Ahora se calcula 

z(I) = x - t"vJ(x) = (1 - 21)x1 i + (1 - 6t)x2j 

M(/) = f(z(I)) = ( 1 - 21) 2x¡2 + 3( 1 - 61) 2.rl, 

,:'(!) 2( 1 21)x ¡2( - 2) + 6( 1 - 61)..r/( -6), 

se hace g'(I) = O y se despeja 1, con lo que se encuentra 

1 A veces Ja convergencia puede ser lenta Respecto a métodos más refinados Y avances recientes. 
consultar la obra citada en el apéndice I como referencia F7. 

e 

' 
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x¡2 + 9x2
2 

2x¡2 + 54x/ · 

Partiendo d~ x0 = 6i + 3j se calculan los valores de la tabla 21. I, que se muestran en la figura 446. 

La figura 446 sugiere que, en el caso de elipses delgadas ("un largo y angosto 
valle"), la convergencia sería mala. El lector puede confirmar este hecho, reempJa .. ' 
zando en ( 4) el coeficiente 3 por uno más grande. Para obtener información acerca de ·: 
descensos más elaborados y otros métodos, algunos de ellos aplicables también a 
funciones vectoriales de variables vectoriales, consultar la bibliografía mencionada 
en la parte F del apéndice l. 

.X¡ 

Figura 446. Método del descenso más pronunciado en el ejemplo 1. 

Tabla 21.1 
Método del descenso más pronunciado. Cálculos del ejemplo ¡ __ 

11 X 1 - 2t 1 - 6r 

o 6.000 3.000 0.210 0.581 -0.258 
1 3.484 -0.774 0.310 0.381 -0.857 
2 1.327 0.664 0.210 0.581 -0.258 
3 0.771 -0.171 0.310 0.381 -0.857 
4 0.294 0.147 0.210 0.581 -0.258 
5 0.170 -0.038 0.310 0.381 -0.857 
6 0.065 0.032 

Problemas de la sección 21.1 

l. ¿Qué sucede si se aplica el método del descenso más pronunciado a.f(x) = x/ + x,1? 
(¡Explicar la respuesta!) -

2. Aplicar el método del descenso más pronunciado aj(x) = x 2 + l. lx, 2, partiendo de x = 6i 
+ 3j (tres pasos). ¿Por qué es más rápida la convergencia ~ue en eí ejemplo 1? 

0 

3. En el problema 2, se parte de x
0 
= 1.1 i + j. Demostrar que las aproximaciones siguientes 

son x 1 = k( 1.1 i - j), x
2 

= k2x
0

, etc., donde k = O. 1 /2.1. 

4. Comprobar que, en el ejemplo 1, los gradientes sucesivos son ortogonales (perpendicula
res). ¿Sucede esto sólo por azar? 

5. Aplicar el método del descenso más pronunciado a.f(x) = x
1
2 + cx

2 
2. Partiendo de x

0 
= ci 

) ) J 
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+ j, demostrar que las aproximaciones subsiguientes son x = a (ci + (-1 )'"j), donde a = 
(c ·- l)m/(c + 1 )'". Concluir que para c grande (elipses delgadas7./{x) = constante) la c;n
vergencia se vuelve deficiente. 

6. Aplicar el método del descenso más pronunciado a,/{x) = x 
1
4 + x

2 
4 - 12, partiendo de 

2i + 2j. 

7. Trazar algunas curvasj(x) = constante en et problema 6 para obtener una representación 
de calidad del comportamiento del método del descenso mas pronunciado para diferentes 
elecciones del punto de inicio. 

8. Aplicar el método del descenso más pronunciado aj(x) = x
1
2 - x, 2, que no tiene mínimo, 

y observe qué sucede. Empezar desde x
0 

= i + j. -

9. Aplicar el método del descenso más pronunciado aj(x) =x
1
4 - 1 fo:/. Empezar desde x0 = 

i + j. Ejecutar un paso. 

10. ¿Qué sucede si se aplica al método del descenso más pronunciado aj(x) = ax
1 

+ bx,? 
Primero adivinar la respuesta, luego calcularla. 

21.2 PROGRAMACIÓN LINEAL 

La programación lineal (u optimización lineal) consiste en métodos para resolver 
problemas de optimización con restricciones en los que la función objetivo.fes una 
función lineal en las variables de control x,, · · · , x., y el dominio de estas variables 
está restringido por un sistema de desigualdades lineales. Con frecuencia surgen pro
blemas de este tipo, por ejemplo en producción, distribución de mercancías, econo
mía y teoría de la aproximación. _Esto se ilustrará con un ejemplo senciilo. 

Ejemplo 1. Plan de producción. 

Suponer que en la producción de dos tipos de recipientes, K y L, se utilizan dos máquinas, M
1 

y M 2• Para 
producir un recipiente K, M

1 
necesita dos minutos y M

2
, cuatro minutos, De manera semejante, L ocupa 

ocho minutos a M y cuatro minutos a M,. La ganancia neta para un recipiente K .es de $29 y para uno L 
es de $45. Detenn\nar el plan de producción que maximice la ganancia neta 

Solución. Si se producen .x 
I 

recipientes K y x
2 

recipientes L por hora, la ganancia neta por hora es 

Las restricciones son 

2x1 + 8x2 ~ 60 (resultante de la máquina M,) 

(1) 
4x1 + 4x2 ~ 60 (resultante de la máquina M2) 

X¡ s; o 

X2 s; o. 

En la figura 447 se muestran estas restiicciones. (x
1
• x

2
) debe encontrarse en el primer cuadrante Y por 

debajo de la recta 2x
1 
+ 8x

2 
= 60, o sobre ella, así como por debajo de la recta 4,1 + 4x2 = 60, o sobre ella 

Por tanto, (<
1

, x
2

) queda restringido al cuadrilátero OABC. Tiene que hallarse (.x 1, x2) en OABC tal que 
j{x

1
, x,) sea máximo. Ahora bien,./lx

1
, x

2
) =Oda x

2 
= -(29/45}x

1 
(ver la figura 447)., Las rectas /(x1, .x,) = 

constante son paralelas a aquélla. Se observa que B, es decir, .x
1 
= JO, x

2 
= 5, da el óptimo./\ 10, 5) = 515, 

Por tanto, la respuesta es que el plan óptimo de producción que maximiza la ganancia se logra al produ
cir los recipientes K y L en la razón 2: 1, en donde la ganancia máxima es de $515 por hora. 111 

.. J i.) ) ) ) 
'( ' ( \ 1 • \ 

) ) 1 
/ ) .) ) ) ) 

1 

.,J 
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(M?) 

f= o r = 515 

Figura 447. Programación lineal en el ejemplo 1. 

Observar que el problema del ejemplo I o problemas de optimización semejan'.: 
tes no pueden resolverse al hacer ciertas derivadas parciales iguales a cero, porque en 
el problema es áeterminante la región en la que las vari.ibles de control puedin 
variar. . .... 

Además, el método "geométrico" o gráfico que se ilustró en el ejemplo I está 
confinado a dos variables, x

1
, x

2
. Sin embargo, la mayor parte de los problemas prác•· 

tices implican más variables, de modo que se requieren otros métodos de resolución. 

Forma normal de un problema de programación lineal 

Con el fin de prepararse para esos métodos, se demostrará que las restricciones pue- '; 
den escribirse de manera más uniforme. La idea se explicará en términos de la prime
ra desigualdad dada en ( l ), 

Esta desigualdad implica que 60 - 2x, 8x,;;; O (e inversamente), es decir, la cantidad 

es no negativa. En consecuencia, la desigualdad original puede escribirse ahora como 

x
3 

es una variable auxiliar no negativa introducida con el propósito de convertir las 
desigualdades en ecuaciones. Una variable de este tipo se denomina variable de 
holgura. 

Ejemplo 2. Conversión de desigualdades en ecuaciones utilizando variables de 
holgura. 

Con. a~uda de dos varia.ble~ de holgu':' x
3 

y x
4

, el pmblema de programación lineal del ejemplo I puede 
escnb1rse en la fonna s1gu1ente, Maxunizar 

/=29x
1

+45x
2 

r t e i:· ! e I r ( , e: e e e; c1 o e· 
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bajo las restricciones 

2.x¡ + 8x2 + X3 = 60 

{2} A.:r.¡ + 4r2 + t4 = 60 

xi~ O (i = '· • 4). 

Ahora se tienen n = 4 variables y m = 2 ecuaciones (linealmente independientes), de modo que dos de las 
cuatro variables, por ejemplo .r

1
, x

2
, determinan a las otras .. También observar que cada uno de los cuatro 

lados del cuadrilátero de !a figura 44 7 ahora tiene una ecuación de la forma .x;1 = O: 

OA: .x2 = O, AB: .x4 = O, BC: X3 = º· CO: X¡= o. 

Un vértice del cuadrilátero es la intersección dé dos lados. Por tanto, en un vértice, n - m = 4 - 2 = 2 de 
las variables son cero y las otras son no negativas e Por tanto, en A se tiene x2 = O, x4 = O, y así sucesivn

m~~- 1 

El ejemplo dado sugiere que un problema general de optimización lineal puede 
' llevarse a la forma normal siguiente: Maximizar 

(3) 

sujeta a las restricciones 

(4) 

(i l,···,n). 

Aquí, x,, · · · , x. incluyen a las variables de holgura (para las cuales las c que aparecen 
en/ son cero). Se supone que las ecuaciones en (4) son linealmente independientes .. 
Entonces, si se eligen valores para n - m de las variables, el sistema determina en 
forma única a las otras. 

Recuerde que el problema propuesto incluye también la minimización de una 
función objetivo f, dado que ésto corresponde a maximizar -:f y, por tanto, no es 
necesario considerarla por separado. 

Una n-ada (x , · · · , x) que satisface todas las restricciones en (4) se denomina 
punto factible o s~lución 

1f actible. Se dice que una solución factible es óptima si, 
para ella, la función objetivo f se convierte en un máximo, en comparación con los 
valores de/ en todas las soluciones factibles. 

Por último, por solución factible básica se quiere dar a entender que se trata de 
una solución factibli:! para la que por lo menos n - m de las variables x 1, • • • , x,, son 
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cero. Así, en el ejemplo 2 se tiene que n = 4, m = 2, y las soluciones factibles básicas 
son los cuatro vértices O, A, B, C de la figura 447. Aquí Bes una solución óptima (la 
única en este (,jernplo). . 

El siguiente teorema es fundamental. · 

Teorema 1 (solución óptima) 

Alguna solución óptima de un problema de programación lineal (3), (4) también es 
una solución factible básica de (3), (4). 

Respecto a la demostración, consultar la obra citada en el apéndice I como refe

rencia [FIO), capitulo 3. Un problema puede tener muchas soluciones óptimas, sin 
que por ello todas sean factibles básicas; pero el teorema garantiza que puede encon
trarse una solución óptima buscando entre las soluciones factibles básicas. Esto cons-

tituye una gran simplificación, pero dado que existen ( n ) maneras diferentes de 
n-m 

igualar a cero n - m de las n variables, considerar todas estas posibilidades, eliminar 
aquéllas que no sean factibles y buscar entre las restantes todavía implicaría mucho traba
jo, incluso cuando n y m fuesen relativamente pequeños. Entonces, se necesita una bús
queda sistemática. En la sección que sigue se explicará un importante métodp de este tipo. 

Problemas de la sección 21.2 

En cada c~so, describí~ y graficar I_a región en el primer cuadrante del plano '''rx, determinada 
por el conJunto de desigualdades lineales dado. -

l. XI + 2x2 § 8 2. XI 2x2 § -2 3. -0.5x1 + x 2 § 2 
XI Xz § 0 0.8x1 + X2 ;§; 6 X¡ + X 2 is;; 2 

X2 ~ 1.5 -x1 + 5x2 is;; 5 

4. -x¡ + X2 ,e'; 0 5. XI + 3x2 § 6 6. X1 + 2x2 § 4 
XI + Xz § 4 2x¡ + X2 is;; 14 2xl 3x2 § 3' 

·-xl + X2 § 3.2 0Ax1 x2 ,e'; 2 

7. 3x1 7x2 ,ia'; -28 8. XI + Xz ,e'; 3 9. -2x1 + 3x2 § 9 
Xl + Xz ~ 6 XI + X2 ~ 9 5x1 + x2 § 25 

9x1 2x2 ~ 36 -xi + X2 ,e'; -3 2x + 3x2 2: 3 1 
5x 1 + 6x2 § 48 -x¡ + X2 § 3 X¡ 4x2 § 4 

Maximizar la función objetivofdada sujeta a las restricciones que se indican. 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

f = 2x1 + 3x2 , 4x1 + 3x2 ,ia'; 12, 
f - 10x1 + 2x2 , X1 ,e'; 0, x 2 ,e'; 0, 
f = 3x1 - 6x2 , 4x1 + x

2 
;¡;,; 4, 

Minimizar /en el problema I O. 
Minimizar/en el problema 11. 

x 1 - x2 ,ia'; -3, x2 § 6, 2x
1 

- 3x
2 

;;a; O 

-x1 + X2ie;; -1, x 1 + x 2 §6, x 2 §5 
-x1 + 2x2 is;; 6, X 1 + 2x2 § J4 

Maximizar la ganancia diaria en la fabricación de dos aleaciones A A que son mezclas 
d'~ ¡• o 

1 erentes de dos metales M
1
, M

2 
como se muestra -

j j);))') 

l;i)'.'. 
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21.3 

Proporción de metal 
Metal En la aleación A 

I 
En la aleación A 

2 

Abastecimiento 
diario (toneladas) 

10 
15 

Ganancia 
neta($ por 
tonelada) 

60 50 

16. Maximizar el rendimiento diario total/= x
1 

+ x
2 

de una producción en la que es posible 
elegir entre dos procesos de producción sujetos a las restricciones 

17. 

18. 

:, ' 

íµ:1 + 4x2 § 200 (mano de obra) 5x1 + 2x2 § 150 (horas de máquina) 

Una compañia fabrica y vende dos modelos de lámparas, L , L,, siendo la ganancia de $15 
y $1 O, respectivamente. El proceso requiere de dos trabajadores W

1
, W,, quienes disponen 

di:: 100 horas y 80 horas por mes, respectivamente, para efectuar este tipo de ti;abajo. W 
anna una L

1 
en 20 minutos y una l., en 30 minutos. W, pinta una L en 20 minutos y una L: 

en I O minutos. Suponiendp que todas las lámparas que se fabric~n pueden venderse siñ 
dificultad, detenninar los valores de producción que maximizan la ganancia. 

¿Cuál es el signi~cado de las variables de holgura x
3

, x
4 

del ejemplo 2 en ténninos del 
problerpa en el e1emplo 1? 

19. ¿Podría h~llarse una ganancia./( .. >:
1
, x} =ar.:,+ a,x, cuyo máximo esté en un punto inte

rior del cuadrilátero de la figura 44 7? (Justificaría ·respuesta.) 
20. En el ejemplo 1, la solución es única. ¿Puede esperarse siempre unicidad? (Justificar la 

respuesta .. ) 

MÉTODO SIMPLEX 

De lo visto en la sección anterior se recuerda lo siguiente: un problema de optimización 
lineal (problema de programación lineal) puede escribirse en forma normal, es decir, 
maximizar 

(1) f 

suj~ta a las restricciones 

(2) 

(i = 1, · · · , n). 

Para hallar una solución óptima de este problema sólo se necesita considerar las solu
ciones factibles básicas (definidas en la sección 21.2), pero éstas todavía son tantas 

1 
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que tiene que seguirse un procedimiento de búsqueda sistemático. En 1948, G. B. 
Dantzig publicó un método iterativo denominado método simplex, para ese fin. En 
este método se procede paso a paso a partir de una solución factible básica a otra, de < 
modo que la función objetivo/siempre incremente su vaíor. Eí método principia con· 
una Operación J

0 
inicial en la que se encuentra una solución factible básica de la cual 

partir y, a continuación, cada paso consiste en tres operaciones, 

Operación 0
1
: Prueba respecto a la optimalidad, 

Operación 0
2

: Ubicación de una mejor solución factible básica, 

Operación 0
3

: Transición a tal solución mejor. 

Se describirán los detalles y, simultáneamente, se ilustrarán por medio de un ejemplo 
sencillo (el ejemplo de la sección 21.2, que puede resolverse aplicando un método 
elemental, como se ha visto). 

Operación inicial I
0 

Encontrar cualquier solución factible básica (necesaria para empezar la iteración). 
Es decir, dividir las variables x

1
, • • • , x,, en dos clases seleccionando primero m 

variables, que se denominarán variables básicas; entonces las otras n ·- m varia
bles son aquéllas que deben ser cero en una solución factible básica; éstas se deno
minan variables no básicas o de la derecha porque se escribirán en el miembro 
derecho del sistema dado (2), el que se resolverá para las variables básicas. Como 
ilustración: 

Maximizar 

(3a) f 

sujeta a las restricciones 

2x1 + 8x2 + X3 = 60 

(3b) 4x1 + 4x2 + X4 60 

Xi e;; 0 (i l, .. ' • 4). 

Por ejemplo, x
3

, x
4 

se toman como las variables básicas. En (3b) se despejan tales 
variables: 

(4) 
60 

60 

En los casos favorables, como éste, se obtienen los valores de las variables de una 
solución factible básica al igualar a cero las variables de la perecha. En efecto, x = 60, 
x4 = 60, y la solución factible básica deseada es el punto Ó, el origen x = O, x ;, O de 
la figura 447 en la sección previa. 

1 2 

Si con este método se obtiene un valor negativo para alguna de las variables 
básicas, entonces es necesario intentar otro cor¡junto de éstas. 

1 r e r f, ( ( ( ( 
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Primer paso. Operación 0
1

: Prueba respecto a la optimalidad. 
Determinar si todos los coeficientes def, expresados como una función de las varia
bles de la derecha presentes son negativos o cero. · 

Si se sarisface ei criéerio cie optimaiidaci, enronces ía solución factible básica es 
óptima .. 

En efecto, entonces/ no puede incrementarse si se asignan valores positivos (en 
lugar de cero) a las variables de la derecha; recordar que no se permiten valores 
negativos. Entonces esta condición es suficiente para asegurar optimalidad y puede 
demostrarse que también es necesaria. 

En el ejemplo, ya que por la elección efectuada las variables de la derecha son x , 
x 2, entonces e.s n7cesario considerar afcomo unafimci~n ~e éstas, es decir,/= 29~

1 + 45x
2

• El cnter10 hace ver que x
1 

= O, x
2 

= O no es opllma, ya que 29 y 45 son 
positivos. 

Primer paso. Operación O,: Búsqueda de una mejor solución factible básica 
Si la solución factible básica que acaba de probarse no es óptima, entonces es necesa
rio pasar a una solución factible básica vecina para la quef sea mayor, como se indica 
enseguida. 

Pasar a una solución factible básica vecina significa ir hacia un punto en el que 
otra x1 sea cero; es decir, tiene que hacerse un intercambio: la variable X;, que ahora 
será cero, sale del conjunto de variables básicas y, en su lugar, otra variable se con
vierte en básica" Se explicará este método de intercambio. 

Considerar una variable de la derecha x R que tiene un coeficiente positivo enf. 
Las otras variables de la derecha se mantienen iguales a cero. Se detem1ina el mayor 
incremento fil R de x R tal que toda5 las variables básicas (antiguas) todavía sean no 
negativas; también se enumera el incremento correspondiente f>.fde/ 

(5) 

En (4), parax
1 

lo anterior queda como se indica enseguida 

x 3 = 60 - 2x1 - 8x2 , O= 60 - 2x1, fil 1 = 30, f>.f = 29fil1 = 870. 

x 4 = 60 - 4x
1 

- 4x2 , O= 60 - 4x1 , fil 1 = 15, f>.f = 29&1 = 435. 

Se subraya x R = x 
I 

en la ecuación que inhibió todo increme_nto adicional en x R [ como 
se muestra en (5)]. Lo anterior se efectúa para toda variable de la derecha xR cuyo 
coeficiente en f, expresado como una .función de las variables de la derecha, sea 
positivo. 

Por tanto, también es necesario considerar x R = x
2

, en donde se subraya como 
antes: 

(6) 
x 3 = 60 - 2x1 - 8x2 , O= 60 - 8x2 , Lix2 = 7.5, 6.f = 456.x2 = 337.5 

6.f = 45D.x2 = 675. 

Primer paso. Operación O,: Intercambio de variable. 
Considerar las ecuaciones en que está subrayada una variable. Entonces, en (5), (6), 

(7) 
X 4 

60 

60 

2x1 - 8x2 , 

4x1 - 4x2 , 

D.f 

D.f 

337.5 

435. 

.J ,, 

www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net


588 

) 

OPTIMIZACIÓN NO RESTRINGIDA, PROGRAMACIÓN LINEA, 

La variable de la derechaxR que dio lugar al mayor l':!.fse intercambia con la variab 
básica en la ecuación en que está subrayada xR. Por tanto, debido a (7), tienen qu 
intercambiarse x y x , de modo que x 

I 
se convierte ahora en básica y x 

4 
de la derech 

El sistema se res~elv6 para las nuevas variables básicas. Por consiguiente, al despej 
x 

I 
en la segunda ecuación de (7) e insertar x 

I 
en la primera ecuación de (7) se obtien . 

(8) 
15 

30 

Xz fx4 
6x2 + }x4 . 

Segundo paso. Efectuar las operaciones 0
1
, 0

2
, 0

3
, , : 

aplicando (8). Así, en la operación O ahora debe expresarse f = 29x1 + 45x
2 

en_ 
términos de las nuevas variables de la clerechax

2
, x

4
• Usando la primera ecuación en, 

(8), se encuentra 

(9) f = 435 + 16x2 - 7.25x4 • 

Por el criterio de optimalidad, la solución factible básica presente {punto A 
figura 44 7, sección 21.2) no es óptima porque x

2 
tiene un coeficiente positivo en (9). 

En la operación 0
2 

ahora se considera x R = x
2

. Por (8) 

(10) 
x 1 = 15 - x2 - !x4 , O = 15 - x2 , L:.x2 = 15, L:.f = 16L:.x2 = 240 

x3 = 30 - 6x2 + ix4 , O= 30 - 6x2 , L:.x2 = 5, L:.f = 16L:.x2 = 80. 

No es necesario considerar x
4 

porque su coeficiente en (9) es negativo. 
En la operación 0

3 
se intercambian x

2 
y x y el sistema se resuelve para las i 

nuevas variables básicas x
1
, x

2
, despejando x

2 
en fa segunda ecuación de (1 O) y luego 

insertando el resultado en la primera ecuación de ( 1 O), con lo que se obtiene 

(11) 

Tercer paso. Efectuar las operaciones O,, O,, O,, 
aplicando (11). Así, en la operación 0

1 
es necesario expresar f = 29x

1 
ténninos de x

3
, x

4
. Por ( 11), 

(12) f = 515 - 2.667x3 - 5.917x4 . 

+ 45x
2 

en 

Con base en el criterio de optimalidad, esta solución factible básica es óptima porque 
las variables de la derecha x

3 
y x 

4 
tienen coeficientes negativos. El valor./, 

1 
= 5 15 se 

obtiene a partir de ( 12) ccm x
3 

= O, x 
4 

= O. El punto (x
1
, x

2
) en que ocurre e!Póptimo se 

concluye por (11) con x
3 

= O, x
4 

= O, a saber, x
1 

= 10, x
2 

= 5. Esto concuerda con el 
resultado obtenido en la sección 21.2. 

En la tabla 21.2 se muestra un arreglo tabular de los cálculos. En cada paso, 
las variables de la derecha se enumeran en el renglón de arriba. Las flechas apuntan 

) ) / j ) _) ) ) ) ) ·) . ') ) ;) ) 
• : :-'I '"; ••" ·: ~- ¡ ,,, • e• • · \ ., •• ,\' •... "' .•, ¡' 
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a las variables que entran o salen como variables básicas. ¡Precaución! En las publi
caciones sobre el tema algunas veces se enumeran los negativos de las variables de la 
derecha (-x

1
, -x

2
, etc.); este hecho introduce el factor ·-1 en todos los coeficientés. 

Como se trata, sin embargo, de un convencionalismo que nada agrega a la idea del 
método como tal ni ayuda a su mejor comprensión, no se adoptará en este libro. 

Tabla 21.2 
Método simplex, cálculos en forma tabular 

Primer 
paso 

Segundo 
paso 

Tercer 
paso 

Variables 
básicas 

X3 

.. X4 

f 

Variables 
básicas 

X¡ 

.-x3 

f 

Variables 
básicas 

X¡ 

f 

Problemas de la sección 21.3 

Constantes 

60 
60 

o 

Constantes 

15 
30 

435 

Constantes 

10 
5 

515 

• 
X¡ X2 

-2 -8 
-4 -4 

29 45 

... 
X2 X4 

-1 -0.25 
-6 0.5 

16 -7.25 

X3 "'4 

0.167 -0.333 
-0.167 0.083 

-2.667 -5.917 

l. En el ejemplo analizado en el texto, aplicar el método simplex partiendo de x
2

, x 4 como 
variables básicas. 

2. En el ejemplo del texto, sustituir/por/= I Sx + .30x, y aplicar el método simplex, partien
do de x , x como variables básicas En el pa~o I de-la operación 0

3
, será necesario hacer 

una ele~ci6n en el intercambio de variables. Explicar por qué. 

3. Maximizar J= 3x
1 
+ 2~" sujeta a las restricciones x

1 
ia;; O, x1 ia': O, 

escribir el problema en fonna nonnal y aplicar el método simplex, tomando las variables 
de holgura como las variables básicas iniciales. 

4. Aplicar el método simplex para maximizar el rendimiento diario/= x 1 + x" en la produc
ción de sillas con dos procesos diferentes, sujeta a las restricciones 

1,·1 + 4x2 ;;i 550 (horas de máquina) 5x
1 

+ 4x2 ~ 650 (mano de obra) 

S. Aplicar el método simplex para maximizar la ganancia en la producción diaria de dos 
tipos de marcos metálicos F (ganancia por marco de $90) y F, (ganancia por marco de 
$50) suieta a las restriccione~ (x y x = cantidades de F, F producidos por dia) 

',J 1 · :? 1 :? 

.) :) -'D <> ) _) -
) :) ~, _) _! 

·, 
_;) ~j _) ) ) 

' ' 

1: 
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(material) 

(horas de máquina). 

(horas de mano de obra), 

6. Maximizar J= 2x
1 

+ 3x
2 

+ x
3 

sujeta a 

7. Maximizar f= x
1 
+ 4x

2 
- x

3 
sujeta a las mismas restricciones que en el problema 6. 

8. Maximizar!= 2x
1 
+ x

2 
+ 3x

3 
sujeta a 

9. Una compañia produce baterías 1, 11 eligiendo entre cuatro procesos de producción P
1
, P, 

(para 1) y P
3

, P
4 

(para 11). La ganancia por batería es de $1 O para I y de $20 para JI; 
Maximizar la ganancia totalf= 1 Ox

1 
+ 1 Ox

2 
+ 20x

3 
+ 20x

4 
sujeta a las restricciones 

12x1 + 8x2 + 6x3 + 4x4 ;e; 120 

3x1 + 6x2 + 12x3 + 24x4 ;e; 180 

(horas de máquina). 

(horas de mano de obra). 

10. Suponer que para ciertos fusibles la ganancia es de $3 por caja y que puede elegirse entre:', 
seis procesos de producción P

1
, • , ·, P6• Maximizar la ganancia total s,ujeta a las restric- :. 

ciones (xi= número de cajas de fusibles producidas por P¡l : 

10x1 + 4x2 + 16x3 + 7,5x4 + 5.6x5 + 4.4x6 ;e; 400 (máquina M,) 

2x1 + 4.~2 + l .6x3 + 2.4x4 + 2.8x5 + 3.3x6 ;e; 120 (máquina M2) 

MÉTODO SIMPLEX: DEGENERACIÓN, DIFICULTADES 
EN EL INICIO 

De lo visto en la sección precedente, se recuerda que en el método simplex se proce
de paso a paso a partir de una solución factible básica hacia otra, incrementando de 
este modo el valor de la función objetivo/hasta que se alcanza una solución óptima. 
Cada una de estas transiciones se realiza por medio de un intercambio en el que una 
de las variables de la derecha se convierte en una variable básica y viceversa. 

Puede ocurrir, sin embargo, que una solución factible básica no sea óptima, Y 
que tampoco sea posible incrementar /intercambiando una sola variable sin entrar en 
conflicto con las restricciones. Esta situación sólo puede presentarse para una solu
ción factible básica en la que más de n - m variables sean cero (con m y n como se 
definieron en la sección 2L3). Tal solución se denomina solución factible degene
rada. En un caso así se intercambia una variable de la derecha por una variable 
básica que sea cero para esa solución y luego se procede como ya se estableció. En 
casos más complicados es posible que tengan que llevarse a cabo varios de estos 
intercambios adicionales, 

MÉTODO SIMPLEX: DEGENERACIÓN, DIFICULTADES EN EL INICIO 591 

Teóricamente, cuando hay degeneraciones existe la posibilidad de que el algo
ritmo simplex quede atrapado en una trayectoria cerrada infinita, es decir, que no 
termine. En la práctica, la ocurrencia de una trayectoria así ha sido extremadamente 
rara, de modo que basta con mencion::1r qnP Pn 1~s nhr,:,s r;t,:,Aas ""'" .,,.1 ")pé"rl;r ... 1 

como referencias [F6] y [F I O] se describen con mayor amplitud técnicas para mane
jar las degeneraciones. 

Ejemplo 1. Método slmplex, solución factible degenerada. 

Una fu~dición produce dos ·clases de hierro, /
1
, /'l, usando tres clases de materia prima R

1
, R

2
, R

3 
(chutan-a 

Y dos hpos de mena) como se muestra Maximizar Ja ganancia neta diaria 

Materia 
prima 

Ganancia neta 
por tonelada 

Materia prima necesaria por 
tonelada 

Hierro 4. Hierro 

2 

o 

$150 $300 

Materia prima disponible 
por día (toneladas) 

16 

8 

3.5 

Soluciótt. Seanx
1
,x

2 
las cantidades (en toneladas) de hierro /

1 
e /

2
, respectivamente, producidas por día: 

entonces. el problema es como sigue: Maximizar 

(1) f = 150x1 + 300,2 

sujeta a las restricciones x
1 

G. O. x
2 
~ O y 

2r1 + x 2 ~ 16 

X¡ + ,\'2 ~ 8 

Al introducir las variables de holgura ,r
3

, x
4

, x~, se obtiene la fonna nom1al 

2x1 + X2 + X3 16 

(2) -':1 + X2 + X4 8 

-"'2 + X5 3.5 

X¡ S: 0 (i = 1, '5). 

Operación itticial. Para empezar, se toman x;• .:r.:i x.'i como variables bó.sicas y se despejan en las 
ecuaciones (2): 

X3 16 - 2..\'¡ - '2 

(3) X4 8 f¡ - X2 

X5 3.5 - x2º 

Haciendo x
1 

= O, x
2 

=Ose obtienen los valores positivos .r
3 

= 16, x4 = 8, x, = 3 5, de modo que se 
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satisfacen todas lns restricciones, es decir, se tiene una solución factible básica (punto O de la figura 
y puede iniciarse el proceso iterativo, 

Primer paso. Se realiza la prueba de optimalidad, En (3), las variables de la derecha son.x1,.xl" En térm
de éstas,fqueda definida por ( 1 ), El criterio de optimalidad (sección 21.3) muestra quefno es óptim 

Se prepara el intercambio de una variable. Es necesario conside_rar tanto x 1 como x 2, ya que las 
tienen coeficientes positivos en f; ver ( 1 ). Se considerará .x1• A partir de (3) y ( l) se obtiene 

X3 16 - 2x¡ - X2, 6.x¡ 8, 

X4 8 - .:! - .x2" 6.x¡ 8, 

X5 3.5 - X2, 

De manera semejante, para x
2 

a partir de (3) y ( 1) se obtiene 

X3 = 16 2x¡ - X2, 6.x2 16 

X4 = 8 X¡ ·- X2, 6.x2 8 

X5 = 3.5 - X2, 6.x2 3.5, 

t:.f = 150t:.x1 

é,.f = 1506.x¡ 

1200 

1200 

!:,.f = 3006..>:2 = 1050. 

Se observa que debe intercambiarse x
1
, ya que entonces se obtiene el incremento máximo posible, f\ 

1200. Por lo subrayado se observa que es posible intercambiar x
1 

y .x
3

, o bien, x1 y .x4 • Se intercambia 

.x
1 

y .x
3

. Despejando las nuevas variables básicas .x
1
, x4 y .x

5
, se obtiene 

X¡ 8 0.5x2 0.5.x3 

(4) -'4 0.5x2 + 0.5x3 

X5 3.5 .xz, 

Por tanto, la solución factible basica presente es 

X¡ = 8, X2 = O, X3 = O, X4 = 0, X5 = 3.5 

(punto A de la figura 448), y se observa que es degenerada, ya que tiene más den - m = 5 - 3 = 2 ceros'. 
a saber. tiene J ceros. ·: 

Segundo paso. Se realiza la prueba de optimalidad. Para ello es necesario expi:esar.fen ténninos de las'., 
nuevas variables de la derecha xl' x

3
. De ( 1) y la primera ecuación en (4) se obtiene 

(5) f = 1200 -1- 225x2 - 75X3. 

El criterio de optimalidad muestra que la presente solución factible básica no es óptima. 

f = 1725 ,, .... 
............ 

(= o ..... .._ 
............. ,....._ .... 

o ........ ......... x¡ 

Figura 448. Ejemplo 1, en donde A es una solución degenerada. : 
Se considerara ,

2 
para un intercambio. No se considerara x

3 
dado que su coeficiente en (5} es negati-

,::') ,, ) ) ·2. '!) ) ) . : 
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vo, por las razones explicadas en la sección 21.3 Por (4) se tiene 

8 - 0.5x2 - 0.5x3, 6.x2 16, 

- 0.5x2 + 0.5x3, 6.x2 º· M o, 

3.5 X2, 6.x2 3,5, 

Debido a la presencia de degeneración, se intercambiarán x
2 

y r
4 

{siendo las dos cero en A), sin incre~ 
mentarfy sin dejar A. Se despejan las nuevas variables básicas x1, x2, x

5
: 

(6) 

Tercer paso. Con base en ( 1) y (6) se obtiene (en ténninos de las nuevas variables de la derecha ,
3

, x
4

: 

(7) f = 1200 + J50X'3 - 450X4-

Por el criterio de optimalidad, /no es óptima en A. Con el fin de preparar un intercambio se considerará 
x

3
• No se considerará x

4 
porque su coeficiente es negativo. Por (6) y (7), se tiene 

X¡ 8 X3 + X4, 6.x3 = 8 

X2 X'3 2x4 

X5 = 3.5 - X3 + 2x4, 6.x3 = 3.5, M= 150 D.x3 525. 

Se intercanibian x
3 

y x
5 

y se despejan las nuevas variables básica~ x 1, .x2, x
3

: 

4.5 

(8) 

Cuarto paso. De ( 1) y (8) se obtienef en ténninos de las nuevas variables de la derecha x
4

, ,
5

: 

(9) f = 1725 - J50X4 - 150X5, 

El criterio de optimalidad muestra que la solución factible básica presente es óptima. Por (8) se ve que 
esta solución es 

X¡ = 4.5, º· o 

(punto 8 en la figura 448), y a partir de (9) se tiene quefópt = 1725 

Respuesta'. La ganancia neta se maximiza si se producen x
1 

= 4 ,5 toneladas de hierro /
1 

y x 2 = 3.5 
toneladas de hierro!, pordia, Esta cantidad máxima es $1725. También, en este plan, se dejan sin usar 
x

3 
= 3.5 toneladas de matcda prima R

1 
1 

Dificultades en el inicio 

Algunas veces puede ser difícil encontrar una solución factible básica de la cual par
tir. En tal caso, ayuda la idea de una variable artificial (o varias de estas variables). 
Este método se explicará mediante un ejemplo típico. 

), ,') ) f_) :) _) ) ) J _) ) ,) ,~) ) _) _) ,, ) ) ) 

1 
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Ejemplo 2. Método simplex: inicio difícil, variable artificial. 

Maximizar 

(10) f 

sujeta a las restricciones x 1 ~ O, x2 ~ O Y 

X¡ + X2 ;ai 4, 

SoluciórL Por medio de las variables de holgura se logra la fonna nonnal 

-X¡ + 1 
2·'"2 + X3 -1 

(I J) X¡ X2 + X4 2 

X¡ + K2 + 's 4 

X'¡ E"; o (i = 1, · · · , 5). 

Se desea utilizar x
3

, x4, x5 como variables bO.sicas y, en consecuencia. empezar resolviendo: 

X3 = -1 + X¡ fx2 

(12) X4 2 X¡ + X2 

X5 4 X¡ X2· 

Pero, para x 
1 

= O, .x2 = O se tiene el valor negativo x3 = -1, de modo que no es posible proceder de 
inmediato. Ahora bien, en lugar de buscar otras variables básicas, puede hacerse lo siguiente: se introdu- i 
ce una nueva variable x6, denominada variable artificial y definida por 

(13) 

con la restricción x6 & O, y se toman x4, X:,;, rb como variables básicas: 

X4 = 2 - ·'1 + X2 

(14) 4 

Estas son positivas cuando las nuevas variables de la derecha x 1, x2, ,x-3 son cero. Por tanto. se ha encon~ 
trado una solución factible básica x 1 = x2 = x

3 
= O, x4 = 2, x5 = 4, x6 = 1 para un problema ampliado que 

implica seis variables y tres ecuaciones .. En este nuevo problema, con el fin de llegar a una solución del 
problema dado debe tenerse cuidado de que, al final, desaparezca x6. Esto se lleva a cabo con la idea de 
modificar la función objetivo sumando un término -MK

6
, en donde Mes muy grande; es decir, (en ( 10) 

se reemplaza por [ver (10) y ( 14)) 

(15) 

Entonces, una x6 positiva hará aj muy pequeña, de modo que, al final, x6 = O. 

Primer ;aso. j no es máxima en la presente solución factible básica" Para M grande, el único coefi~ 
ciente positivo en (15) es el de x

1
; por tanto, con base en ( 14) y (15), la preparación para el inter

cambio es 

e r, ne i. (. ( ( ' ( ( ( ( ( (: (', 
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X4 2 X¡ + X2, Ax 1 2, 

X5 4 X¡ X2, Ll.x 1 4, 

X5 = 1 - :.! + 2X2 + X3, Ó.X¡ = Í, íJ.j = M + 2, 

Se intercambian , 1 y x 6 y, en consecuencia, se resuelven ( i 4) y ( i 5) 

X¡ + !x2 + X3 - X5 

(16) X4 + !x2 - X3 + X5 

X5 
:J 

- 2X2 - X3 + X5 

y 

Se observa que la variable a1tiíicial x• se ha convertido en una variable de la derecha Ahora puede 
hac.;erse x6 =O.ya que entonces con ( 16) se obtiene x 1 = 1, x2 = O. x'.\ = O. x4 = 1. x5 = 3 como una solución 
factible básica del problema original 

Los pasos posteriores siguen el patrón de costumbre (ver la sección 21.3) y pueden dejarse al estu

diante. 

Problemas de la sección 21.4 

l. Maximizar/= 300x
1 
+ 500x

2 
sujeta a X;"" O (i = 1, · · ·, 5), 

tomando a xJ, x
4

, x
5 

como variables básicas e intercambiando x
1 

y x
5 

en el primer paso. 

2. Maximizar el rendimiento diario/= x
1 

+ x
2 

en la producción de .-1 platos de vidrio por 
med(o ~e un proceso P

1
, y x

2 
platos de vidrio por medio de un proceso P

2
, sujeto a las 

restncc1ones 

2.- 1 + 3x2 ;a, 130 

3x1 + 8x2 ;,i 300 

4x1 + 2x2 ;a, 140 

(horas de mano de obra). 

(horas de máquina), 

(abastecimiento de materia prima) 

3. Maximizar/= ñx
1 

+ 6x
2 

+ 9xJ sujeta a·";"" O (j = 1, • 5) y 

4. Maximizar el rendimiento total/= x 1 + x
2 

+ xJ (valores de la producción al aplicar tres 
procesos diferentes) sujeto a las restricciones de entrada (limitación del tiempo de má
quina) 

5. Continuar y terminar el proceso de resolución en el ejemplo 2. 

6. Maximizar/= 4x
1 

+ x
2 

+ 2xJ sujeta a 
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7. Maximizar la ganancia total diaria/que se obtiene al producir x
1
, x,, x

3 
lámparas de 

tipos 1, 11 y lll, respectivamente, si las ganancias por lámpara son de $1 O, $8 y $5, resp 
tivamente, y las restricciones son (abastecimiento diario de metal, abastecimiento de pi 
tico y papel, abastecimiento de vidrio) 

8. Usar una variable artificial para maximizar J= 2x
1 

+ x
2 

sujeta a 

9. Usar una variable artificial para minimizar J= 2x
1 

- x
2 

sujeta a 

10. Si se aplica el método de las variables artificiales a un problema sin solución; esta inexi, 
tencia se sabrá por el hecho de qu'e no es posible deshacerse de la variable artificia: 
Ilustrar este h::cho tratando de maximizar J= 2x

1 
+ x

2 
sujeta a x

1 
.: O, x

2
.: O y 

Cuestionario y problemas de repaso del capítulo 21 

1. ¿Cuál es la diferencia entre optimización restringida y optimización no restringida? 
2. Explicar la idea del método del descenso más pronunciado. ¿De qué depende la rapidez 

de convergencia? , 
3. ¿Por qué el valor de la función disminuye en cada paso del método del descenso más pr~~ 

nunciado (a menos de que se llegue a un punto en que el gradiente sea el vector cero)? ' 
4. ¿Qué condición de diferenciabilidad debe hacerse en el método del descenso más pronun 

ciado? 
5. Escribir un algoritmo para el método del descenso niás pronunciado. 
6. ¿Qué hipótesis sobre la función objetivo se establecen en la programación lineal? 
7. ¿Por qué no es posible usar métodos de cálculo para detenninar máximos o mínimos en 

un problema de programación lineal? 
8. Explicar la idea básica de la búsqueda sistemática de un máximo o un mínimo en un 

problema de programación lineal. 
9. ¿Qué son las variables de holgura? ¿Y las variables artificiales? ¿Por qué se usaron? 

10. ¿Qué sabe el lector sobre las dificultades que pueden presentarse en un problema de 
programación lineal? Analizar maneras de vencer tales dificultades. 

ll. Aplicar el método del descenso más pronunciado aj(x) = x 1
2 + 1 .Sx/, partiendo de x0 = 

6i + 3j (tres pasos). ¿Por qué la convergencia es más rápida que en el ejemplo I de la 
sección 21 , 1? 

12. En el problema l l partir de x
0 

= l .Si+ j. Demostrar que las siguientes aproximaciones 
son x

1 
= k( ! .Si+ j), x

2 
= k2x

0
, etc., en donde k = 0.2. 

13. Comprobar que en el problema 12 los gradientes sucesivos son ortogonales. ¿Por qué? 
14. ¿Qué resultado se obtiene con el método del descenso más pronunciado cuando se aplica aj(x) = 

x1x2 
+ 1, partiendo de (a) 4i + 4j, (b) 2i + j (1 paso)? Comparar los resultados y explicar. 

15. ¿Cuál es el efecto del método del descenso más pronunciado en el caso de una sola variable? 
16. Diseñar un "método del ascenso más pronunciado" para detenninar máximos. 
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Describir y graficar la región en el primer cuadrante del plano x
1
x

2 
definida por las siguientes 

desigualdades lineales. 

17. X¡ 2x2 ¡¡;; - 4 18. X¡ + x 2 ;¡¡ 5 19. X¡ + X2 ¡¡;; 2 

2x¡ + X2 ;¡¡ 12 Xz ;¡¡ 3 2x¡ 3x2 ¡¡;; -12 

X¡ + X2 ~ 8 -X¡ + X 2 ;¡¡ 2 X¡ ;¡¡ 15 

20. X¡ + 2x2 ¡¡;; 2 21. 3x1 
5x2 ;¡¡ o 22. X¡ 3x2 ¡¡;; -3 

X¡ ;¡¡ 6 4x1 + 3x2 ;¡¡ 28 X¡ + X2 ~ 9 

X1 2x2 ¡¡;; O 5x1 6x2 ¡¡;; -12 2x¡ + 7x2 ;¡¡ 14 

X¡ + 2x2 ;¡¡ 6 4x1 + X2 ~ 4 3x1 X2 ~ 24 

Minimizar la función dada/sujeta ax
1
.: O, x

2
.: O y las restricciones adicionales 

23. f = 3x1 + 2x2, x
1 

+ x
2 

¡¡;; 2, x 1 - x2 ¡¡;; - I, 5x1 + 3x2 ;¡¡ 15 

2x
1 

+ 4x
2 

¡¡;; 8, 2x1 - 5x2 ;¡¡ O, -x1 + 5x2 ;¡¡ 5 

4 ;¡¡ X1 + Xz ;¡¡ 10, -6 ;¡¡ X¡ - Xz ;¡¡ O 

24. f = 2x1 + 8x2 , 

25. f = -2x1 + 10x2 , 

26. Maximizar f= x
1 

+ x
2 

sujeta a x
1

,:: O, x
2
.: O, y 

27. Una empre~a produce tres !ip?s de empaqu~s, G1, G2,, Gr co~ ganancias ne~as ~e $4, $6 y 
$8, respectivamente. Maxnmzar la gananc,a total diana sujeta a las restncc1ones (x; = 

número de empaques Gj producidos por día) 

x
1 

+ 2x2 + 4x3 ;¡¡ 100 (maquina hora), 2x1 + x 2 ;¡¡ 40 (labor). 

28. Graficar la región de las soluciones factibles del problema 27 e indicar la solución óptima. 

29. Maximizar f= I 2x
1 
+ 6x

2 
+ 4x

3 
sujeta a las restricciones x 1 G O, X2 G O, x 3 G O. 

30. ¿Es única la solución de un problema de maximización? Explicar la respuesta. 

Resumen del capítulo 21 
Optimización no restringida, programación lineal 

En optimización se maximiza o minimiza una función objetivo/ dependiendo 
de las variables de control x cuyo dominio no está restringido ("optimización 
no restringida", sección i{ 1) ó sí lo está mediante restricciones en la forma 
de desigualdades, de ecuaciones o ambas cosas ("optimización restringida", 

sección 21.2). 
Si la función objetivo es lineal y las restricciones son desigualdades linea

les en las variables de control x,, · · · , x., entonces al introducir variables de 

1 
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holgura x •. +,• · · ·, x. es posible escribir el problema de optimización en forma. 
normal con la función objetivo definida por 

( 1) 

( en donde e,.,, = · · · =c.= O) y las restricciones definidas por 

allxl + ª12X2 + + ª1nXn b¡ 

ª21X1 + ªz2X2 + + ª2nXn bz 

(2) . . . . . .. 

ªm1X1 + ªmzXz + .. + 0 mnxn = bm 

X¡~ O, ... , xn ~ O. 

En este caso ouede aplicarse entonces el ampliamente usado método simplex 
(sección 21.3), una búsqueda sistemática paso a paso a través de un subconjunto 
muy reducido de todas las soluciones factibles. En la sección 21.4 se mostró 
cómo superar dificultades que pueden presentarse en relación con este método. 

<; ( ( ( ( ( (, e·. r, 

Gráficas y análisis 
combinatorio 

C! (?OC> 0 (: 0 Q 

Las gráficas y las digráficas (directed graphs; gráficas dirigidas) están con
virtiéndose en herramientas cada vez más poderosas de la ingeniería eléctrica y 
civil, redes de computación, administración industrial, investigación de opera
ciones, computación, mercadeo, economía, sociología, etc. Un factor que con
tribuye a acelerar este crecimiento es el impacto de las grandes computadoras 
rápidas y su empleo en problemas de optimización a gran escala que pueden 
modelarse en términos de gráficas y resolverse mediante algoritmos suminis
trados por la teoría de gráficas. Este método produce modelos de aplicabilidad 
e importancia económica generales. Se encuentra en el centro de la 
"optimización combinatoria", expresión introducida recientemente que de
nota los problema de optrl'nización que poseen estructuras discretas o 
combinatorias pronunciadas. 

En este capítulo se proporciona una introducción a esta nueva área am
plia, que está llena de nuevas ideas y de problemas sin resolver, en rela
ción, por ejemplo, con algoritmos de cómputo eficientes e ideas sobre c,nn
plcjidad computacional. Las clases de problemas que serán considerados a 
mem,Jo cc-11.st,:uyc,: '.:'1 núdeo de problemas prácticos más grandes y com
plejos. 

Prerrequisilos: Ninguno. 
Bibliografia: Apéndice 1, pa11e F. 
Respuestas a los problemas .. · Apéndice 2. 

22. 1 GRÁFICAS Y GRÁFICAS DIRIGIDAS (DIGRÁFiCAS) 

En términos generales, una gráfica consta de puntos, denominados vértices, Y rectas 
que unen los vértices. denominadas bordes. Por ejemplo, los vértices pueden ser 
cuatro ciudades y los bordes, cinco autopistas que unen las ciud;:·:!:::, ... ~,.,ff' º:. como se 
muestra en la figura 449. O bien, los puntos pueden representn.r a1.:· .. 1·,•: :,ersor ~s, y 
por medio de un borde pueden conectarse aquellas que hacen ,1e.;, ,r ·> n :,e sí. O 
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Figura 449. Gráfica que consta de 
4 vértices y 5 bordes. 

GRÁFICAS Y ANÁLISIS COMBINATOR 

e Ciclo · 

,,,- Vértice aisladq,_ 
11 ( •11~ 

._...----:--.... i ~· 
Borde doble 

Figura 450. Vértice aislado, 
lazo, doble borde. (Excluido 

por definición.) 

bien, los vértices pueden representar computadoras y los bordes conexiones entre 
éstas. A continuación se proporcionará una definición formal. 

Definición de gráfica 1 

Una gráfica G consta de dos conjuntos finitos (que tienen un número finito de ele-[' 
mentas), un conjunto V de puntos, denominados vértices, y un conjunto E de rectast: 
de conexión, denominadas bordes, tales que cada borde conecta dos vértices, deno-f_: 
minados puntos extremos del borde. Se escribe ! 

G= (V,E). 

Por com,:ididad, se excluyen 1 los vértices aislados (vértices que no son puntos 
extremos de ningún borde), los lazos (vértices cuyos puntos extremos coinciden) y 
los bordes múltiples (bordes que tienen ambos puntos extremos en común). Ver la. 
figura 450. Las precisiones anteriores scin prácticas para el objetivo de este libro. 1 

Los vértices se denotarán porletras u, v, ···,o bien, por v
1
, v

2
, ···o simplemente 

por números 1, 2, · · · (como en la figura 449). Los bordes se denotarán por e
1
, e

2
, • • ·, 

o por sus dos puntos extremos; por ejemplo, en la figura 449 se tiene que e
1 

= ( 1, 4), 
e

2 
= (1, 2). 

Se dice que un vértice v. es incidente con un borde (v., v.); de manera semejante 
para v .. El número de borde; incidentes con un vértice se deiiomina grado de v. Dos 
vértic~s se denominan adyacentes en G si están conectados por un borde en G (es 
decir, si son los dos puntos extremos de algún borde en G). 

Las gráficas se encuentran en diferentes campos bajo denominaciones distintas: 
como "redes" en ingeniería eléctrica, "estructuras" en ingeniería civil, "estructuras 
moleculares" en química, "estructuras organizacionales" en economía, "sociogralllas", 
"n1apas de carreteras", "redes de telecomunicaciones", etc. 

Las redes de calles de un solo sentido, las redes de duetos, las sucesiones de 
tareas en trabajos de construcción, los flujos de cálculos en una computadora, las 
relaciones productor-consumidor y muchas otras aplicaciones, sugieren la idea de 

1 Como lo hacen muchos autores, aunque no hay unifonnidad al respecto, por lo que es necesario tener 
cuidado. Algunos autores penniten bordes múltiples y a las gráficas sin ellos las denominan "gráficas 
simples". Otros permiten ciclos o vértices aislados, dependiendo del propósito. 

) ; ) ) ) ), 
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Figura 45·1. Digráfica. 

una "digráfica" (gráfica dirigida) en donde cada borde tiene una dirección (indicada 
por una flecha, como en la figura 451 ). 1 

Definición de digráfica (gráfica dirigida) 
Una digráfica G = ( V, E) es una gráfica en la que cada borde e = (i, j) tiene una 
dirección desde su "punto inicial" i hasta su "punto terminal" J. 

Ahora son permitidos dos bordes que conectan los dos mismos puntos i,j, en el 
supuesto de que tengan direcciones opuestas, es decir, que sean (i,j) y (j, i). Ejemplo. 
(1, 4) y (4, 1) en la figura 451. 

Una subgráfica o subdigráfica de una gráfica o digráfica dada G = ( V, E), res
pectivamente, es una gráfica o digráfica que se obtiene al eliminar algunos de los 
bordes y vértices de G, reteniendo los otros bordes de G ijunto con sus pares de 
puntos extremos). Por ejemplo, e

1
, e

3 
ijunto con los vértices 1, 2, 4) constituye una 

subgráfica en la figura 449, y e
3

, e
4

, e
5 

Uunto con los vértices 1, 3, 4) constituye 
una subdigráfica en la figura 451. 

Representación por computadora de gráficas y digráficas 

Los dibl\jos de gráficas son de utilidad para explicar o ilustrar situaciones específi
cas. Aquí debe tomarse en cuenta que una gráfica puede trazarse de varias maneras 
(ver la figura 452). A fin de manejar gráficas y digráficas en computadora, se usan 
matrices o listas como sigue. 

La matriz de adyacencia A= [a
1
¡l de una gráfica G 

si G tiene un borde (i,j), 

en otro caso. 

@4 00ª 2 3 4 1 

5 8 2 3 

6 7 6 7 

(a) (b) (e) 

Figura 452. Diferentes representaciones de la misma gráfica. 

:') "'.) ), ) ·':) ) ) ) ) :0 ) ) j ) j ) ~ ) ) ) J J ~ ) 
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Aquí, por definición, se considera que ningún vértice es adyacente a sí mismo, A e, 

simétrica a .. = a ... (¿Por qué?) : . 
La U:at~iz cf~ adyacencia de una gráfica suele ser mucho más pequeña que 1 

,ncztriz de incidencia (ver los probíemas 2i-24) y es preferida sobre ésta en caso d, 
que se decida almacenar una gráfica en fom1a matricial en una computadora. 

Ejemplo 1. Matriz de adyacencia de una gráfica. 

:gr Vértice 2 4 

Vertex 1 

['. 
o 

] 2 o 

3 o 
4 

4 

La matriz de adyacencia A= [a 11] de una digráfica G 

si G tiene un borde (i,;), 

en otro caso. 

Esta matriz A no es simétrica. (¿Por qué?) 

Ejemplo 2. Matriz de adyacencia de una digráfica. 

Al vértice 2 4 

71 º·"'"''" ' [ 
o 

;J 
2 1 o o 

3 o o 
4 4 o o o 

List::is. Li, lbrn cie mcidencia de vértices de una gráfica muestra para cada vértice 
los bordes incidentes, La lista de incidencia de bordes muestra para_cada bo:d~ sus 
dos puntos extremos. De manera semt:"jante para una ~igrájica; en 1~ lista de vert1ces, 
los bordes de salida tienen entonces un signo negativo, y en la lista de bordes se 

tienen ahora pares ordenados de vértices. 

Ejemplo 3. Lista de incidencia de vértices y lista de incidencia de bordes de una gráfica. 

Esta gráfica es la misma que en el ejemplo 1, ex.cepto por la notación, 

Vértice Bordes incidentes 

e 1, e5 
e1, ez, e3 

ez, e4 

e3, e4, e5 

Borde Puntos extremos 

e¡ V1, V2 

ez U2, V3 

e3 Vz, V4 

e4 V3, V4 

e5 V¡, V4 

o o o E e e e, e e e e e e i r · e r, e·, e (D @ e;;:, o o o o 0 o @ ~ 
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Las "gráficas ralas" son gráficas con pocos bordes (mucho menos que el má.'(i
mo número posible n(n - 1 )/2, en donde n es el número de vértices). Para estas gráfi
cas, las matrices no son eficientes .. Entonces, las listas poseen la ventaja de requerir 
mucho menos espacio de alnu1cenamiento y ser m.á.s fáciles de manejar; pueden orde
narse, clasificarse o manipularse de varias otras maneras directamente dentro de la 
computadora. Por ejemplo, al trazar un "recorrido" (una sucesión conexa de bordes 
con puntos extremos comunes por pares), es fácil ir y volver entre las dos listas re
cientemente analizadas, en vez de buscar un solo I en una gran columna de una 
matriz. 

La computación ha desarrollado listas más refinadas que, además del contenido 
real, contienen "indicadores" que señalan el dato precedente o subsecuente a ser bus
cado, o ambos datos (en el caso de un "recorrido", el borde precedente o el borde 
subsecuente). Respecto a los detalles, consultar la obra citada en el apéndice 1 como 
referencia (F 12 J. 

Esta sección se dedicó a presentar los conceptos y las notaciones fundamentales que 
serán necesarios a lo largo de este capítulo, en el que se analizarán algunas de las clases 
más importantes de problemas de optimización combinatoria .. Al mismo tiempo, lo ante
rior será de utilidad para familiarizarse más y más con las gráficas y con las digráficas. 

Problemas de la sección 22.1 

l. Trazar la gráfica que consta de los vértices y bordes de un tetraedro .. 
2. El obrero W

1 
puede realizar los trabajos J

1 
y J, el obrero 11\ puede realizar el trabajo J

4
, 

y el obrero W
3 

puede realizar los trabajos J, y~- Representar lo anterior por medio de una 
gráfica. -

3. Explicar cómo lo siguiente puede considerarse como gráficas o como digráficas: lasco
nexiones aéreas entre ciudades dadas: la pertenencia de algunas personas a ciertos comi
tés; las relaciones entre los capítulos de un libro; un torneo de tenis; los países de un mapa. 

4. ¿Cómo representaría el lector por medio de una digráfica una red que consta de las calles 
de un solo sentido y las calles de doble sentido? 

5. Proporcionar más ejemplos que puedan representarse mediante una gráfica o de una 
di gráfica. 

6. Encontrar la matriz de adyacencia de la gráfica de la figura 449 .. 

7. 

10. 

F'n cada caso, encontrar la matriz de adyacencia de la gráfica o de la digráfica que se 
11'1Ut:hllil 

8. 9. 

N e¡ 3 

2 

4 

3 11. 
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13. Demostrar que la matriz de adyacencia de una gráfica es simétrica. 

Trazar la gráfica cuya matriz de adyacencia es 

Trazar la digráfica cuya matriz de adyacencia es: 

17. La matriz del problema 14. 

18. La matriz del problema 16. 

19. (Gráfica completa) Demostrar que un gráfica G con II vértices puede tener cuando m 
cho 11(11 - 1 )/2 bordes, y que G tiene exactamente n(n - 1 )/2 bordes si Ges completa, 
decir, si todo par de vértices de G está unido por un borde. (Recordar que se excluyen 1 
lazos y los bordes múltiples.) 

20. ¿En qué caso todos los elementos fuera de la diagonal en la matriz de adyacencia de u.' 
gráfica G son iguales a 1? 

La matriz de incidencia B de una gráfica. La definición de Bes [b
1
k]' donde 

{ 
1 si el vértice} es un punto extremo del borde ek, 

bjk = ·º en otro caso. 

Encontrar la matriz de incidencia de 
21. La gráfica del problema 11. 
22. La gráfica del problema 10. 

Trazar la gráfica cuya matriz de incidenciP. es 

23. r: o 
o 

o 

o 

o o 
o 

o 
o o 

La matriz de incidencia B de una digráfica. La definición de Bes (~k ), en donde 

ENl 
si el borde ek sale del vértice/, 

si el borde ek entra del vértice}, 

en otro caso. 

Encontrar la matriz de incidencia de la 

25. Digráfica en el problema 7. 

26. • Di gráfica en el problema 9. 

Trazar la digráfica cuya matriz de incidencia es 
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[-; 
-1 o 

J [_; 
-1 

J 27. -1 28. -1 o 
o o 

29. Escribir la lista de incidencia de vértices de la digráfica del problema 7, 

30. Escribir la lista de incidencia de bordes de la digráfica de la figura 45 ¡. 

22.2 PROBLEMAS DE LA TRAYECTORIA MÁS CORTA. COMPLEJIDAD 

Empezando en esta sección, se analizarán algunas de las clases más importantes de 
problemas de optimización relacionados con gráficas y digráficas tal como se pre
sentan en aplicaciones. Las ideas y los algoritmos básicos se ilustrarán y explicarán 
por medio de pequeñas gráficas, pero debe tenerse en cuenta que los problemas de la 
vida real a menudo pueden implicar muchos miles e inclusive millones de vértices y 
bordes (piense el lector en las redes telefónicas, en un viaje aéreo alrededor del mun
do, en las compañías que poseen oficinas y almacenes en todas las grandes ciudades), 
por lo que entonces son absolutamente necesarios métodos sistemáticos confiables y 
eficientes: las soluciones por inspección o al tanteo dejan de funcionar, inclusive si 
fuesen aceptables soluciones "casi óptimas". 

Se empezará con problemas de la trayectoria más corta, tal como se presen
tan, por fliemplo, en el diseño de las rutas más cortas (o menos costosas, o más rápi
das) para un agente viajero, para un buque de carga, etc. Primero se explicará qué se 
entiende por trayectoria. 

En una gráfica G = ( V, E), es posible pasar de un vértice v
1 

a lo largo de algunos 
otros vértices hacia otro vértice vk. Aquí es posible 

(A) no imponer ninguna restricción, o bien, 

(B) requerir que cada borde de G sea visitado cuando mucho una vez, o bien, 

(C) requerir que cada vértice de G sea visitado cuando mucho una vez. 

En el caso (A), el desplazamiento se denomina recorrido. Así, un recorrido de v
1 

a vk 

es de la forma 

(1) 

en donde algunos de estos bordes o vértices pueden ser los mismos. En el caso (B), en 
donde cada borde puede ocurrir cuando mucho una vez, el recorrido se denomina 
camino. Por ultimo, en el caso (C), en donde cada vértice puede ocu1Tir cuando 
mucho una vez (y por tanto cada borde ocurre automáticamente cuando mucho una 
vez), el camino se denomina trayectoria. 

Se admite que un recorrido, un camino o una trayectoria puede terminar en el 
vértice en que empezó, en cuyo caso se dice que es cerrado, así, en ( 1) se tiene que 
V= V. 

k U
1
na trayectoria cerrada se denomina ciclo. Un ciclo tiene por lo menos tres 

bordes (debido a que no se tienen bordes doble~ ver la sección 22.1 ). En la figura 
453 se ilustran todos los conceptos anteriores. 

j ) ) ) 
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®~-I--I 
Figura 453. Recorrido, camino, trayectoria, ciclo. 

1-2-3-2 es un recorrido (no un camino). 
4-1 ·2-3-4-5 es un camino (no una trayectoria). 
1 ·2-3-4-5 es una trayectoria (no un ciclo). 
1-2-3-4-1 es un ciclo. 

Trayectoria más corta. Una vez que se ha dicho qué es una trayectoria, a continua- . 
ción se dirá qué se entiende por trayectoria más corta en una gráfica G""" (V, E). Para 
lo anterior, cada borde (v1, v_,-) en G debe tener una "longitud" dada liJ > O. Entonces, · 
una trayectoria más corta v 1 ...,. vk (con v 1 y vk fijos) es una trayectorja (1) tal que la; 
suina de las longitudes de sus bordes " 

/12 + /23 + 134 + .. ' + 'k-1,k 

es mínima (la más pequeña posible entre todas las trayectorias de v 1 a vk). De manera 
semejante, una trayectoria más larga v1 ...,. vk es una para la que esa suma es máxima. 

Los problemas de la trayectoria más corta y de la trayectoria más larga figuran , 
entre los problemas de optimización más importantes. Aquí, la «longitud» liJ (a me
nudo denominada "costo" o "peso") puede ser una longitud real medida en kilóme
tros o en tiempo de viaje o en gastos de gasolina, aunque también puede ser algo 
completamente diferente. 

Por ~jemplo, el "problema del agente viajero" requiere la determinación del ci
clo hamiltoniano2 más corto en una gráfica dada, es decir, un ciclo que contiene a 
todos los vértices de la gráfica. 

Como otro ejemplo, al elegir la "ruta más rentable" v1 ...... vk, un agente viajero 
desea maximizar 2,liJ, en donde fu es su comisión esperada menos sus gastos de viaje 
para ir del pueblo i al pueblo}. 

En un problema de inversión, i puede ser el día en que se realiza una inversión, 
j el día de vencimiento y I iJ la ganancia resultante, y se obtiene una gráfica al consid~
rar las varias posibilidades de invertir y reinvertir durante un periodo de tiempo dado. 

Trayectoria más corta si todos los bordes son de longitud uno 

Resulta evidente que si todos los bordes son de longitud uno, entonces la trayectoria 
más corta v1 ..,. vk es aquella que tiene el menor número de bordes de todas las trayec
torias v1 _., vk en una gráfica G dada. Para este problema se analizará un algoritmo de 
PBA (primera búsqueda de amplitud). Lo anterior significa que en cada paso el 
algoritmo visita todos los vértices vecinos (todos adyacentes) de un vértice alcanza-

WILL.IAM ROWAN HAMILTON (1805-1865), matemático irlandés, conocido por su obra en diná
mica 

(, e r· e ( ( e r r e 
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do, en oposición a un algoritmo de PBP (primera búsqueda de profundidad), que 
realiza un gran camino (como en un laberinto). Este algoritmo ampliamente usado se 
muestra en la tabla 22. L · 

Tabla 22.1 
Algoritmo PBA de Moore para la trayectoria más corta (todas las longitudes 
1iliden uno )3 

ALGORJTMO MOORE [G = (V, E), s, t] 
Este algoritmo detem1ina una trayectoria más corta en una gráfica conexa G = 

( V, E) de un vértice s a un vértice t .. 

ENTRADA: Gráfica conexa G = (V, E), en donde un vértice se denota 
por s y otro por t, y cada borde (i,j) es de longitud fu= 1. 
Inicialmente todos los vértices están sin etiquetar 

SALIDA: Una trayectoria más cmia s.., ten G = (V, E) 

l. Identificar s con O. 

2. Hacer i = O. 

3. Encontrar todos los vértices sin etiquetar adyacentes a un vértice eti
quetado con i. 

4. Etiquetar con i + l a los vértices recientemente encontrados. 

5. Si el vértice t está etiquetado, entonces el "seguimiento hacia atrás" 
proporciona la trayectoria más corta 

k (= etiqueta de t), k- 1 k - 2, · · · , O 

SALIDA k, k - 1 k - 2, · · · , O. Detener el proceso 

O bien, incrementar i por 1. Proceder al paso 3. 

Fin de MOORE 

Se desea encontrar la trayectoria más corta en G de un vértice s (inicial) a un 
vértice t (termina{). A fin de garantizar que existe una trayectoria des a 1, es necesa
rio asegurarse de que G no consta de porciones separadas. Por tanto, se supone que G 
es conexo, es decir, que para dos vértices v y w cualesquiera existe una trayectoria v 
- w en G. (Recordar que un vértice v se denomina adyacente a un vértice u si existe 
un borde (u, v) en G.) 

Ejemplo 1. Aplicación del algoritmo PBA de Moore. 

Encontrar la trayectoria más co11a s - I en la gráfica G que se muestra en la figura 454 

Solución. En la figura 454 se indican Jas ~tiquetas" Los bordes con trazo grueso constituyen una trayec
toria más corta (longitud 4). Existe otra trayectoria más cm1a s - I (i,Puede encontrarla el lector") Por 

' Proceedings of1he /n1emalional Symposi11m forSwi1ching 77,eotJ', parte 11, págs 285-292 Cambridge; 
Harvard University Press, 1959. 

e ci e 
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tanto en el programa es necesario introducir una regla que haga única la búsqueda, ya que en caso 
c nt:.irio la computadora no sabrá qué hacer a continuación si en algún paso es necesario efectuar una 
d~cisión (por ejemplo, en la figura 454 cuando el algoritmo va de regreso al vértice identificado por 2). 
La siguiente regla parece ser natural. 

2 
3 

3 

2 

Figura 454. Ejemplo 1, gráfica dada y resultado del etiquetado. 

Regla de búsqueda. Usando la numeración de los vértices de I a n (¡no las etiquetas!), en cada paso, si 
se llega a un vértice etiquetado con i, entonces coino siguiente vértice tomar el que tiene el menor 
número {¡no la etiqueta más pequeña!) de entre todos los vértices etiquetados con i - l. 1 

Complejidad de un algoritmo 

Complejidad del algoritmo de Moore. Para encontrar los vértices que habrán de ser 
etiquetados con !, es necesario explorar todos los bordes incidentes con s. Luego, 
cuando ¡ = l, es necesario explorar todos los bordes incidentes con los vértices eti
quetados con l, y así sucesivamente. Por tanto, cada borde. es explorado dos veces. 
Se realizan 2m operaciones (m = número de bordes de G). Esta es una función c(m). 
El hecho de que sea 2m o Sm + 3 o 12m no es tan importante; lo esencial es que c(m) 
sea proporcional a m (no a 1112, por ejemplo): es del "orden" m. Para cualquier función 
am + b simplemente se escribe O(m), para cualquier función am2 + bm + d simple
mente se escribe O(m2), etc. Aquí, O sugiere "orden". La idea subyacente y el aspecto 
práctico son corno sigue. 

Al juzgar un algoritmo, el interés primordial lo constituye su comportamiento 
para problemas muy grandes (m grande en este caso), ya que éstos van a determinar 
los límites de la aplicabilidad del algoritmo. Por tanto, la cuestión importante aquí es 
el término qu"< crece mas rápido (arn2 en am 2 + brn + d, etc.), ya que éste superará a 
los demás cuando m sea suficientemente grande. También, un factor constante en 
este tÚmino no es muy importante; por ejemplo, la diferencia entre dos algoritmos de 
órdenes, por ejemplo, 5m2 y 8m2 suele no ser muy importante y puede hacerse irrele
vante por medio de un modesto incremento en la rapidez de las computadoras. Sin 
embargo, sí hay una gran diferencia práctica en que un algoritmo sea de orden m o 
m2, e inclusive de una potencia superior ,nP. Y la diferencia más grande ocurre entre 
estos "órdenes polinómicos" y "órdenes exponenciales", como 2"'. 

Por ejemplo, en una computadora que realiza 109 operaciones por segundo, un 
problema de tamaño m = 50 se hará en 0,3 segundos con un algoritmo que requiere 
m 5 operaciones, pero se hará en 13 días con un algoritmo que requiere 2"' operacio
nes. Sin embargo, esta no es la única razón para considerar los órdenes polinómicos 
tan buenos y los órdenes exponenciales tan malos. Otra razón es la ganancia al usar 
una computadora más rápida. Por ejemplo, ya que 1000 = 3 l.62 = 29 97 , un incremen· 
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to en la rapidez por un factor de 1000 permitirá ejecutar por hora problemas ¡ 000 y 
31.6 veces tan grandes si los algoritmos son O(m) y O(m2), respectivamente, pero 
cuando un algoritmo es 0(2"'), entonces todo lo que se gana es un incremento relati
vamente modesto de I O en el tamaño del problema, ya que 29 97 • 2m = 2"' + 9.97. 

El símbolo O es bastante práctico y de uso común siempre que el orden de cre
cimiento es esencial, pero no así la forma específica de una función. Por tanto si una 
función g(m) es de la forma ' 

g(m) = lch(m) + términos que crecen más rápido (k constante), 

entonces se dice que g(m) es de orden h(m) y se escribe 

g(m) = O(h(m)). 

Por ejemplo, 

am + b = O(m), am 2 + bm + d 

y así sucesivamente. 

Se desea que un algoritrno.4.sea "eficiente", es decir, "bueno" con respecto al 

(i) tiempo (número c.r1 (m) de operaciones de la computadora) 

o bien, con respecto al 

(ii) espacio (almacenamiento necesario en la memoria interna) 

o con respecto a ambas cosas. Aquí, c.r1 sugiere "complejidad" de.~ Dos opciones 
populares de c.,, son 

(El peor de los casos) c,.¡(m) = tiempo más largo que . ./requiere para un proble
ma de tamaño m, 

(Caso promedio) c,.1 (m) = tiempo promedio que.4.requiere para un problema de 
tamaño m. 

En problemas sobre gráficas, el "tamaño" a menudo es m (número de bordes) o n 
(número de vértices). Para el sencillo algoritmo en cuestión, c_., (m) = 2m en ambos 
casos. 

Para un "buen" algoritmo . .-1, se desea que cA (m) no crezca demasiado rápido. 
En consecuencia,.4.se denomina eficiente si c_.¡(m) = O(mk) para algún entero k 2::: O; 
es decir, c .• , puede contener sólo potencias de m (o funciones que crecen incluso más 
lentamente, como ln m), pero no funciones exponenciales. Además, se dice que,<"/. 
está polinómicamente acotado si . .«es eficiente cuando se elige el "peor de los ca
sos" c.1 (m). Estos conceptos convencionales tienen una fundamentación intuitiva, 
como se muestra en el análisis. 

La complejidad debe investigarse para todo algoritmo, de modo que también 
puedan compararse diferentes algoritmos para la misma tarea. Lo anterior a menudo 
puede excede:r el nivel de este capítulo; por consiguiente, el campo de estudio aquí se 
limitará a unos cuantos comentarios ocasionales en este sentido. 
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Problemas de la sección.22.2 

En cada gráfica encontrar una trayectoria más corta P: s ... t y su longitud aplicando el algorit
mo PBA de Moore; trazar la gráfica con las etiquetas e indicar P con un trazo más grueso 

(como en la figura 454). 

2.$'··@ 
4. s 

~ 
7. 

8. 

9. 

10. 

11. 

12. 

13. 
14. 

Una trayectoria más cortas-+ t paras y t dados no necesariamente es única. Ilustrar ésto 
encontrando otra trayectoria más cortas -,. t en el ejemplo 1. 
¿Cuántos bordes puede tener cuando mucho una trayectoria más corta entre dos vértices 
cualesquiera en una gráfica con n vértices? Justificar la respuesta. ¿Y en una gráfica 
completa con todos los bordes de longitud 1? 

(Algoritmo de Moore) Demostrar que si un vértice v tiene etiqueta A(v), entonces existe 
una trayectorias ..:.. v de longitud k. 
(Algoritmo de Moore) Denominar en fonna abreviada distancia de vas a la longitud de 
una trayectoria más corta s .... v. Demostrar que si la distancia de v es 1, entonces su 
etiqueta es A( v) = l. 

(Ciclo hamiltoniano) Encontrar y trazar un ciclo hamiltoniano en lá gráfica del pro~ 

blema 3. 
¿La gráfica del problema 2 tiene un ciclo hamiltoniano? (Justificar la respuesta.) 

Encontrar y trazar un ciclo hamiltoniano en la figura 452, sección 22-1. 
Encontrar y trazar un ciclo hamiltoniano en la gráfica de un dodecaedro, que tiene 12 caras 
pentagonales y 20 vértices (figura 455). Este es un problema considerado por Hamilton. 

Figura 455. Problema ·14. 

15. Dividir un cuadrado en 5 x 5 cuadrados congruentes y detenninar en la gráfica resultante 
un ciclo hamiltoniano con 36 vértices. 

16. (Gráfica de Euler) Una gráfica de Euler Ges una gráfica que tiene un camino cerrado de 
Eulcr. Un camino de Euler es un camino que contiene a cada borde de G exactamente 
una vez. ¿Cuál subgráfica con 4 bordes de la gráfica en el ejemplo 1, sección 22.1, es una 

gráfica de Euler? 

e ( e (1 
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17. ¿La gráfica de la figura 456 es una gráfica de Euler? (Justificar la respuesta.) 
18. Encontrar cuatro caminos cerrados de Euler diferentes en la figura 457. 

19. (Problema del cartero) El pmb/ema del cartero (o problema del cartero chino4 ) es el 
problema que consiste en encontrar un recorrido cerrado W: s -,. s (s es la oficina de 
correos) en una gráfica G con bordes (i,j) de longitudes l.> O tales que todo borde de G 
sea recorrido por lo menos una vez y la l.ongitud de W sea fninima Explicar algunas otras 
aplicaciones en las que este problema es esencial. 

20. Encontrar por inspección una solución del problema del cartero en la figura 456 

4 M 
1 3 5 

Figura 456: Problemas 17 y 20. Figura 457. Problema 18. 

21. ¿Cuál es la diferencia entre el problema del cartero y el problema del agente de ventas 
mencionado e·n el texto? 

22. Demostrar que la longitud de un camino más corto del cartero es la misma para cualquier 
vértice de inicio. 

23. (Orden) Demostrar que O(m·1) + O(m·1) = O(m 3) y que kO(mP) = O(mP). 

24. Demostrar que~ = O(m), 0.02e'" + 100111" = O(e'") 

25. Si se cambia de una computadora a otra que es 100 veces más rápida, ~cuál es la ganancia 
en tamaño del problema por hora en el uso de una algoritmo que es O(m), O(m"), O(m5

), 

O(e'")? 

PRINCIPIO DE OPTIMALIDAD DE BELLMAN. ALGORITMO DE 
DIJKSTRA 

Se continuará el análisis del problema de la trayectoria más corta en una gráfica G. 
En la última sección se abordó el caso especial en que todos los bordes son de longi
tud l. Sin embargo, en casi todas las aplicaciones los bordes (i,j) tienen longitudes 
cualesquiera/..> O, por lo que ahora se estudiará el caso general, que reviste mayor 
importancia pfáctica. Se escribirá/ .. = copara cualquier borde (i,J) que no exista en G 
(haciendo co + a= co para cualquigr número a, como de costumbre). 

Se considerará el problema de encontrar trayectorias más cortas desde un vértice 
dado, denotado por 1 y denominado origen, hacia todos los otros vértices 2, 3, · · · 
n de G. L. denotará la loilgitud de una trayectoria más corta 1 .... j en G. 

1 

Principio de minimalidad (o de optimalidad) de Bellman 

Si P: 1 ...., j es una trayectoria más corta desde I hasta} en G y el último borde de P 
es (i,J) (figura 458), entonces P

1
: J .... i [que se obtiene eliminando (i,J) de P] es una 

trayectoria más corta 1 .... i. 

' Debido a que primero fue considerado en la revista Chinese Mathematics 1 ( 1962), 273-77 
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Figura 458. Trayectorias P y P
1 
en el principio de optimalidad de Bellman. 

Demostración. Suponer que la conclusión es falsa. En_tonces existe una trayectoria 
P/: 1 -.. i que es más corta que Pr Por tanto, si ahora se agrega (i,j) a P/ .se obtiene 

una_trayectoria 1 ->-j que es más corta que P. Esto contradice la hipótesis de que Pes 

la más corta. 1 

Con base er. el principio de Bellman es posible obtener ecuaciones básicas como 
sigue. Paraj fijo es posible ol;,tener varias trayectorias 1 ...,. j al considerar las trayec
torias mlci.s cortas ?

1 
para varios i para las cuales en G exista un borde (i,j}, y agregar 

(i,j) a la P
1 
correspondiente. Resulta evidente que estas trayectorias tienen longitudes 

L
1 
+ lr (L

1 
= longitud de P¡). Ahora es posible considerar el mínimo sobre i, es 4ecir, 

elegii una i para la que L
1 
+ liJ sea mínima. Por el principio de Bellman, con lo anterior 

se obtiene una trayectoria más corta 1 .... j cuya longitud es 

o 

min (Li + li}, 
i,'j 

j 2, · · ·, n. 

Éstas son las ecuaciones de Bellman. Como por definición se tiene que lu = O, enton
ces en lugar de mín

1 
,1,J puede escribirse simplemente mín1• Estas ecuaciones sugieren 

la idea de uno de los mejores algoritmos conocidos para el problema de la trayectoria 
más co:rta, como sigue. 

El algoritmo de Dijkstra se muestra en la tabla 22-2. Se trata de un procedimiento 
de etiquetado. En cada etapa de los cálculos, cada vértice v recibe una etiqueta, ya sea 

(EP) una etiqueta permanente = longitud Lv de una trayectoria más corta 1 .... v 

o b~en, 

(ET}, una etiqueta temporal= cota superior l. para la longitud de una 

trayectoria más corta 1 .... v. 

Los conjuntos de vértices con una etiqueta permanente y con una etiqueta temporal 
se denotan por EP y ET, respectivamente. El algoritmo tiene un paso inicial en el que 
el vértice 1 obtiene la etiqueta permanente L

1 
= O y los otros vértices obtienen etiquetas 

temporales, y luego el algoritmo alterna entre los pasos 2 y 3. En el paso 2, la idea es 
elegir k "mínimamente". En el 'paso 3, la idea es que las cotas superiores en general 
mejorarán (dismínuirán), por lo que es necesario actualizarlas en consecuencia. 

·.' 
J ) ) ) ) ),t) 1 
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Algoritmo de Dijkstra para trayectorias más cortas 

Tabla 22.2 
Algoritmo de Dijkstra para la trayectoria más cortas 

ALGORITM_O DIJKSTRA [G= (V,E), V= {l, · · ·, n}, lrpara todo (i,.i) en E] 
Dada una grafica, conexa G = (V, E) con vértices 1, · · Y, n y bordes (i,j) de 
longitudes Ir > O, este algoritmo determína las longitudes de las trayectorias 
más cortas del vértice I a los vértices 2, · · · n. 

ENTRADA: Número de vértices n, bordes (i,j), y longitudes/ .. 
SALIDA: Longitudes L

1 
de las. trayectorias más cortas 1 -,. J,j,,!!2, · .. , n 

l. Paso inicial 
El vértice l obtiene EP: L

1 
= O. 

El vérticej(=2, · · ·, n) obtiene ET: l 1= llj(= si no hay borde (l,j) 
en G). 
Hacer EP = { 1 }, ET= 2, 3, · · · n. 

2. Fijado de una etiqueta permanente 
Encontrar un. k en E1:_ para el que Lk sea mínimo, hacer Lk = lk. 
Tomar el k mas pequeno en caso de haber varios. Eliminar k de ET e 
incluirlo en EP. 
Si ET= 0 (es decir, que ET es vacío) entonces 

SALIDA: L
2

, • · ·, L
11

• Detener el proceso 

En caso contrario, continuar (es decir, proceder al paso 3). 

3. Actualización de etiquetas tentativas 

Para todoj en ET, hacer6 "{, = mín l L + l } 
K' }' k kj . 

Proceder al paso 2. 

Fin de DIJKSTRA 

Ejemplo 1. Aplicación del algoritmo de Dijkstra. 
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Aplicar el algoritmo de Dijkstra a la gráfica de la figura 459 y encontrar las trayectorias más cortas del 
vértice I a los vértices 2, 3, 4, 

Solución. Se enumerarán los pasos y los cálculosº 

l. L¡ = O,L2 = 8,L3 = 5,L,¡ = 7, 

2. L3 = min {L2 , La, L,¡) = 5, k = 3, 

3. L2 = min {8, L 3 + 132) = min {8, 5 + 1) = 6 

L,¡ = min {7, L3 + 134 ) = min {7, ""} = 7 

2. L 2 = min {L:i, L4} = 6, k = 2, 

3. L,¡ = min {7 1 L.2 + /24) = min {7, 6 + 2} = 7 

2. L4 = 7, k = 4 

'Numerische Mathematik L( 1959), 269-271. 

'!J>Y! = {l}. 

'!}Y;= {l. 3), 

'!J>Y! = {I, 2, 3}, 

'!J>Y! = {l. 2, 3, 4), 

' Es decir, como la nueva L., se toma el número min {LJ' L, + l,,} 
k 

) ) ) ) _) ) j . ) ,~) ) 

.. ,:,:.,•.•,-"•.,_._, •. , .. '.''!',:-.,·,···-·'.1.·1Í•;,,, ...... ·• . ::--· - ·.- ...... ,..'" ·-~.-~ '.'.".' ... •'" .... ,···.·.·? ... ,. ', '· •· . , 7:.:-;-,. , " ;•' •' ... ~ \. , ;,:1 ~ ::.'·· 

'!JY! = {2. 3, 4) 

'!JY! = {2, 4) 

'!JY! = {4} 

'!JY! = 0 

) 

1 
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En la figura 459b se muestran la~ trayectorias más cortas resultantes, de longitudes L.
2 
= 6, L

3 
= 5, L

4 
= 7. 

~ 
{a) Gráfica dada G {b) Trayectorias más cortas en G 

Figura 459. Ejemplo 1. 

Complejidad. El algoritmo de Dijkstra es O(n2). 

Demostración. El paso 2 requiere la comparación de elementos, primero n - 2, luego 
11 - 3, etc., un total de (n - 2)(n - 1 )/2. El paso 3 requiere el mismo número de 
comparaciones, un total de (n - 2)(n - 1 )/2, así como de adiciones, primero n - 2, 
luego 12 - 3, etc., de nuevo un total de (n - 2)(12 - J)/2. Por tanto, el número total de 
operaciones es 3(12 - 2)(n - 1 )/2 = O(n2). 1 

Problemas de la sección 22 . .3 

l. En la figura 460 se muestra una red de carreteras que conecta cuatro pueblos y debe 
reducirse a una longitud mínima, pero de modo que siga siendo posible llegar a todos los 
pueblos desde cualquier otro pueblo .. ¿Cuál de las carreteras debe retenerse? Encontrar la 
solución (a) por inspección, (b) aplicando el algoritmo de Dijkstra. 

9 

rigura 460. Problema 1. 

Aplicando el algoritmo de Dijkstra, determinar las trayectorias más cortas para las siguientes 
gráficas. 

2. 3. 

1RI 
4. 

8 4 
3 

5 

4 
6 
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5. 6. 7. 

8. Demostrar que en el algoritmo de Dijkstra, para Lk existe una trayectoria P: -,. k de 
longitud Lk. 

9. Demostrar que en el algoritmo de Dijkstra, en cada instante la demanda de almacena-
miento es baja (datos para menos den bordes). · 
Longitudes negativas. En general no suele considerarse el caso de longitudes negativas, 
aunque se quiere indicar que las longitudes negativas pueden provocar dificultades, espe
cialmente cuando conducen a ciclos de longitud negativa. 

1 O. Por inspección, encontrar trayectorias más cortas en la figura 461 y confinnar el resultado 
aplicando las ecuaciones de Bellman. 

11. Por inspección, encontrar trayectorias más cortas en la figura 461 y demostrar que las 
ecuaciones de Bellman no tienen solución única. 

12. Demostrar por inspección que en la figura 463 no existen trayectorias más cortas únicas. 

2 3 -3 3 -4 3 

Figura 461. Problema ·1 O. Figura 462. Problema 11. Figura 463. Problema 12. 

22.4 ÁRBOLES DE EXPANSIÓN MÁS CORTOS. ALGORITMO 
CODICIOSO DE KRUSKAL 

Hasta el momento se han analizado problemas de trayectoria más corta. A continua
ción se estudiará un tipo particularmente importante de gráfica, denominada árbol, 
junto con problemas de optimización relacionados que se presentan bastante a menu

do en la práctica. 
Por definición, un árbol Tes una gráfica conexa y que no tiene ciclos. "Conexa" 

significa que existe una trayectotja desde cualquier vértice en Ta cualquier otro vér
tice en T. Un ciclo7 es una trayectorias" t de por lo menos tres bordes que es cerrada 
(t = s); ver también la sección 22.2. En la figura 464a se muestra un ejemplo. 

70 circuito. ¡Precaució'1! La lellTlinología varia considerablemente, 

1 
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Un árbol de expansión Ten una gráfica conexa dada G = (V, E) es un árbol que 
contiene a todos los n vértices de G. Ver la figura 464b. Este árbol tienen - l vérti
ces. ( ¡Demostrarlo!) 

Un árbol de expansión más corto Ten una gráfica conexa G (cuyos bordes (i, 
j) tienen longitudes Ir> O) es un árbol de expansión para el cual 2,l .. (sumatoria sobre 
todos los bordes de 1) es mínima en comparación con ¿J .. para clialquier otro árbol 
de expansión en G. u 

(a) Ciclo (b) Árbol de expansión 

Figura 464. Ejemplo de (a) un ciclo, (b) un árbol de expansión en una gráfica. 

Los árboles figuran entre los tipos más importantes de gráficas y se presentan en 
varias aplicaciones. Algunos ejemplos conocidos son lbs árboles genealógicos y los 
organigramas. Los árboles pueden usarse para presentar, organizar o analizar redes 
eléctricas, relaciones productor-consumidor y otras relaciones de negocios, informa
ción en sistemas de bases de datos, estructura sintáctica de programas de computado
ra, etc. Se mencionarán unas cuantas aplicaciones específicas que no requieren expli
caciones adicionales extensas. 

El conjunto de las trayectorias más cortas desde el vértice I hasta los vértices 
2, · · · , n en la última sección constituye un árbol de expansión. 

Las líneas de ferrocarril que conectan varias ciudades (los vértices) pueden dis
ponerse en forma de árbol de expansión, en donde la "longitud" de una línea (borde) 
es el costo de construcción, y se desea minimizar el costo de construcción total. De 
manera semejante para las líneas de autobuses, en donde la "longitud" puede ser el 
costo de operación anual promedio. O bien, para las líneas de buques de carga, en 
donde la "longitud" puede ser la ganancia y el objetivo es la maximización de la 
ganancia total; o en una red de líneas telefónicas entre algunas ciudades, un árbol de 
expansión más corto puede representar simplemente una selección de las líneas que 
conectan todas las ciudades al costo mínimo. 

Como ejemplo ligeramente más complejo, considerar una red de comunicación 
privada G, seapr la probabilidad de que un extraño intercepte.la línea (i,j), y suponer 
que se desea cori1unicar un mensaje confidencial a todos los participantes (vértices) a 
lo largo de un árbol de expansión Ten G que minimiza el producto de lap. de todos 
los bordes (líneas) de T, es decir, suponiendo independencia estocástica, ¡f probabi
lidad total de intercepción; de manera equivalente, un árbol T que minimice la suma 
de los logaritmos d~ las pifo, mejor aún, la suma de Ir= In Pu, en donde ·Jt = Kp if con 
K tan grande que fu> I para cada borde de la red G; así, l .. > O. 

Además de estos ejemplos de redes de transporte y coiimnicación podrían men
cionarse otros de redes de distribución, etc .. 

A continuación se analizará un simple algoritmo para el problema del árbol de 
expansión más corto, que es particularmente idóneo para gráficas ralas (gráficas con 
muy pocos bordes; ver la sección 22.1 ). Este algoritmo se muestra en la tabla 22.3. 
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Tabla 22.3 
Algoritmo codicioso de Kruskal para árboles de expansión más cortos8 

Algoritmo KRUSKAL [G = (V, E), lif para todo (i,j) en E] 

Dada una gráfica conexa G = (V, E) con bordes (i, j) de longitud / .. > O, el 
algoritmo determina un árbol de expansión más corto Ten G. !I 

ENTRADA: Bordes (i,j) de G y sus longitudes lif 

SALIDA: El árbol de expansión más corto Ten G 

l. Ordenar los bordes de G en orden creciente de longitud. 

2. Elegirlos en este orden como bordes de T, rechazando un borde sólo 
si forma un ciclo con bordes ya elegidos. 

Si se han elegido n - J bordes, entonces 

SALIDA T: (= el conjunto de bordes elegidos). Detener el proceso 

Fin de KRUSKAL 

Figura 465. Gráfica del ejemplo 1. 

Ejemplo 1. Aplicación del algoritmo de Kruskal. 

Encontrar un árbol de expansión más corto en la gráfica de la figura 465. 
Solució11. Ver la tabla 22A. En algunas de las etapas intermedias los bordes elegidos fonnan una gráfica 
discone;ca (ver la figura 466); esto es común. La büsqueda se detiene después den - 1 = 5 elecciones, ya 
que un árbol de expansión tiene n - 1 bordes. En este problema, l_os bord':s elegidos están en la parte 
superior de la lista. Este hecho es típico de los problemas de cualqu,~· tamano; en general, los bordes en 

las posiciones más bajas de la lista tienen menor posibilidad de ser elegidos 1 

Tabla 22.4 
Solución en el ejemplo 1 

Borde Longitud Elección 

(3, 6) 1 Primera 
(1, 2) 2 Segunda 
(1, 3) 4 Tercera 
(4, 5) 6 Cuana 

(2, 3) 7 Rechazar 

(3, 4) 8 Quinta 

(5, 6) 9 

(2, 4) 11 

'Proceedi11gs o.fthe American Malhemalical Society 7 ( 1956), 48-50 
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3~. 

Primero 

l 2 -
Segundo Tercero Cuarto 

Figura 466. Proceso de elección en el ejemplo 1. 

Quinto 

La eficiencia del método de K.ruskal se incrementa grandemente por medio de la 

doble etiquetación de los vértices. 
Cada vértice i cuenta con una doble etiqueta (ri'p), en donde 

r. = Raíz del subárbol al que pertenece i, en donde 
p.= Predecesor de i en su subárbol, 

1 

P¡ = O para las raíces. 

Lo anterior simplifica el 

rechazo. Si (i,j) es el próximo vértice a considerar en la lista, entonces rechazar (i, 
j) sir.= r. (es decir, i y j están en el mismo subárbol, de modo que ya están unidos por 
·bord~s e

1
(i,j) crearía así un ciclo). Sir; aé ,1, entonces incluir (i,j) en T. 

Si para elegir r; existen varias opciones, entonces debe escogerse el más peque
ño. Si un subárbol se une (se vuelve un solo árbol), entonces debe retenerse la raíz 
más pequeña como la raíz del nuevo subárbol. 

Para el ejemplo 1, la lista con doble etiqueta se muestra en la tabla 22.5. Al 
almacenar esta lista, en cada instante puede retenerse sólo la última doble etiqueta. Se 
muestran todas las dobles etiquetas a fin de presentar el proceso en todas sus etapas. 
Las etiquetas que permanecen sin cambio no vuelven a enumerarse. Se han subraya
do los dos unos que son la raíz común de los vértices 2 y 3, que es la razón para 
rechazar el borde (2, 3). Al leer para cada vértice la última etiqueta puede leerse a 
partir de esta lista que 1 es el vértice que se ha elegido como raíz y el árbol es como 
se muestra en la última parte de la figura 466. Lo anterior es posible por la etiqueta 
del predecesor que posee cada vértice. También, para aceptar o rechazar un borde basta 
efectuar una sola comparación (las raíces de los dos puntos extremos del borde). 

c,r ( ( ( ( ( ( ( (, (· ( ( ( ( 
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La parte más costosa del algoritmo es el ordenamiento. Se trata de un proceso 
estándar en el procesamiento de datos para el que se han sugerido varios métodos 
(consultar la obra citada en el apéndice 1 como referencia (El4]). Para una lista com: 
plcta de iii bordes, un algoritmo s~ria de 0(:n 1cg2 tn.), pero co?nc es n1ás probable 
encontrar primero los n - 1 bordes del árbol, al inspeccionar los q (< m) bordes que 
están en la parte superior, para tal lista de q bordes se tendría O(q log2 m). 

Problemas de la sección 22.4 

Aplicando el algoritmo de Kruskal, encontrar un árbol de expansión más corto para las si
guientes gráficas. 

l. 2. 

Algoritmo de Kruskal (continuación) 

4. 5. 6. 

En la gráfica de la figura 46 7, encontrar (a) trayectorias más e;ortas de I a 2 y de I a 3, (b) 
un árbol de expansión más corto. Comparar la suma de las longitudes de los bordes usa
dos en (a) con la de los bordes usados en (b) y hacer un comentario. 

4-----®---...? .. 
~~ 

Figura 467. Problema 7. 

Diseñar un algoritmo para obtener árboles de' expansión más largos 
Aplicar el algoritmo del problema 8 a la gráfica del eje!"'plo l. Comparar con el resultado 
del ejemplo 1. 

(. 

º/ 
· ¡ 

1 

i 

h ,. 
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10. A fin de obtener un árbol de expansión mínimo, en vez de agregar bordes más cortos .' 
podría pensarse en eliminar los bordes más largos .. ¿Para qué gráficas seria factible esto? · 
Describir un algoritmo para Ílevar a cabo lo anterior. 

11. Aplicar el método sugerido en el problema I O a la gráfica del ejemplo 1. ¿Se obtiene el 
mismo árbol? 

12. Encontrar el árbol de expansión más corto en la gráfica compÍeta de todas las 30 conexio
nes aéreas posibles entre las seis ciudades dadas (distancias en millas, redondeadas). ¿Puede 
pensar el lectór en una aplicación práctica del resultado? 

Dallas Den ver Los Angeles Nueva York Washington, DC 

Chicagó 800 900 1800 700 650 
Dallas 650 1300 1350 1200 
Den ver 850 1650 1500 
Los Angeles 2500 2350 
NuevaVork 200 

Propiedades generales de los árboles 
1.3. Si en una gráfica G dos vértices cualesquiera están conectados por una trayectoria única, 

demostrar que Ges un árbol. 
14. (Unicidad) Demostrar que la trayectoria que conecta dos vértices cualesquiera u y ven un 

árbol Tes única. · 
15. Demostrar que un árbol Tcon exactamente dos vértices de grado J (ver la sección 22. J) 

debe ser una trayectoria. 
16. Demostrar que un árbol con n vértices tiene 1i - J bordes. 
17. (Bosque) Una gráfica (no necesariamente conexa) sin ciclos se denomina bosque. Pro

porcionar ejemplos típicos de aplicaciones en las que las gráficas que aparecen son bos
ques o árboles. 

18. Demostrar que si un gráfica G no tiene ciclos, entonces G debe tener por lo menos 2 
vértices de grado 1. 

19. Demostrar que si dos vértices en un árbol Tse unen por medio de un borde nuevo, enton
ces se forma un ciclo. 

20. Demostrar que una gráfica G con n vértices es un árbol si y sólo si G tienen - 1 bordes y 
ningún ciclo. 

22.5 ALGORITMO DE PRIM PARA ÁRBOLES DE EXPANSIÓN MÁS 
CORTOS 

) ' "). ')' 

Tabla 22.6 
goritmo de Prim para el árbol de expansión más corto 

ALGORITMO PRIM (G = (V, E), V= {l, · · ·, n}, Ir para todo (i,j) en E] 
Dada una gráfica conexa G = ( V, E) con vértices 1, 2, · · · , n y bordes (i,j) de 
longitudes/;¡> O, este algoritmo determina un árbol de expansión más corto T 
en G y su longitud L(1). 

ENTRADA: n, bordes (i,J) de G y sus longitudes l;¡ 

9 Bel! System Technical Joumal 36 ( 1957), 1389-1401. Respecto a una versión mejorada del algoritmo, 
consultar la obra de Cheriton y Tarjan, SIAM .Journal ofComputation 5 (1976), 724-742. 

) J. ! ), 
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SALIDA: Conjunto de bordes S de un árbol de expansión más corto T en 
G; L(T) [Inicialmente, todos los vértices están sin etiquetar] 

l. Paso inicial 

Hacer i(k) = 1, U= { 1}, S = 0. 

Etiquetar el vértice k (= 2, · · ·, n) con ,1. = l. [= 00 si G no tiene borde 
(1, k)]. k ,k 

2. Adición de un borde al árbol T 

Sea -1.. el menor \ para k no en U. Incluir el vértice) en U y el borde 
(i(j),J) en S. 

Si U= V, entonces calcular 

L(T) = ¿,! .. (sumatoria sobre todos los bordes en S) 
y 

SALIDA: S, L(T). Detener el proceso 

[Ses el conjunto de bordes de un árbol de expansión más corto Ten 
G.) 

En caso contrario, continuar (es decir, proceder al paso 3). 

3. Actualización de etiquetas 

Para todo k no en U, si lik < ,1.k' entonces hacer ,1.k = ~k e i(k) = J. 

Proceder al paso 2. 

Fin de PRIM 

El algoritmo de Prim que se muestra en la tabla 22.6 es otro algoritmo popular para 
resolver el problema del árbol de expansión más corto (ver la sección 22.4), Este 
algoritmo proporciona un árbol Ten cada etapa, una propiedad que no posee el algo
ritmo de Kmskal presentado en la última sección (V1,1elva a ver la figura 466 si no se 
había dado cuenta de ésto). 

En el algoritmo de Prim, empezando desde cualquier simple vértice, que se de
nominará !, se hace "crecer" el árbol agregándole bordes, uno cada vez, siguiendo 
alguna regla (que se proporciona un poco más adelante) hasta que T termina por 
convertirse en un árbol de expansión, que es el más corto. 

Por U se denotará el conjunto de vértices del árbol en crecimiento T, y por S, el 
conjunto de sus bordes. Por tanto, inicialmente U= { 1} y S = 0; al final, U= V, 
el conjunto de vértices de la gráfica dada G = ( V, E), cuyos bordes (i,j) tienen longi

tud liJ. > O, como antes. 
Así, al inicio (paso 1) las etiquetas ,1. , • · , ,1. de los vértices 2, · · · , n son las 

longitudes de los bordes que los conectan 
2
con el v6rtice 1 (o c:o en caso de que en G 

no haya tal vértice). Y se elige (paso 2) el más corto de éstos como el primer borde 
del árbol en crecimiento Ty se incluye su otro extremo) en U (eligiendo el menor j en 
caso de que haya varios, a fin de que el proceso sea único). El hecho de actualizar las 
etiquetas en el paso 3 (en esta etapa y en cualquiera otra etapa ulterior) implica a cada 
vértice k que todavía no está en U. El vértice k tiene la etiqueta ,1.k = li(k).k de antes. Si 

) ) 
.. 

) ) .) ) ) ) ) ) 

1 
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rk < Ak' esto significa que k está más próximo al nuevo elemento j recientemente 
{ncluido en U que a su "vecino más próximo" anterior i(k) en U. Luego se actualiza la 

etiqueta de k, reemplazando A k = li(k).k por Ak = l¡k y haciendo i(k) =j. Si, a pesar de lo 
anterior. /, ~ A (la etioueta anterior de k). no se toca la etioueta anterior. Por tanto b 

etiqueta, Á; ;ie~pre id~ntifica al vecino ~ás próximo de k ~n U, y éste es actualiz;d~ 
en el paso 3 cuando Uy el árbol Tcrecen. Con base en las etiquetas finales es posible 
rastrear el árbol final, y a partir de sus valores numéricos se calcula la longitud total 
(la suma de las iongitudes de los bordes) de este árbol. 

Ejemplo 1. Aplicación del algoritmo de Prim. 

Encontrar el árbol de expansión más corto en la gráfica de la figura 468 (que es el mismo que en el 
ejemplo 1, sección 224, de modo que es posible hacer comparaciones). 

Solució11. Los pasos son como sigueº 

l. í(k) = 1, U= { 1} , S = 0, respecto a las etiquetas iniciales, consultar la tabla 22. 7. 

2. J.
2 

= 1
12 

= 2 es el más pequeño, U= { 1, 2), S= {(1, 2)} 

3. Se actualizan las etiquetas como se muestra en la tabla 22. 7, columna (1). 

2 • .t
3 

= 1
13 

= 4 es el más pequeño, U= { 1, 2, 3), S= {(l, 2), (1, 3)} 

3. Se actualizan las etiquetas como se muestra en la tabla 22.7, columna (11} 

2. ).
6 

= /
36 

= 1 es el más pequeño, U= ( I, 2, 3, 6), S= ({ 1, 2), (1, 3), (3, 6)) 

3. Se actualizan las etiquetas como se muestra en la tabla 22,7, columna (111) 

2. ,¡4 = 134 = 8 es el más pequeño, U= { 1, 2, 3, 4, 6), S= {(I, 2), ( I, 3), (3, 4), (3, 6)) 

J. Se actualizan las etiqudas como se muestra en la tabla 22,7, columna (IV) 

2. \ = 1
4

_, = 6 es el más pequeño, U= V, S= ( 1, 2), ( I, 3), (3, 4), (3, 6), (4, 5) Detener el proceso 

Figura 468. Gráfica del ejemplo 1, 

Tabla 22.7 

Etiquetado de vértices en el ejemplo I 

Vértice 
Etiqueta Reetiquetado 

inicial (!) (11) (III) 

2 '12 2 

3 1¡3 4 l¡3 4 

4 00 /24 11 

5 00 00 ce 

6 00 00 

8 

9 

(IV) 
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22.6 

El árbol es el mismo que en el ejemplo I de la sección 22A Su longitud es 21 El lector encontrará 
interesante comparar el proceso de crecimiento de este árbol con el de la sección 22 4, 1 

Conjunto de Probíemas de ía sección 22.5 

Aplicar el algoritmo de Prim para encontrar un árbol de expansión más corto Ten las siguien-
tes gráficas y trazar un diagrama de T 

l. La gráfica en el problema 1, sección 22.4 
2. La gráfica en el pwblema 2, sección 22.4. 

3. ~ .. 3 4. 

5. 6. 

7. ¿Cómo evita el algoritmo de Prim la fonnación de ciclos a medida que se hace crecer T? 

8. (Complejidad) Demostrar que el algoritmo de Prim tiene complejidad 0(112 ), 

9, ¿En qué caso al final del algoritmo de Prim se tendrá que S = E? 

10. Para una gráfica completa{o para una que sea casi completa), si los datos están represen
tados en una tabla de distancias den X n (como en el problema 12, sección 22.4 ), demos
trar que este algoritmo [ que es de 0(112)] no puede reemplazarse fácilmente por un algorit
mo de orden menor que 0(112), 

U. ¿Cuál seria el resultado si se aplicase al algoritmo de Prima una gráfica que no es conexa? 
12. (Distancia, excentricidad) Denominar a la longitud de una trayectoria más corta t1 _.. v 

en una gráfica G = ( V, E) distancia d(u, v) de II a v, Para t1 fijo, la máxima d(t1, v) cuando 
v varia sobre V se denomina excentricidad E(t1) de ti. Encontrar la excentricidad de los 
vértices I, 2, 3 de la gráfica en el problema 5, 

1.3. (Diámetro, radio, centro) El diámetro d(G) de una gráfica G = ( V, E) es el máximo de 
d(u, v) (ver el problema 12) cuando t1 y v varían sobre V, y el radio r(G) es la menor 
excentricidad e(v) de los vértices v. Un vértice v con e(v) = r(G) se denomina vé1tice 
ce111ra/, El conjunto de todos los vértices centrales se denomina centro de G, Encontrar 
d(G), r(G) y el centro de la gráfica en el problema 5 

14. ¿Cuáles son el diámetro, el radio y el centro del árbol de expansión en el ejemplo 1 ~ 

15, Explicar cómo la idea de centro puede usarse para establecer la prestación de un servicio de 
emergencia en una red de transporte. Para establecer una estación de bomberos, un centro 
comercial. ¿Cómo generalizaría estos conceptos al caso de dos o más de tales servicios? 

16. Demostrar que un árbol Tcuyos bordes son todos de longitud I tiene un centro que consta 
de un vértice o de dos vértices adyacentes, 

17. Escribir un algoritmo de complejidad O(n) para encontrar el centro de un árbol T 

REDES. TRAYECTORIAS DE AUMENTO DE FLUJO 

Una vez que se han analizado problemas de la trayectoria más corta y problemas de 
árboles, corno tercera gran área en optimización combinatoria se estudiarán los pro
blemas de flujo en redes (eléctricas, de distribución de agua, de comunicaciones, de 
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tráfico, de conexiones de negocios, etc.), pasando de las gráficas a las digráfica:,i; 
(gráficas dirigidas; ver la sección 22.1 ). 

Por definición, una red es una digráfica G = (V, E) en la que cada borde (i,Jf 
tiene asignada una capacidad e;·> O f = máximo flujo posible a lo largo de (i,J)], y en~'. 
un vértices, denominado fuente, se produce un flujo que circula a lo largo de los'·' 
bordes hacia otro vértice t, denominado blanco o sumidero, en donde el flujo des_;,··: 

11• aparece. 

En aplicaciones, puede tratarse del flujo eléctrico en alambres, de agua en una 
tubería, de automóviles en carreteras, de personas en un ,sistema público de transpor
te, de mercancías de un productor a los consumidores, de cartas de rei:nitentes a des
tinatarios, etc. 

El flujo a lo largo de un borde (i,j) (¡dirigido!) se 9enota por.fiJ y se le imponen 
dos condiciones: 

l. Para cada borde (i,j) en Gel flujo no excede la capacidad e;¡, 

(1) O ;;¡¡ f ij ;;¡¡ cij ("Condición del borde") 

2. Para cada vértice i, nos ni t, 

Flujo de entrada= Flujo de salida(" Condición en un vértice", "Ley de Kirchhofl'): 

en una fórmula, 

(2) ~ fki - ¿ Í;j 
k j 

'--v--' 

Flujo 
'--v--' 
Flujo 

de entrada de salida 

{-~ 
si ei vértice i ~ s, i ~ t, 

en la fuente s, 

en el objetivo (sumidero) t, 

en donde/ es el flujo total (y en sel flujo de entrada es cero, mientras que en t el flujo 
de salida es cero). En la figura 469 se ilustra la notación (para algunas cifras hipoté
ticas). 

8 

Figura 469. Notación en (2): flujo de entrada y flujo de salida para un vértice i 
(diferente de s y de t). 

Por trayectoria v -<> v de un vértice v a un vértice v,. en una digráfica G se 
, d I k 1 • 

ent1en e una sucesión de bordes no dirigidos 

b 

) ' ) ) ) ) ' ) . 0 )1 .. ) >\.-). ''; 
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), ) 

que forma una trayectoria como se definió en la sección 22.2. Así, cuando se efectúa 
un desplazamiento de v

1 
a vk es posible efectuarlo siguiendo algún borde en su direc

ción dada, en cuyo caso éste se denomina borde hacia adelante, o en sentido contrt;I
rio a su dirección dada, en cuyo caso se denomina borde hacia atrás. En la figura 
470 se muestran u,n borde hacia adelante (u, v) y un borde hacia atrás (w, v) de una 
trayectoria v

1 
-<> vk. 

u 

v~·-.'-. 
V Uh 

Figura 470. Borde hacia adelante 
(u, v) y borde hacia atrás (w, v) de 

una trayectoria v1 -+ vi<" 

¡Preca11ción! Cada borde en una red tiene una dirección dada que no es posible cam
biar. En consecuencia, si (u, v) es un borde hacia adelante en una trayectoria v -<> v , 
entonces (u, v) puede volverse un borde hacia atrás sólo en otra trayectoriax 1 ~ x. e~ 
la que es un borde y es recorrido en la dirección opuesta cuando se pasa dex1 ax ;

1
ver 

la figura 471. Este hecho debe tenerse en cuenta a fin de evitar malentendidos/ 

U¡---···-~•··-•Xj 

X1 ..,__... •·-:;---·••--Uk 

Figura 471. Borde (u, v) corno borde hacia adelante en la trayectoria v1 -+ vk y 
corno borde hacia atrás en la trayectoria x, -+ xt 

Trayectorias de aumento de flujo 

El objetivo es maximizar el flujo de la fuentes al blanco t de una red dada. Lo 
anterior se logrará desarrollando métodos para incrementar un flujo existente (inclu
yendo el caso especial en que este último es cero). Así, la idea es encontrar una 
trayectoria P: s - t en la que no todos los bordes se usen por completo, de modo que 
sea posible enviar flujo adicional a través de P 

(i) incrementando el flujo en los bordes hacia adelante, y 

(ii) disminuyendo el flujo en los bordes hacia atrás. 

Esto sugiere la siguiente 

Definición 

Una trayectoria de aumento de flujo en una red con un flujo dado f. sobre cada 
borde (i,j) es una trayectoria P: s -<> t tal que IJ 

(i) ningún borde hacia adelante se usa a su capacidad; así, fu < ciJ para estos 
bordes, 

) ) ) ) ) ) ) ) j 

1 
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!6 GRÁFICAS Y ANÁLISIS COMBINATORIO 

(ii) ningún borde hacia atrás tiene flujo cero; así,f;¡ > O para estos bordes. 

·~~~·~~--;",..:¡'r, ___ 
7,4 

Figura 472. Red del ejemplo 1. 
Primer número = Capacidad, segundo número = flujo dado. 

Ejemplo 1. Trayectorias de aumento de flujo. 

Encontrar trayectorias de aumento de flujo en la red de la figura 4 72, en donde el primer número es la 
capacidad y el segundo es un flujo dado. 

So/11c,"ó11. En problemas prácticos~ las redes son grandes y es necesario u11 método sistemdtico para 
aumentar flujos, que se analizará en la siguiente sección. En esta pequeña red, que debe ayudar a 
ilustrar y aclarar los conceptos e ideas, es posible encontrar trayectorias de aumento de flujo por inspec
ción y aumentar el flujo existente(= 9 en la figura 472. (El flujo de salida des es,5 + 4 = 9, que es igual 
al flujo de entrada 6 + 3 = 9 hacia l.) 

Se usa la notación 

t.ii = cii - fii para bordes ha~ia delante 

tl;i f;i para bordes hacia atrás 

t. min t.ii tomado sobre todos los bordes de una trayectoria. 

Con base en la figura 472 se observa que una trayectoria de aumento de flujo P
1

: s - tes P
1

: 1-2-3-6 
(figura 473), con t. , = 20 - 5 = 15, etc., y t.= 3. Portanto, P

1 
puede usarse para aumentar el flujo dado 

9 af= 9 + 3 = 12.
1
Todos los tres bordes de P

1 
son bordes hacia adelante. El flujo se aumenta por 3. 

Entonces, el flujo en cada uno de los bordes de P
I 

se incrementa por 3, de modo que ahora se tiene .. f¡
2 

= 
8 (en lugar de 5), fi

3 
= 11 (en lugar de 8) y (

16 
= 9 (en lugar de 6). El borde (2, 3) se usa ahora a su 

capacidad. El flujo en los otros bordes pennant!ce como antes 
A continuación se intentará incrementar el flujo en esta red (figura 4 72) más allá def= 12 
Existe otra trayectoria de aumento de flujo P,: s - 1, a saber, P,: 1-4-5-3-6 (ver la figura 473), que 

muestra cómo entra y es manejado un borde hacia atrás. El borde (f 5) es un borde hacia atrás. Su fluJn 

l>23 = 3 

Trayectoria P, 

Trayectoria P2 

Figura 473. Trayectorias de aumento de flujo en el ejemplo 1. 

es 2, de modo que 6
35 

= 2. Se calcula t.
14 

= 10 - 4 = 6, etc .. (figura 4:73) y 6 = 2 .. Por tanto, es posible 
usar P, para otro aumento a fin de obtener(= 12 + 2 = 14. El nuevo lluJO se muestra en la figura 4 74. Ya 
no es posible ningún aumento. Más tarde se confirmará que/= 14 es má,dmo. (El "corte" en la figura 4 74 
se explica a continuación.) 1 

1 ) 1 1 
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Conjuntos de corte 

Un "conjunto de corte" es un conjunto de bordes en una red .. La idea subyacente es 
simple y natural. Si se desea determinar qué está fluyendo de s a t en una red, es 
posible cortar la red en alguna parte entres y t (en la figura 474 se muestra un eJem
plo) y ver lo que fluye en los bordes afectados por el corte, ya que cualquier flujo de 
s a t debe pasar algunas veces a través de algunos de tales bordes. Estos bordes for
man lo que se denomina conjunto de corte. [En la figura 474, el conjunto de corte 
consta de los bordes (2, 3), (5, 2), (4, 5)). Este co~junto de corte se den.atará por (S, 
7). Aquí Ses el conjunto de vértices sobre el lado del corte en que estás (S = { s, 2, 4} 
para el corte en la figura 474), y Tes el conjunto de los otros vértices (T= {3, 5, I} en 
la figura 474). Se dice que un corte "separa" al conjunto de vértices Ven dos partes 
S y T. Resulta evidente que el conjunto de corte correspondiente (S, T) consta de 
todos los bordes en la red con un extremo en S y el otro extremo en T. 

Por definición, la capacidad cap (S, T) de un conjunto de corte (S, T) es la suma 
de las capacidades de todos los bordes hacia adelante en (S, T) (¡sólo los bordes 
hacia adelante!), es decir, los bordes que están dirigidos de S a T, 

(3) cap (S. n = Í:.C;j suma sobre los bordes hacia delante de (S, T). 

Así, cap (S, 7) = 11 + 7 = 18 en la figura 474. 
Los otros bordes (dirigidos de Ta S) se denominan bordes hacia atrás del con

junto de corte (S, T), y por flujo neto a través de un conjunto de corte se entiende la 
suma de los flujos en los bordes hacia adelante menos la suma de los flujos en los 
bordes hacia atrás del conjunto de corte. 

¡Precaució11! Es necesario distinguir bien entre bordes hacia adelante y bordes 
hacia atrás en un conjunto de corte y en una trayectoria: (5, 2) en la figura 474 es un 
borde hacia atrás para el corte mostrado, pero es un borde hacia adelante en la trayec
toria 1-4-5-2-3-6. 

Para el corte en la figura 474, el flujo neto es 11 + 6 - 3 = 14. Para el mismo corte 
en la figura 4 72 (no indicado aquí), el flujo neto es 8 + 4 - 3 = 9. En ambos casos es 
igual al flujo/ Se afirma que este hecho no es fortuito, sino que los cortes cumplen el 
propósito por el que se introdujeron: 

Teorema 1 (Flujo neto en conjuntos de corte) 

Cualquier flujo dado en una red Ges e/flujo neto a través de cualquier conjunto de 
corte (S, T) de G. 

Corte 

Figura 474. Flujo máximo en el ejemplo 1 
(el "corte" se explicará después del ejemplo 1.) 
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Demostración. Por la ley de Kirchhoff (2), en un vértice i, 

{
o sí i #- s, t, 

(4) ~. f ij - ~l f li = f sí i = s. ¿,....., .__., 
Flujo. Flujo 

hacia fuera hacia adentro 

Aquí es posible sumar sobre} y I desde 1 ~asta .n (= núme'.o de v~t;:ic~s) al hacer f;. = 
o para}= ¡ y también para los borcies sm fluJo o no existentes, por tanto, las dos 
sumatorias pueden escribirse como una sola, 

sí i =¡!,. s' t. 
~ (f ij -' Íji) = {; 
J 

sí i = s. 

Luego se suma sobre todas las i en S. Como s E S, esta sumatoria es igual a.f 

(5) ~ ~ (fij - Íj;) = f. 
iES jEV 

Se afirma que en esta sumatoria sólo contribuyen lo; bordes p_erteneciente~ al _con
junto de corte. En efecto, los bordes con ambos extremos ~n.Tno puede contnbmr, ya 
que se suma solamente sobre las i en S; pero los bordes (1,;) con a~bo~ ~xtremos en 
s ;ontribuye~ con +f. en un extremo y con-fijen el otro, una contnbuc1on total .de O. 
Por tanto, el miembró izquierdo de (5) es igual al flujo neto que pasa por el conJunto 
de corte. Por (5), esto es igual al flujo/ y así se ha demostrado el teorema. 1 

Este teorema posee la siguiente consecuencia, que será necesaria más adelante. 

Teorema 2 (Cota superior para flujos) 

Un flujo f en una red G no puede exceder la capacidad de ningún conjunto de corte 

(S, 1) en G. 

Demostración. Por el teorema 1, el flujo fes igual al flujo neto a través del conjun~o 
de corte/~ J.. -J;., en donde J.. es la suma de los flujos a través de los b?rdes .hacia 
adelante y¡;_ (;;; O) es la suma de los flujos a través de los bordes hacia atr.as del 
conjunto de corte. Así,/;;,, f.,. Luego,J.. no puede exceder la s~ma de las capa.c1dades 
de los bordes hacia adelante; pero por defrnición esta suma es igual a la capacidad del 
conjunto de corte. Así, juntando lo anterior, se tiene que f :::a cap (S, 1), como s: 

afirmó. 

Los conjuntos de corte pondrán de manifiesto ahora toda la importancia de las 

trayectorias de aumento: 

Teorema 3 Teorema principal (Teorema de la trayectoria de aumento para flujos) 

Un flujo des a t en una red Ges máximo si y sólo si en G no existe ninguna trayecto

ria de aumento de flujos ..... t. 

REDES. TRAYECTORIAS DE AUMENTO DE FLUJO 629 

Demostración. (a) Si existe una trayectoria de aumento de flujo P: s ..... t, entonces 
puede usarse para agregar flujo adicional a través de ella. Por tanto, el flujo dado 
no puede ser máximo. 

(b) Por otra parte, suponer que en G no existe ninguna trayectoria de aumen
to de flujos ..... t. Sea S

0 
el conjunto de todos los vértices i (incluyendo as) tal que 

en G existe una trayectoria de aumento de flujos ..... i, y sea T
0 

el conjunto de los 
otros vértices en G. Considerar cualquier borde (i,j) con i en S

0 
y j en T

0
• Enton

ces se tiene una trayectoria de aumento de flujo s ..... i, ya que i está en S
0

, pero s 
..... i .... j no es una trayectoria de aumento de flujo porque} no está en S

0
. Así, debe 

tenerse 

{

c.. { borde hacia delante 
(6) f ij = 11 

sí (i, }) es un de las trayectorias s --+ i--+ J. 
O · borde hacia atrás 

En r.aso contrario podría usarse (i,j) para obtener una trayectoria de aumento de flujo 
s .... i .... j. Ahora bien, (S

0
, T

0
) define un conjunto de corte (ya que t está en T0 ; ¿por 

qué?). Debido a que por (6) los bordes hacia adelante se utilizan a su capacidad y los 
bordes hacia atrás no conducen flujo, entonces el flujo neto a través del conjunto de 
corte (S

0
, T

0
) es igual a la suma de las capacidades de los bordes hacia adelante, que 

por definición es cap (S
0

, T/ Por el teorema 1, este flujo neto es igual al flujo dado f 
Así,f= cap (S

0
, T

0
). También, por el teorema 2 se tiene que/~ cap (S

0
, T

0
). Por tanto, 

/debe ser máximo debido a que se ha obtenido una igualdad. 1 

La parte frnal de esta demostración produce otro resultado básico (atribuido a 
Ford y Fulkerson, Ca11adia11 Joumal of Mathematics 8 (1956), 399-404), a saber, el 

Teorema 4 Teorema del flujo máximo y corte mínimo 

El flujo máximo 10 en cualquier red G es igual a la capacidad de 1111 "conjunto de 
corte mínimo"(= un conjunto de corte de capacidad mínima) en G. 

Demostración. Acaba de verse que/= cap (S
0

, T
0

) para un flujo máximo/y un 
conjunto de corte (S

0
, T

0
) idóneo. Luego, por el teorema 2 también se tien~f ~ ca~ (S, 

1) para este.fy cualquier conjunto de corte (S, 7) en G. Juntando lo antenor, se tiene 
que cap (S

0
, T

0
) ~ cap (S, 7). Por tanto, (S

0
, T

0
) es un conjunto de corte mínimo, y así 

se ha demostrado el teorema. 1 

Las dos herramientas básicas en relación con redes son las trayectorias de au
mento de flujo y los conjuntos de corte. En la siguiente sección se verá cómo las 
trayectorias de aumento de flujo pueden usarse como la herramienta fundamental en 
un algoritmo para flujos máximosº 

10 La existencia 'de un flujo máximo se concluye en el caso de capacidades racionales por el algoritmo 
que se presentará en la siguiente sección, y en el caso de capacidades arbitrarias, por una modificación 
de este algmitmo, mencionada en la nota de pie de página 1 1 de la siguiente sección. 

1 
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Problemas de la sección 2.2.6 

Encontrar trayectorias de aumento de flujo: 

!. 

3. 

Encontrar por inspección el flujo máximo 
S. En el problema 1. 
7. En el problema 3. 

GRÁFICAS Y ANÁLISIS COMBINATORIO,',: 

2. 

4. 

6. En el problema 2. 
8. En el problema 4. 

En la figura 4 72, encontrar T y cap (S, 7) si S es igual a 
9. { 1, 2, 3} 10. { I, 2, 4, 5} 

12. Encontrar un conjunto de corte mínimo en la figura 472 y comprobar que su capacidad es 
igual al flujo máximo/= 14. 

1.3. Encontrar ejemplos de trayectorias de aumento de flujo y el flujo máximn en la red de la 
figura 4 75. 

En la figura 4 7 5, encontrar T y cap (S, 7) si Ses igual a 
14. {l, 2, 4} 15. { 1, 2, 4, 6} 16. { 1, 2, 3, 4, 5} 

17. En la figura 475, encontrar un conjunto de corte mínimo y su capacidad. 
18. ¿Por qué los bordes hacia atrás no se consideraron en la definición de capacidad de un 

conjunto de corte? 
19. ¿En qué· caso un borde (i,J) puede usarse como borde hacia adelante y como borde hacia 

atrás de una trayectoria en una red con un flujo dado? 
20. (Flujo incremental) Dibujar la red en la figura 4 75, y sobre cada borde (i, j) escribir c .. -

f. y(,,. ¿Reconoce el lector yue a partir de esta "red incremental" es p¿sible ver 1riás 
fücii'n!(ente las trayectorias de aumento de flujo? 

Figura 475. Problemas 13-17. 

22. 7 ALGORITMO DE FORD-FULKE9S0N PARA FLU,JO MÁXIMO 

Las trayectorias de aumento de flujo, según se analizaron en la sección precedente, se 
usan como herramienta básica en el algoritmo de Ford-Fulkerson de la tabla 22.8, en 

( ( ( ( ( ( r r e: e: e o e 
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donde un flujo dado (por ejemplo, flujo cero en todos los bordes) se incrementa hasta 
su máximo. El algoritmo logra el incremento por medio de la construcción paso a 
paso de trayectorias de aumento de flujo, una cada vez, hasta que ya no es posil:5Je 
construir más de tales trayectorias, Jo cual sucede precisamente cuando el flujo es 

máximo. 
En el paso J puede contarse con un flujo dado. En el paso 3 es posible etiquetar 

un vérticeJ si existe un borde (i,j) con i etiquetado y 

("borde hacia adelante") 

o bien, si existe un borde (j, i) con i etiquetado y 

("borde hacia atrás") 

Tabla 22.8 
Algoritmo de Ford-Fulkerson para flujo máximo 

ALGORITMO FORD-FULKERSON 
[G = (V, E), vértices 1 (= s), · ' · , n (= t), bordes (i,j), c!J] 
Este algoritmo calcula el flujo máximo en uria red G con fuentes, sumidero t y 

capacidades c!i > O de los bordes (i,J). 

ENTRADA: n, s = 1, t = n, bordes (i,J) de G, c!J 

SALIDA: Flujo máximo/ en G 

l. Asignar un flujo inicial/!/ (por ejemplo.fu= O para todos los bordes), 

calcular/. 

Z. Etiquetar s con 0. Marcar los otros vértices "no etiquetado", 

3. Encontrar un vértice etiquetado i que aún no haya sido explorado. 
Explorar i como sigue. 

Para todo vértice adyacente no etiquetadoJ, si e!/> f!J, calcular 

sí i = 
y 

SÍ i > 

y etiquetarJ con una "etiqueta hacia adelante" (f+, I:!>); o bien, sif¡; > 
O, calcular 

D.j = min (D.;, Íj;) 

y etiquetar J con una "etiqueta hacia atrás" u-, 6.)-
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Sí no existe talj, entonces dar como SALIDA af Detener el proceso. 

if es el flujo máximo.] 

En caso contrario, continuar (es decir, proceder al paso 4). 

4. Repetir el paso 3 hasta llegar a (. 

[Así se obtiene una trayectoria de aumento de.flujo P: s .... t.] 

Sí es imposible llegar a 1, entonces dar como SALIDA a.f Detener el 
proceso 

Ves el.flujo máximo.] 

En caso contrario, continuar (es decir, proceder al paso 5). 

S. Recorrer hacía atrás la trayectoria P, usando las etiquetas. 

6. Usar P para aumentar el flujo existente por ót" Hacer f = f+ D.t" 

7. Eliminar todas las etiquetas de los vértices 2, · · ·, n. Proceder al paso 3. 

Fin de FORD-FULKERSON 

Explorar un vértice etiquetado i significa etíqu~tar todo v~rtice no etiquetado j adya
cente a i que sea posible etiquetar. Antes de explorar un vértice etiquetado i, se exa
minan todos los vértices que ya tenían etiqueta antes de i. Esta estrategia de primera 
búsqueda de amplitud (PBA) fue sugerida por Edmonds y Karp 11 en 1972. Su efecto 
es que se obtienen las trayectorias de aumento de flujo más cortas posibles. La venta
ja computacional de esto se ilustra en el problema 13. 

Ejemplo 1. Algoritmo de Ford-Fulkerson 

Aplicar el algoritmo de Ford-Fulkerson para determinar el flujo máximo de la red en la figura 476 (que 
es la misma que la del ejemplo 1, sección 22.6, de modo que es posible comparar). 

Figura 476. Red en el ejemplo 1 con capacidades 
(primeros números) y flujo dado. 

Sofllción. El algoritmo procede como sigue 

l. Se proporciona un flujo inicial f= 9. 

2. El vértices(= 1) se etiqueta con 0. Los vértices 2, 3, 4, 5, 6 se marcan con "no etiquetado'\ 

3. Se explora l. 

11 Journal qfthe Associationfor Computing Machinery 19 ( 1972), 248-64. El algoritmo de Ford-Fulkerson 
fue publicado por primera vez en el Conadian Jo11ma/ qf Mathematics 9 ( 1957), 210-218. 
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Se calcula l'>
12 

= 20 - 5 = 15 = l'>2• El vértice 2 se etiqueta con ( 1 +, 15). 

Se calcula t,
14 

= 1 O - 4 = 6 = l'>4. El vértice 4 se etiqueta con ( 1 +, 6). 

4. Se explora 2. 

Se calcula l'>
23 

= 11 - 8 = 3, l'>3 = mfn (l'>
2

, 3). El vértice 3 se etiqueta con (2+, 3) 

Se calcula t,
5 

= mín (Ll.
2

, 3) = 3 .. El vértice 5 se etiqueta con (2-, 3). 

Se explora 3. 

Se calcula Ll.36 = lJ - 6 = 7, Ll.6 = Ll.1 = mín (Ll.
3

, 7) = 3. El vértice 6 se etiqueta con (3+, J). 

5. P: 1-2-3-:6 (= t) es una trayectoria de aumento de flujo. 

6. D.1 = 3. El aumento proporciona.t; 2 = 8,/,
3 

= l 1,f
36 

= 9, con los otros.( sin cambio. Flujo aumentado 
f= 9 + 3 = 12. - V 

7. Se eliminan las etiquetas en los vértices 2, · · · , 6. Proceder al paso 3. 

J. Se explora l. 

Se calcula ó.
12 

= 20 - 8 = 12 = ó.2 El vértice 2 se etiqueta con (1 +, 12). 

Se calcula l'>
14 

= 10-4 = 6 = l'>
4

• El vértice 4 se etiqueta con (l•, 6). 

4. Se explora 2. 

Se calcula t,.~ = mín (t,.2' 3) = 3. El vértice 5 se etiqueta con (2-, 3). 

Se explora 4. [ Ya no quedan vértices para etiquetar.] 

Se explora 5. 

Se calcula ó.
3 

= min (ó.
5

, 2) = 2. El vértice 3 se etiqueta con (5-, 2). 

Se explora 3. 

Se calcula Ll.
36 

= 13 - 9 = 4, 6
6 

= mín (t,.
3

, 4) = 2 El vértice 6 se etiqueta con (3+, 2). 

5. P: 1-2-5~3-6 (= 1) es una trayectoria de aumento de flujo. 

6. 6
1 

= i. El aumento proporciona /
12 

= 1 O, (u = 1, f, 5 = O,f,
6 

= 11, con los otros 1¡
1 

sin cambio. Flujo 
aumentado(= 12+2= 14. 

7. Se eliminan las etiquetas de los vértices 2, · · ·, 6. Proceder al paso 3. 

Ahora es posible explorar I y luego explorar 2, como antes, pero al explorar 4 y después 5 se encuentra 
que ya no queda ningún vértice para etiquetar. Por tanto, ya no es posible llegar a l. Asi, el ílujo obtenido 
(figura 477) es máximo, en con~ordancia con el resultado de la sección anterior. 1 

Figura 477. Flujo máximo en el ejemplo 1. 

Problemas de la sección 22.7 

l. Efectuar los detalles de los cálculos adicionales indicados en el ejemplo 1. 
2. Aplicar el algoritmo de Ford-·Fulkerson al ejemplo 1 con flujo inicial O .. Hacer un comen

tario sobre la cantidad de trabajo en comparación con la del ejemplo 1. 
3. ¿Cuáles son los bordes "cuello de botella" debido a los cuales el flujo en el ejemplo I es 

limitado realmente'! Por tanto, ¿qué capacidades pueden disminuirse sin afectar el flujo 

máximo? 

Aplicar el algoritmo de Ford-fulkerson para encontrar el flujo máximo: 

·'') ') ) ) ), .) ), ::-3 <i) ), i:J¡ s'.}) ,,isi, "D '.\9 ''D D ''':Y 

1 

D 



www.elsolucionario.net

www.elsolucionario.net

1 

' ·1 

)C'CJC() 

¡34 

4. En el problema 2, sección 22.6. 
6. En el problema 4, sección 22.6. 

GRÁFICAS Y ANÁLISIS COMBINATORI 

S. En el problema 1, sección 22.6. 
7. En el problema 3, sección 22,6. 

1 

8. ¿Cuál es la razón (sencilla) de que al aumentar un flujo por medio del empleo de una! 
trayectoria de aumento de flujo se preserva la ley de Kirchhoff? k 

9. ¿Cómo evita el algoritmo de Ford-Fulkerson la formación de ciclos? 
L' 

10. ¿Cómo puede verse a partir del algoritmo que el algoritmo de Ford-Fulkerson obedece(, 
unatécnicaPBA? /·,, 

11. ¿Son únicas las trayectorias de aumento de flujo consecutivas producidas por el algorit
mo de Ford-Fulkerson? 

12. (Teorema del flujo entero) Demostrar que si las capacidades en una red G son enteras, 
entonces existe un flujo máximo que es entero. 

13. ¿Cuántos aumentos son necesarios para obtener el flujo máximo en la red de la figura 478 
si se empieza desde flujo cero y de manera alternada se usan las trayectorias P

1
: s-2-3-t y 

P2 : s-3-2-t? ¿De qué manera el algoritmo de Ford-Fulkerson evita esta mala elección? 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

J.9. 

20. 

Figura 478. Problema 13. 

Si el algoritmo de Ford-Fulkerson se detiene sin llegar a t, demostrar que los bordes con 
un extremo etiquetado y el otro no etiquetado fonnan un conjunto de cqrte (S, 7) cuya 
capacidad es igual al flujo máximo. 

(Varias fue~tes y sumideros) Si una red tiene varias fuentes s
1

, • • ·, sk, demostrar que 
puede reducirse al caso de una red con una sola fuente al introducir un nuevo vértices y 
conectar s con s 1, • , sk por k bordes de capacidad oo. De manera semejante si existen 
varios sumideros .. 11 ustrar esta idea con una red con dos fuentes y dos sumideros. 
Encontrar el flujo máximo en la red de la figura 479 con dos fuentes (fábricas) y dos 
suniideros (consumidores). 

Encontrar un conjunto de corte mínimo en la figura 4 76, así como su capacidad. 
Demostrar que en una red G con todas las e,.= 1 el flujo máximo es igual al número de 
trayectorias de bordes disjuntas s - t. u 

En el problema 1 7, el conjunto de corte contiene precisamente a todos los bordes hacia 
adelante usados a su capacidad por el flujo máximo (figura 4 77), ¿Es fortuito este hecho? 
Demostrar que en una red G con todas las capacidades iguales a 1, la capacidad de un 
conjunto de corte mínimo (S, 7) es igual al número mínimo q de bordes cuya eliminación 
destruye todas las trayectorias dirigidas s -. t. (Una trayectoria dirigida v-+ w es una 
trayectoria en la que cada borde tiene la dirección en que es recorrido yendo de va w.) 

Figura 479. Problema 16. 

1 
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22.8 PROBLEMAS DE ASIGNACIÓN. APAREAMIENTO BIPARTITA 

De las digráficas se regresará a las gráficas y se analizará otra clase importante de 
problema.5 de optimización comhinatoria que se presentan en prQl:>lemas de asig~ 
nación de obreros a trabajos, de trabajos a máquinas, de mercancía a almacenes, de 
barcos a muelles, de grupos de alumnos a salones de clase, de exámenes a periodos 
de aplicación, etc. A fin de explicar el problema, se requieren los siguientes con
ceptos. 

Una gráfica bipartita G = ( V, E) es una gráfica en la que el conjunto de vértices 
V es separado en dos conjuntos S y T (sin elementos en común, por la definición de 
partición), tal que cada borde de G tiene un extremo en S y el otro extremo en T, 
de modo que en G no hay bordes que tengan ambos extremos en So ambos extremos 
en T. Una gráfica G = (V, E) así también se denota por G = (S, T; E). 

En la figura 480 se muestra una ilustración, en donde V consta de siete elemen
tos: tres obreros a, b, e, que integran el conjunto S, y cuatro trabajos 1, 2, 3, 4, que 
integran el conjunto T. Los bordes indican que el obrero a puede realizar los trabajos 
1 y 2; el obrero b, los trabajos 1, 2 y 3; etc., y el problema es asignar un trabajo a cada 
obrero de modo que cada obrero tenga un trabajo a realizar. Esto sugiere el siguiente 
concepto: 

s T 

c-------.4 
Figura 480. Gráfica bipartita en la asign3~ión 

de un conjunto S = { a, b, e} de obreros 
a un conjunto T = { 1, 2, 3, 4} de trabajos. 

Un apareamiento en G = (S, T; E) es un conjunto A1 de bordes de G tal que 
ningún par de éstos tiene un vértice en común. Si M consta del mayor número posible 
de bordes, entonces se denomina apareamiento de cardinalidad máxima 12 en G. 

Por ejemplo, un apareamiento en la figura 480 es M
1 

= { (a, 2), (b, 1 )} . Otro es 
M

2 
={(a,!), (b, 3), (e, 4)}; resulta evidente que éste es de cardinalidad máxima. 

Un vértice v está expuesto (o no está cubierto) por un apareamiento M si v no es 
un punto extremo de un borde de M. Este concepto, que siempre se refiere a algún 
apareamiento, será de interés cuando se empiecen a aumentar aparean1ientos dados 
(a continuación). Si un apareamiento no deja ningún vértice expuesto, entonces se 

12 O simplemente apareamiento máximo, aunque esta expresión qlgunas veces se usa en un contexto 
diferente, que carece de importancia aquí. 

1 
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denomina apareamiento completo. Resulta: evidente que un apareamiento completo 
puede existir sólo si S y T tienen el mismo número de vértices. 

Ahora se desea demostrar cómo es posible incrementar paso a paso la cardinalidad 
de un apareamiento Mhasta que se vuelve máximo. Para esta idea es fundamental el 
concepto de trayectoria de aumento: 

Una trayectoria alternante es una trayectoria que consta de manera alterna
da de bordes en M y no en M (figura 481 A). Una trayectoria de aumento es una 
tray~ctoria alternante cuyos dos puntos extremos (a y b en la figura 48 IB) están 
expuestos. Al eliminar del apareamiento M los bordes que están sobre una tra
yectoria de aumento P (dos bordes en la figura 48 lB) y al agregar a M los otros 
bordes d,t;: P (tres en la figura), se obtiene un nuevo apareamiento, con un borde 
más que' M. Esta es la manera en qué una trayectoria de aumento se usa para 
aumentar por un borde un apareamÍento dado. Se afirma. que lo anterior siempre 
conduciiá, después de algunos pasos, a un apareamiento de cardinalidad máxi
ma; _en efecto, el papel básico de una trayectoria de aumento se expresa en el 
siguiente teorema. 

-~ (A) Trayectoria alternante 

(B) Trayectoria de aumento P 
b 

a 

Figura 481. Trayectorias alternante y de aumento. Los bordes con 
trazo grueso son los que pertenecen a un apareamiento M. 

Teorema 1 Teorema de la trayectoria de aumento para un apareamiento bipartita 

Un apareamiento M en una gráfica bipartita G = (S, T; E) es d~ cardinalidad máxi
ma si y sólo si no existe ninguna trayectoria de aumento P con respecto a M. 

Demostración. (a) Se demostrará que si existe tal trayectoria P, entonces Mno es de 
cardinalidad máxima. Sea P que tiene q bordes pertenecientes a M. Entonces P tiene 
q + l bordes que no pertenecen a M. (En la figura 48 lB se tiene q = 2.) Los puntos 
extremos a y b de P están expuestos, y todos los otros vértices sobre P son puntos 
extremos de bordes en M, por definición de trayectoria alternante. Por tanto, si un 
borde de M no es un borde de P, entonces no puede tener un punto extremo sobre P, 
porque entonces M no sería un apareamiento. Por consiguiente, los bordes de M que 
no están en P, junto con los q + l bordes de P que no pertenecen a M, constituyen un 
apareamiento de cardinalidad superior por uno a la cardinalidad de Mporque se omi
tieron q bordes de M y a la vez se agregaron q + J. Por tanto, M no puede ser de 
cardinalidad máxima. 

(b) Se demostrará que si no existe ninguna tray~ctoria de aumento para M, en
tonces Mes de cardinalidad máxima. Sea M un apareamiento de cardinalidad máxi-

) ) ) ') ) ) ) ) 1 ,\ .J: )!/) 
. -··------ ·--
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ma y se considera la gráfica H que consta de todos los bordes que pertenecen a M O a 
M, pero no a ambos. Entonces es posible que dos bordes de H tengan un vértice en 
común, pero tres bordes no pueden tener un vértice en común porque entonces dos· de 
los tres pertenecerían a M (o a M), lo cual violaría el hecho de que M y M son 
apareamientos. Así, todo ven V puede ser común a dos bordes de H, a uno o a ningu
no. Por tanto, es posible caracterizar cada "componente" (= subconjunto conexo 
maximal) de H; una componente puede ser: 

(A) Una trayectoria cerrada con un número par de bordes (en el caso de un 
número impar, dos bordes desde M o desde M se encontrarían, violando la propie
dad del apareamiento). Ver (A) en la figura 482. 

(B) Una trayectoria abierta P con el mismo número de bordes desde M y de 
bordes desde M, por lo siguiente. P debe ser alternante, es decir, un borde de Mes 
seguido por un borde de M, etc. (ya que M y M son apareamientos). Luego, si p 
tiene un borde más desde M, entonces P sería de aumento para M [ver (B2) en la 
figura 482], lo cual contradice la hipótesis de que no existe ninguna trayectoria de 
aumento para M. Si P tiene un borde más desde M, entonces sería de aumento para 
M [ver (B3) en la figura 482], lo cual viola la cardinalidad máxima de M, por el 
inciso (a) de esta demostración. Así, en cada componente de H, los dos apareamientos 
tienen el mismo número de bordes. Al agregar a ésto el número de bordes que perte
necen tanto aM'como aM (que se dejan de lado cuando se establece H), se concluye 
que M y M deben tener el mismo número de bordes. En virtud de que M es de 
cardinalidad máxima, ésto pmeba que lo mismo se cumple para M, como quería 
demostrarse. 1 

(A) 

(Bl) ·- ----

Borde desde M 
Borde desde M' 

(Posible) 

(B2) •- --------• (De aumento para M) 

(B3) _______ .., 
(De aumento para M') 

Figura 482. Demostración del teorema de la trayectoria de aumento 
para el apareamiento bipartita. 

Este teorema sugiere un algoritmo para obten.er trayectorias de aumento en las 
que los vértices están etiquetados con la intención de seguir trayectorias. Tal eti
queta existe además del número del vértice, que también se retiene. Resulta evi
dente que, para obtener una trayectoria de aumento, es necesario empezar desde un 
vértice expuesto, y luego seguir una trayectoria alternante hasta llegar a otro vérti
ce expuesto. En la tabla 22.9 se muestra tal algoritmo. Después del paso 3 ya están 
etiquetados todos los vértices en S. En el paso 4, el conjunto T contiene por lo 
menos un vértice expuesto, ya que en caso contrario el proceso se hubiese detenido 
en el paso l. 

) ) ) .J J ) ) ) _) ) _,, 
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Tabla 22.9 
Apareamiento bipartita de cardinalidad máxima 

ALGORITlvíO APAP~Afv1IENTO (G ~ (S, T; E}, ./-.1, n] 
Este algoritmo determina un apareamiento de cardinalidad máxima M en una 
gráfica bipartita G al aumentar un apareamiento dado en G. 

ENTRADA:Gráfica bipartita G = (S, T; E) con vértices 1, · · ·, n, aparea
miento M en G (por ejemplo, M = 0) 

SALIDA: Apareamiento de cardinalidad máxima M en G 

l. Si en S no hay ningún vértice e,xpuesto, entonces 

SALIDA: M. Detener el proceso 

[Mes de cardinalidad máxima en G.] 

En caso contrario, etiquetar a todos los vértices expuestos en S con 
0. 

2. Para cada i en S y borde (i,J) n9 en M, etiquetar aj con i, a menos de 
que ya esté etiquetado. 

3. Para cada) no expuesta en T, etiquetar a i con}, en donde i es el otro 
extremo del único borde (i,j) en M. 

4. Recorrer hacia atrás las trayectorias alternantes P que terminan en un 
vértice expuesto en T, usando las etiquetas sobre los vértices. 

S. Si en el paso 4 ninguna P es de aumento, entonces 

Dar como SALIDA a M. [Mes de cardinalidad máxima en G.] 

En caso contrario, aumentar M usando una trayectoria de aumento P. 
Eliminar todas las etiquetas. Proceder al paso 1. 

Fin de APAREAMIENTO 

Ejemplo 1. Apareamiento de cardinalidad máxima. 

¿Es de cardinalidad má.xima el apareamiento M
1 

de la figura 483a'? En caso negativo, aumentarlo hasta 
obtener cardinalidad máximac 

Solución. Se aplica el algoritmo 

l. Etiquetar I y 4 con 0 

2. Etiquetar 7 con I Etiquetar 5, 6, 8 con 3. 

3. Etiquetar 2 con 6 y 3 con 7 

[Ahora todos los vértices están etiquetados, como se muestra en lafigura 483a.] 

4. P
1

: 1-7-3-5 [Por rastreo. P
1 

es de 011mento.J 

P
2

: 1-7-3-8. [P2 esdeaumento] 

5. Aumentar M
1 

usando P
1

, eliminando (3, 7) de M
1 

e incluyendo (1, 7) y (3, 5) Quitar todas las etique

tas. Proceder al paso 1 

e r r e CP((·C((:( e r· e ( 
'. ( ( 
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[ En lafig11ra 483b se muestra el apareamiento resultante M
2 

= {( 1, 7), (2, 6), (3, 5)}. 

l. Etiquetar 4 con 0 
2. Etiquetar 7 con 2. Etiquetar 6 y 8 con 3 
3. Etiquetilr i con 7, 2 coo 6 y J con 5 

4. P
3

: 5-3-8., [ P
3 

es alternante pero no de aumento. J 
5. Detener el proceso, M

2 
es de cardinalidad máxima (a saber, 3) 1 

Aquí terminan el capítulo 22 y la parte F sobre optimización, un área nueva llena 
de problemas sin resolver que tiene varias aplicaciones (¡muchas de las cuales ni 
siquiera han sido exploradas!), y que está adquiriendo rápidamente un interés cre
ciente para el ingeniero y el experto en computación, así como en los campos de la 
administración, de la micro y macro economía y otros. 

S T 

:~l :: 
7 3 7 1 

rf¡ 4 8 3 

(a) Gráfica dada y 
apareamienlo M, 

S T 

:~l :3 
5 3 7 2 

rf¡ 4 8 3 

(b) Apareamiento M2 y 
nuevas etiquetas 

Figura 483. Ejemplo 1. 

Problemas de la sección 22.8 

¿Son bipartitas las siguientes gráficasry En caso afinnativo, encontrar S y T. 

l. ~ 2. t=l 3. ISl 
4. 

~'-~'-~ 

~ ~~-8 ~ 
7. ¿Puede el lector obtener la respuesta del problema 3 a pan ir de la respuesta del problema I ry 

Encontrar una trayectoria de aumento en las siguientes gr.áticas .. 

8. ~--@ 

~ 
~ 
~ 

9. r---~· 2 .,.,.-1' 

3 .~ 5 

4 

10. 
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Aumentar el apareamiento dado para encontrar un apareamiento de cardinalidad máxima de la 

gráfica: 
11. En el problema 9. 12. En el problema 8. 13. En el problema 10. 

14. (Horarios y apareamiento) Tres maestrosx
1
,x

2
,x

3 
dan cl~ses a cuatro gruposy1,y2,y3

, 

y 
4 

durante los siguientes periodos: 

Y1 Y2 Ya Y4 

X¡ 1 o 
X2 1 

X3 o 

Demostrar que este arreglo puede representarse por medio de una gráfica bipartita G y ' 
que un horario de enseñanza para un periodo corresponde a un apareamiento en G. Esta• 
blecer un horario de enseñanza con el menor número posible de periodos. 

15. (Coloreado de vértices y calendario de exámenes) ¿Cuál es el menor número de perio
dos de exámenes para seis materias a, b, c, d, e,Jsi algunos estudiantes presentan a, b,J, 
algunos presentan c, d, e, algunos presentan a, c, e y algunos presentan c, e? Resolver este 
problema como sigue. Trazar una gráfica con seis vértices a, · · · ,fy unir los vértices si 
representan materias presentadas simultáneamente por algunos estudiantes. Colorear los 
vértkes de modo que vértices adyacentes tengan .colores diferentes. (Use los números 1, 
2, · · · , en lugar de colores reales si así se desea.) ¿Cuál es el número mínimo de colores 
necesarios? Para cualquier gráfica G, este número mínimo se denomina número cromá· 

tico (del vértice) X.,(G). ¿Por qué es esta la respuesta al problema? Escribir un posible 

calendario de aplicación de exámenes. 
16. ¿Cuántos colores son necesarios para el coloreado de vértices en el problema 5? 

17. Demost.rar que todos los árboles pueden colorearse de vértices con dos colores. 

18. En algún cálculo se requiere el almacenamiento temporal de variables v 1, • • ·, v6 usadas 
con frecuencia, respectivamente, durante intervalos de tiempo (O, 3), (2, 4), (3, 6), ( 1, 4), 
(5, 7), (3, 6) que se superponen. ¿Cuántos registros de índice (lugares de almacenamien
to) se necesitan? Sugerencia. Unir v

1 
y v. mediante un borde en caso de que sus intervalos 

se superpongan. Luego colorear los vér1ices. 
19. ¿Cuál s.eria la respuesta del problema 18 si no sólo hubiera superposición, sino que tam· 

bién se excluyeran los puntos extremos comunes? 

20. (Gráficas bipartitas completas) Una gráfica bipartita G = (S, T; E) se denomina completa 
si todo vértice en S está unido con todo vértice en T por un borde, y se denota por K 1, n" en 
donde n

1 
y n

1 
son los números de vértices en S y T, respectivamente. ¿Cuánto;'bo~des 

tiene esta grática" 
21. (Gráfica plana) Una gráfica plana es una gráfica que puede trazarse sobre una hoja de 

papel de modo que no se cruce ningún par de bordes. Demostrar que la gráfica completa 
K con cuatro vértices es plana .. La gráfica completa K con cinco vértices no es plana. 

4 5 . 
Hacer plausible lo anterior intentando dibujar K

5 
de modo que no se crucen ningunos 

bordes. Interprete el resultado en tém1inos de una red de carreteras entre cinco ciudades. 

22. (La gráfica bipartita K
3

,
3 

no es plana) Tres fábricas 1, 2, 3 cuentan con: abast~ci
miento subterráneo de agua, gas y electricidad, desde los puntos A, B, C, respectiva-

,, 
.1 ) j 
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mente. Demostrar que ésto puede representarse por K (la gráfica bipartita completa 
G = (S, T; E) con S y T que constan de tres vértices caa'~ uno) y que ocho de las nueve 
lineas de abastecimiento (bordes) pueden trazarse sin que se crucen entre sL Hacer 
plausible que K

3 3 
no es plana intentando dibujar la novena línea sin cruzar a· las 

demás. ' 

23. (Teorema de los cuatro colores (vértices)) El famoso teorema de los cuatro colores 

24. 

establece que es posible colorear los vértices de cualquier gráfica plana (de modo que 
vértices adyacentes tengan colores distintos) con cuando mucho cuatro colores. Durante 
mucho tiempo se conjeturó este teorema y finalmente fue demostrado en 1976 por Appel 
Y Haken [ Bu~letin of de American Mathematical Society·82 ( 1976), 71 1-712]. ¿Puede 
colorear la grafica completa K

5 
con cuatro colores? ¿El resultado contradice el teorema de 

los cuatro colores? (Respecto a más detalles, consultar el capítulo 12 de la obra citada en 
el apéndice 1 como referencia [ F 13 J.) 
(Coloreado de bordes) El número cromático del borde X (G) de una gráfica G es el 
número mínimo de colores necesarios para colorear los bord~s de G de modo que bordes 
incidentes tengan colores diferentes. Resulta evidente que X (G) ;¡,;; máx d(u), en donde 
d(u) es el grado del vértice 11. Si G = (S, T; E) es bipartita, ento~ces se cumple la igualdad. 
Demostrar esto para Kn.n· 

25. El teorema de Vizing establece que para cualquier gráfica G (¡sin bordes múltiples!), 
máx d(u) :;i X,(G) :;i máx d(u) + 1 Proporcionar un ejemplo de una gráfica para la cual 
x.(G) no exceda a máx d(u). 

26. (Cubierta de vértices de bordes) Una cubierta de vértices K de un conjunto L. de bordes 
en una gráfica Ges un conjunto de vértices de G tal que por lo menos un punto extremo 
de cada borde de l. está en Kv" ¿Cuántos oficiales de policía (por lo menos) se requieren 
para cubrir todas las cuadras (bordes) en la gráfica de la figura 484? ¿En dónde deben 
colocarse? 

27. ¿Cuántos policías (por lo menos) se requieren para mantener bajo vigilancia cada esquina 
en la figura 484 (es decir, que cada policía esté alejado cuando mucho una cuadra de 
cualesquiera otra esquina)? ¿En dónde deben colocarse? 

28. (Cubier.ta de bordes de vértices) Una cubierta de bordes K, de un conjunto M de vérti
ces en una gráfica G es un conjunto de bordes tal que cada vértice en Mes un punto 
extremo de por lo menos un borde en K. Encontrar una cubierta de bordes mínima de la 
gráfica en la figura 484 ( que conste del menor número posible de bordes). 

5B 
Figura 484. Problemas.26-28. 

29. (Teorema de Konig) Un famoso teorema de D Kiinig establece que en una gráfica bipartita 
G, el número de bordes en un apareamiento de cardinalidad máxima es igual al número de 
vértices en una cubierta de vértices mínima de G. Ilustrar este hecho con un ejemplo. 
Demostrar que lo anterior no se cumple para una gráfica no bipartita (con "apareamiento" 
definido como en el caso bipartita). 

30. La fórmula del poliedro de Euler es n - m + f= 2, en donde n, m,fson el número de 
vértices, bordes y caras, respectivamente, de un poliedro. Comprobar esta fórmula para el 

1 
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cubo Lo anterior se cumple para una gráfica plana conexa (trazada de modo que ningu
no de sus bordes se crucen entre sí), en donde "cara" significa ahora una región plana 
acotada por bordes y tal que dos puntos cualesquiera en la región pueden unirse por una 
curva continua que no toca bordes o vértices; aquí debe tomarse en cuenta la región 
exterior que se extiende hasta el infinito. Comprobar lo anterior para ía figura 452a en 
la sección 22, 1. 

Aplicar la fórmula de Euler para demostrar que la gráfica completa K
5 

con cinco 
vértices no es plana. Sugerencia. Usar el hecho de que cada región está acotada por lo 
menos por tres bordes,. pero cada borde es parte de la frontera de cuando mucho dos 

caras. 

Cuestionario y problemas de repaso del capítulo 22 

l. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 
8. 
9. 

10. 

11. 
12. 

13. 

14. 

15. 

¿Qué es una gráfica? ¿Una digráfica? ¿Un árbol? 
¿Qué matrices y listas se usaron para representar gráficas? 
¿Qué es una trayectoria? ¿Qué se entiende por próblema de la trayect~ria más corta? 
¿Qué significa PBA? ¿Y PBP? ¿En qué contexto se presentaron estos conceptos en este 
capítulo? 
¿Cuál el "problema del agente de ventas"? 
¿Cuál es la idea intuitiva del principio de optímalidad de Bellman, y cómo se aplicó este 
principio en el algoritmo de Dijkstra? ·· 
Mencionar algunas aplicaciones en las que se usen árboles c;e expansión, 
¿Cuál es la idea básica del algoritmo codicioso de Kruskal? 
¿Qué es una red? ¿Qué tipos de problemas de optimización están relacionadas con ésta? 

Existe un famoso teorema sobre conjuntos de corte. ¿Puede recordarlo el lector? 
¿Qué es una trayectoria de aumento de flujo y por qué es importante este concepto? 
¿Puede un borde hacia adelante en una trayectoria ser un borde hacia atrás en otra trayec
toria? ¿Y en un conjunto de corte? Explicar su respuesta. 
¿Qué es una gráfica bipartita? Proporcionar algunas aplicaciones típicas que motivan este 
concepto. 
¿Qué tipos de problemas de optimización se consideraron en relación con las gráficas 
bipartitas? 
¿Qué es una trayectoria de aumento en un apareamiento bipartita? ¿Cómo se usa en la 
obtención de un apareamiento de cardinalidad máxima? 

Encontrar las matrices de adyacencia de las siguientes gráficas y digráticas. 

16. 

JE 
17. 

e e1 

6 

•2 

19. 

@ 
20. 
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Trazar la gráfica cuya matriz de adyacencia es 

1~ o 

:1 o o 
24. 

l~ o o ~J 
r~ o ~1 r~ :l o 

22. 23. o 

l~ o ~J L1 oJ o o 
25. ¿En qué condición la matriz de adyacencia de una digráfica es simétrica? 

Escribir una lista de incidencia de vértices de la gráfica o de la digráfica: 

26. En el problema 1 6. 

27. En el problema 17. 
28. En el problema 1 8. 

Aplicar el algoritmo PBA de Moore para encontrar una trayectoria más corta y su longitud, 
suponiendo que cada uno de los bordes es de longitud 1: 

' '-.~, 

Encontrar trayectorias más cortas aplicando el algoritmo de Dijkstra: 

32. 33. 34. 

0
7 

10 2 

3 

Encontrar un árbol de expansión más corto para la gráfica: 

35. En el problema 32 .36. En el problema 33. .37. En el problema 34. 

.38. Demostrar que una gráfica conexa G con n vértices y n - 1 bordes es un árbol. 
39. El teorema de Cayley establece que el número de árboles de expansión en una gráfica 

completa con II vértices es 11" - 1• Comprobar ésto paran = 2, 3, 4. 

40. Demostrar que O(m3) - O(m1) = O(m3). 

Encontrar el tlujó máximo en las siguientes redes, en donde los números dados son capacidades. 

41. 42. 

43. La compañía A tiene oficinas en Chicago, Los Ángeles y Nueva York; la compañia B, en 
Boston y Nueva York; y la compañía C, en Chicago, Dallas y Los Ángeles. Representar 
lo anterior por medio de una gráfica bipartita. 

Aumentar el apareamiento dado para encontrar un apareamiento de cardinalidad máxima: 

e o 0 
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Resumen del capítulo 22 

GRÁFICAS Y ANÁLISIS COMBINATORIO 

45. 

~ 
~ 

Gráficas y optimización combinatoria 

La optimización combinatoria estudia problemas de optimización de estructu
ra discreta o combinatoria. Hace uso de gráficas y digráficas (sección 22.1) 
como herramientas básicas. 

Una gráfica G = (V, E) consta de un conjunto V de vértices v1, v2, • • • (a 
menudo se denota simplemente por 1, 2, · · ·, n) y un conjunto E de bordes e 1, 

e
2

, · · • , cada uno de los cuales conecta dos vértices. También se escribe {i,j) 
para denotar un borde cuyos puntos extremos son i y J. Una digráfica (=· gráfi
ca dirigida) es una gráfica en la que cada borde tiene una dirección (indicada 
por una flecha). Para rµanejar gráficas y digráficas en computadora, es posible 
usar matrices o listas (sección 22.1). 

En este capítulo se estudiaron clases importantes de problemas de optimización 
para gráficas que se presentan todas en aplicaciones prácticas, así como 
algoritmos correspondientes, como sigue. 

En un problema de la trayectoria más corta (sección 22.2) se determina 
una trayectoria de longitud mínima (que consta de bordes) de un vértices a un 
vértice t en una gráfica cuyos bordes (i, }) tieqen una "longitud" l .. > O, que 
puede ser una longitud real, un tiempo de viaje, un costo o una fesistencia 
eléctrica [si (i, }) es un alambre de una red], etc. El algoritmo de Dijkstra 
(sección 22.3) o, cuando todas las /U= 1, el algoritmo de Moore (sección 22.2) 
son idóneos para resolver tales prciblemas. 

Un árbol es una gráfica conexa que no tiene ciclos (trayectorias cerradas). 
Los árboles son muy importantes en la práctica. Un árbol de expansión en una 
gráfica Ges un árbol que contiene a todos los vértices de G. Si los bordes de G 
tienen longitudes, entonces es posible determinar un árbol de expansión más 
corto, para el cual la suma de las longitudes de todos sus bordes es mínima. 
Algoritmos correspondientes son el de Kruskal (sección 22.4) y el de Prim 
(sección 22.5). 

Una red (sección 22.6) es una digráfica en la que cada borde (i,j) tiene una 
capacidad cr >O[= máximo flujo posible a lo largo de (i,j)] y en un vértice, la 
faente s, se ¡jroduce un flujo que circula a lo largo de los bordes hacia un vérti
ce t, el sumidero o blanco, en do¡¡de desaparece el flujo. El problema es 
maximizar el flujo, por ejemplo, aplicando el algoritmo de Ford-Fulkerson 

) :) ) ) ) 
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(sección 22.7), én el que se usan las trayectorias de aumento de flujo (sec
ción 22.6). Otro concepto relacionado es el de conjunto de corte como se 
definió en la sección 22.6. ' 

Una gráfica bipartita G = ( V, E) (sección 22.8) es una gráfica cuyo conjunto 
de vértices V consta de dos partes S y T tales que todo borde de G tiene un 
extremo en S y otro en T, de modo que no existen bordes que conecten vértices 
en So vértices en T. Un apareamiento en G es un conjunto de bordes, de los 
cuales ningún par tiene un punto extremo en común. Entonces, el problema es 
determinar un apareamiento de cardinalidad máxima en G, es decir, un apa
reamiento M tal que tenga un número máximo de bordes. Respecto a un algo
ritmo, consultar la sección 22.8. 

) .. , ) ::·: } 
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PROBABILIDAD Y 
ESTADÍSTICA 

Capítulo 23 Teoría de probabilidad 

Capítulo 24 Estadística matemática 

1?1 e, e, o e, e\ c1 e e} o o i;; 

Esta última parte del libro está dedicada a la estadística matemática y su fündamen
to, que es la teoría de probabilidad, Ambas áreas revisten importancia en varias 
tareas que se presentan en la práctica, como prneba de materiales, pruebas de funcio
namiento de sistemas, robótica y automatización en general, control de procesos de 
producción, optimización basada en métodos estadísticos, control de calidad, proble
mas de mercadeo, etc. En décadas recientes, la probabilidad y la estadística han am
pliado su alcance de aplicaciones ingenieriles y también han accedido a la ciencia de 
la computación, por ejemplo, en visión por computadora, análisis de funcionamiento 
de algoritmos y flujo de datos en redes de cómputo. A lo anterior es posible agregar 
una gran lista de aplicaciónes en agricultura, biología, demografía, economía, geo
grafía, administración de los recursos naturales, medicina, meteorología, política, 
psicología, sociología, control y planific;ación de tráfico, etc. 

Es una suerte que la estadística sea uniforme en el sentido de que muchos de 
sus métodos básicos pueden usarse en varias áreas de aplicación diferentes. Esto 
sugiere el siguiente plan general. 

En el capítulo 2.3 sobre probabilidad se proporcionan las bases de la estadística 
al considerar el concepto de probabilidad y aplicarlo al desarrollo de modelos mate
máticos de procesos regidos o afectados por "efectos aleatorios"; es decir, efectos 
que no es posible controlar o predecir con certeza. A fin de motivar una comprensión 
satisfactoria necesaria para trabajar con éxito en estadística, se hará hincapié en los 
conceptos, así como en aplicaciones típicas. 

647 
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En el capítulo 24 se aplican las leyes y los modelos probabilísticos del capítulo 
23 para desarrollar métodos de inferencia estadística, es decir, conclusiones a partir 
de muestras hacia los entes correspondientes, denominados poblaciones. Aquí la aten
ción se centrará en los principios y métodos estándares más importantes de estima
ción y prueba, que son universalmente aplicables en cualquiera de los diversos cam
pos recientemente mencionados. 

) .. ) 

Teoría de probabilidad 

El concepto de probabilidad (sección 23.2) tiene su origen en relación con los 
juegos de azar, corno el lanzamiento de monedas o dados, o con juegos de 
naipes. Actualmente produce modelos matemáticos de procesos aleatorios (de
nominados en fom1a abreviada "expel"Írnentos"; sección 23 .1 ). En cualquier 
experimento así se observa una "variable aleatoria" X(una función cuyos valo
res en el experimento ocurren "al azar"; sección 23.4), caracterizada por una 
distribución de probabilidad (secciones 23.5-23.7). O bien, se observa más de 
una variable aleatoria, por ejemplo, el peso y la estatura de las personas, la 
dureza y la resistencia a la tensión del acero; ésto se analiza en la sección 23 .. 8, 
en la que también se proporcionarán las bases de la justificación matemática de 
los métodos estadísticos del capítulo 24. 

Prerrequisito para este capítulo: Cálculo. 
Bibliograjia: Apéndice 1 parte G. 
Respuestas a los problemas: Apéndice 2. 

23. 1 EXPERIMENTOS, RESULTADOS, EVENTOS 

En probabilidad y estadística se tiene interés en datos que resultan de experimentos 
controlados en el laboratorio o de la observación de la naturaleza. En cualquier caso 
se usa el término "experimento": 

Un experimento es un proceso por medio del cual se obtiene una medición o una 
observación. Una simple ejecución de un experimento se denomina simplemente 
ensayo. Algunos ejemplos de experimentos son 

( 1) Inspeccionar un foco a fin de ver si está o no defectuoso. 
(2) Lanzar un dado y observar el resultado. 
(3) Efectuar una medición de la precipitación pluvial diaria. 
(4) Medir la resistencia a la tensión de algún cable de acero. 
(5) Elegir aleatoriamente a una persona y preguntarle si le gusta algún modelo 

nuevo de automóvil. 

) J. J ' /, 
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Así, el término "experimento" se usa en sentido muy amplio. Se tie~e interés en e~\ .. 
rimentos que implican aleatoriedad, efectos del azar, de modo que· no es ¡:iosih 
predecir exactamente lo que se obtendrá. Esto se denomina resultado o punto mues
tra, y el conjunto de todos los resultados posibles se denomina espacio muestra~ S' 
del experimento. 

En los ejemplos proporcionados se tiene que 

( 1) S = {D, N} , D = defectuoso, N = no defectuoso. 
(2) S= {!, 2, 3, 4, 5, 6}. 
(3) S son los números no negativos en algún intervalo O;;;; X;;;; K. 
(4) S son ios números en algún intervalo a;;;; x;;; b. 
(5) S = { G, N. I} , G = Le gusta, N = No le gusta, I = Está indeciso(a). 

Los subconjuntos de S se denominan eventos y los resultados, que evidentemente son 
subconjuntos especiales, eventos simples. En (2), los eventos son A= { 1, 3, 5} ("número 
impar"),B= {2,4, 6} ("número par"), C= {5, 6}, los seis eventos simples {l}, {2}, 
· · ·, {6}, etc. En problemas prácticos interesan más los eventos que los resultados. 

Ejemplo 6 .. Eventos. 

Se tienen cuatro empaques numerados del I al 4, de los cuales dos están defectuosos, por ejemplo, los 
empaques 1 y 2. El experimento consiste en extraer al azar dos empaques, de modo que el espacio muestra! 
S consta de 6 resultados (pares no ordenados) 

(1,2). (1,3), (1,4). (2,3), (2,4), (3,4) 

y se tiene interés en el número de empaques defectuosos que se obtienen en la extracción; es decir, en los 
eventos (subconjuntos de S) 

A {(3, 4)} "No hay defectuosos" 

B {(I, 3), (l, 4), (2, 3), (2, 4)} "Hay un defectuoso" 

C = {(I, 2)) "Hay dos defectuosos". 11 

Subconjuntos. En un ensayo, si ocurre un resultado que es un punto de un evento A, 
se dice que sucede A. Por ejemplo, si al lanzar un dado se obtiene 3, se dice que 
sucede el ever.to A: Número impar. Esto es bastante natural.. 

De manera semejante, A ~ B ("A es un subconjunto de B") significa que todos los 
puntos de A también son todos los puntos de B. Y si sucede A, se dice que también sucede 
B. Por ejemplo, en un ensayo, si sucede A = { 4, 5} (lo que significa que el resultado del 
lanzamiento del dado es 4 o 5), entonces B = {4, 5, 6} también sucede en ese ensayo. 

Uniones, intersecciones, complementos 

A partir de los eventos A, B. C, · · · de un espacio muestra! S dado, es posible deducir 
más eventos por razones prácticas o teóricas como sigue. 

- La unión A n B de A y B consta de todos los puntos que están en A o en B o en ambos. 
La intersección A n B de A y B consta de todos los puntos que están tanto en A 

como en B. 

e, o e;:, e e e c. e e· r .. e; e, ( (: ('• (( (!"(( 
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Si A yBno tienen puntos en común [como A={!, 3, 5} y B= {2, 4, 6} en (2)], 
se denominan mutuamente excluyentes, porque la ocurrencia de uno de esos even
tos excluye la ocurrencia simultánea del otro: si se obtiene un número impar, no es 
posible obtener un número par en el mismo ensayo .. Entonces se escribe 

A n B = 0, 

en donde 0 es el conjunto vacío (conjunto sin elementos) .. 
El complemento' A'de un evento A consta de todos los puntos de Sque no están 

en A. En (2), el complemento de A= { J, 3, 5} es A'= {2, 4, 6} = B. Observar que un 
evento Y su complemento siempre son mutuamente excluyentes, y que su unión es 
todo el espacio S. 

A n Ac = 0, AUAC=S. 

Las uniones e intersecciones de más eventos se defmen de manera semejante .... La unión 

m 

U A. 
j= 1 J 

de los eventos A,, · · · , A,,, consta de todos los puntos que están en por lo menos un A,, 
y la intersección 

m 

n A. 
j=l ..] 

consta de los puntos que están en cada uno de los eventos A 1, ···,A,,, ... 

Los diagramas de Venn 1 son representaciones gráficas de eventos en un espacio 
muestra! y son de bastante utilidad cuando se trabaja con eventos, en particular, si se 
trabaja con varios de éstos. En las figuras 485 y 486 se muestran ejemplos típicos .. 

Unión A uB Intersección A n B 

Figura 485. Diagramas de Venn en los que se observan dos eventos A y Ben un 
espacio muestra! S, su unión A U B (a color) y su intersección A n B (a color) 

'O A , pero esta notación no se usará po1que en temía de conjuntos se usa para otro propósito (para 
denotar la cerradura de A) 
2JOHN VENN (1834-1923), matemático inglés. 

1 
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Figura 486. Diagrama de Venn para el experimento de lanzar un dado, en el que 
se observan S, A= {1, 3, 5), C= {5, 6), A U C= {1, 3, 5, 6), A n C= {5). 

Ejemplo 7. Uniones e intersecciones de 3 eventos. 

Al lanzar un dado, considerar los eventos 

A: Número mayor que 3, B: Número meno,· que 6. e_- Número par. 

Entonces A n 8= {4,5},B n C= {2,4}, CnA={4,6},A n B n C={4} .. ¿Puede dibujar el lector un 
diagrama de Venn que represente lo ante,ior? Además, A n 8 = S, de donde A U 8 U C = S (¿por qué?), 
etc. 

Problemas de la sección 23.1 

Graficar un espacio muestra! de los siguientes experimentos .. 

l. Lanzar dos monedas. 
2. Lanzar dos dados. 
3. Extraer tres tomillos de un lote que contiene tomillos derechos y tomillos izquierdos. 
4. Entrevistar a dos personas respecto a si les gustó cierta película, distinguiendo entre las 

respuestas Sí, No e lndeciso(a). 
S. Extraer bolas de una caja que contiene 9 bolas azul.es y l bola roja, hasta que se extrae la 

roja, suponiendo "muestreo sin reemplazo", es decir, que las bolas extraídas 120 se regre, 
san a la caja. 

6. Lanzar un dado hasta obtener el primer 6. 
7. Registrar el tiempo de vida útil de cada una de tres componentes electrónicas. 

8. De un grupo de cinco personas, elegir un comité integrado por tres personas. 
9. Registrar la precipitación pluvial X y la temperatura máxima Y diarias en una ciudad. 

10. En el problema 2, encerrar en un círculo y marcar los eventps: 

A: los res11/tados son iguales, 

C: La suma de las caras es igual a 7. 

8: La suma de las caras es mayor que 9. 

D.: La suma dé las caras es par. 

¿Cuáles de estos eventos son mutuamente excluyentes? ¿Cuáles son A', 8', A U 8, A n 8, 
AUC,AnC' 

11. En relación con un viaje a Europa efectuado por algunos estudiantes, considerar los even· 
tos P de que vayan a París, G de que se diviertan y M de que se queden sin dinero, Y 
describir con palabras los eventos 1, · · · , 7 en el diagrama. 

12. En el problema 4, ¿cuál es el complemento del evento que consta de los tres resultados 
SS, NN, 11? 

13. • Al lanzar dos dados, ¿son mutuame.nte excluyentes los eventos A: "La suma es divisible 
entre 3" y 8: "La suma es divisible entre 4"? (Justificar la respuesta). 

01,, }_)jf.d_.). 
) "), ;¡ 

PROBABILIDAD 653 

23.2 

G 

Problema 1 ·1. 

14. En el problema 6, enumerar los resultados que integran el evento E: Primer "seis" que se 
obtiene al lanzar el dado cuando mucho cuatro veces. Describir E'. 

15 .. Enumerar todos los ocho subconjuntos del espacio muestral S= {a, b, c}. 
16. Usando diagramas de Venn, graficar y comprobar las reglas 

A U (B n C) 

A n (BU C) 

(A U B) n (A U C) 

(A n B) u (A n C). 

17. {Leyes de De Morgan) Usar diagramas de Venn para graticar y comprobar las reglas de 
DeMorgan 

18. Usando un diagrama de Venn, demostrar que A _s;;, 8 si y sólo si A n 8 = A 
19. Demostrar que; por la definición de complemento, para cualquier subconjunto A de un 

espacío muestra] S se tiene que 

se= 0, A U Ac = S, 0. 

20. Usando un ,diagrama de Venn, demostrar que A _s;;, 8 si y sólo si A U 8 = 8. 

PROBABILIDAD 

En un experimento, se supone que la "probabilidad" de un evento A mide aproxima
damente con cuánta frecuencia ocurre A si se efectúan muchos ensayos. Si se lanza 
una moneda, entonces las caras H y las cruces T aparecen aproximadamente con la 
misma frecuencia: se dice que H y Tson "eq uiprobables". En la tabla 23. 1 se confir
ma este hecho. De manera semejante para un dado de forma regular ("dado legal" o 
"no cargado"), cada uno de los seis resultados 1, · · ·, 6 son equiprobables Estos son 
ejemplos de experimentos en los que el espacio muestra! S consta de un número 
finito de resultados (puntos) que por razones de cierta simetría pueden considerarse 
comp equiprobables. Esto sugiere la siguiente 

Definición 1. Probabilidad. 

Si el espacio muestra! S de un experimento consta de •111 número finito de resultados 
(puntos) equiprobables, entonces la probabilidad P(A) de un evento A es 

1 
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(1) P(A) 

Así, en particular, 

(2) 

Ejemplo 1. Probabilidad. 
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Número de puntos en A 

Número de puntos en S 

P(S) l. 

Al lanzar un dado, ¿cuál es la probabilidad P{A) de A: "Obtener por lo menos un 5"? ¿Y la probabilidad 
de B: "Número par11? 

Solución. Los seis resultados son equipmbables, de modo que la probabilidad de cada uno es 1/6. 
P{A) = 2/6 = 1/3 porque A= {5, 6} tiene dos puntos, y P(B) = 3/6 = 1/2, 

Tabla 23:1 
Lanzamiento de una moneda 

Experimentos 
realizados por 

BUFFON 
K PEARSON 
K. PEARSON 

Número de 
lanzamientos 

4,040 
12,000 
24,000 

Número 
de caras 

2,048 
6,019 

12,012 

Frecuencia relativa 
de las caras 

0,5069 
0,5016 
0,5005 

La definición I es válida para muchos juegos, así como para algunas aplicacio
nes prácticas, como se verá, aunque ciertamente no lo es para todos los experimentos, 
simplemente debido a que en muchos problemas no se cuenta con un número finito 
de resultados equiprobables. 

Por ejemplo, si de un lote recientemente producido se extraen tornillos, en gru
pos de 3 cada vez, y se inspeccionan para encontrar los defectuosos, ¿cómo es posi
ble asignar una próbabilidad a A: "Cuando mucho un defectuoso"? Bien: es posible 
hacer un mayor número 11 de ensayos (extraer al azar muchas veces tres tornillos de 
un lote e inspeccionarlos) y considerar la frecuencia relatívaf (A) como una "aproxi
mación" de la probabilidad desconocida P(A). Aquí, por defi~ición, 

(3) f rel(A) 

y_f(A) se denomina frecuencia de A. Resulta evidente que 

(4*) 

en dondeJ;.,(A) = O si A no ocurre en una sucesión de ensayos y J;,1(A) = 1 si A ocurre 
en cada ensayo de la sucesión. 

También, en cada uno de los 11 ensayos debe suceder uno de los resultados D 0 , • • ·, D 3 

(D.= Número de defectuosos en un lote); por tanto, la suma de sus frecuencias debe 
sef igual a 11, Para el espacio muestra] S = {D0, D 1, D 1, DJ}, con lo anterior si obtiene 
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(5*) l. 
11 

n n 

Además, si A y B son eventos mutuamente excluyentes (A n B = 0, ver la sec
ción 23 .1 ), entonces en un ensayo cuando nn1cho puede ocurrir A o B, de medo que 
se obtiene 

(6*) 
f(A) + f(B) 

Írel(A U B) = = Írel(A) + Íre¡(B). 
n 

La probabilidad como contraparte de la frecuencia relativa. Ahora ya es posible 
extender la definición de probabilidad a experimentos en los que no se cuenta con 
resultados equiprobables. Por supuesto, la definición extendida debe comprender a la 
definición 1. Como se supone qtie las probabilidades son la contraparte teórica de las 
frecuencias relativas, entonces como axiomas se eligen las propiedades en (4*), (5*), 
(6*). (Históricamente, tal elección es resultado de un largo proceso de obtención de 
experiencia sobre lo que podría ser lo mejor y más práctico.) 

Definición 2. Probabilidad. 

Dado tin espacio muestra! S, para cada3 evento A de S (subconjunto de S) hay asocia
do un número P(A), denominado la probabilidad de A, tal que se cumplen los si
guientes axiomas de probabilidad 

l. Para todo A en S, 

(4) 1 O ~ P(A) ~ l. j 
2. La probabilidad de todo el espacio muestra! Ses 

(S) 1 P(S) = l. 1 

3. Para eventos mutuamente excluyentes A y B (A n B = 0; ver la sección 23 .1 ), 

(6) 1 P(A U B) = P(A) + P(B) 1 (A n B = 0). 

Si Ses infinito (tiene una infinidad de puntos), el axioma 3 debe sustituirse por 

3'. Para eventos mutuamente excluyentes A,, A 2, • • ·, 

(6') 

"En e1 caso infinito, respecto a una restricción teOrica sin consecuencias prácticas para los objetivos 
de este libro. consultar la "s álgebra", por ejemplo, en la obra citada en el apéndice I como referencia 
[8]. 
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Teoremas básicos sobre probabilidad 

Se verá que los axiomas de probabilidad penniten elaborar la teoría de probabilid 
y sus aplicaciones a la estadística. Se empezará con tres teoremas básicos. El prime 
de ellos es de utilidad si se desea obtener la probabilidad del complemento A' m 
fácilmente que P(A) en sí. 

Teorema 1 (Regla de complementación) 

Para un evento A y su complemento A' en un espacio muestra/ S, 

(7) P(A e) = 1 - P(A). 

Demostración. Por la. definición de complemento (sección 23.1) se tiene S = A U 
y A n A'= 0. Así, por los axiomas 2 y 3, 

1 = P(S) = P(A) + P(A e), por tanto, P(A e) 1 - P(A). 

Ejemplo 2. Lanzamiento de monedas. 

Se lanzan cinco monedas de manera simultánea Encontrar la probabilidad del eyento A Por lo meno!/; 
obtiene una cara .. Suponer que las monedas no están cargadas 

Solución. Como cada moneda puede caer cara o cruz, entonces el espacio muestra! consta de 2' = 
resultados. Ya que las monedas no están cargadas, es posible asignar la misma probabilidad ( 1/32) a ca 
resultado Así, el evento A' (No se obtiene ninguna cara) consta de un sólo resultado. Por tanto, P(A') 
1/32, y la respuesta es P('!) = 1 - P(A') = 31/32 

El siguiente teorema es una simple extensión del axioma 3, que puede demo~·. 
trarse fácilmente por inducción: 

Teorema 2 (Regla de la adición para eventos mutuamente excluyentes) 

Para eventos mutuamente excluyentes A,, · · · , A,,, en un espacio muestra/ S, 

(8) 

Ejemplo 3. Eventos mutuamente excluyentes. 

Si las probabilidades de que en cualquier día laboral un taller mecánico reciba 10-20, 21-30, 31-40, más 
de 40 automóviles para reparar son 0.20, 0.35, 0.25. O 12, respectivamente, ¿cuál es la probabilidad de 
que en cualquier día dado el taller reciba por lo menos 21 automóviles para repararº 

So/11ció11. Como se trata de eventos mutuamente excluyentes, al aplicar el teorema 2 se obtiene la res~ 
puesta 0 .. 35 + 0.25 + O 12 = O 72 1 

En muchos casos los eventos no son mutuamente excluyentes. Entonces se tiene el 

Teorema 3 (Regla de la adición para eventos arbitrarios). 

Para los eventos A y B de un espacio muestra!, 

) 
•, 

J ) "'),· :1 ) J -': 
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(9) P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A n B). 

Demostración. En la figura 487 se tiene que los eventos C, D, E son ajenos, y A= 
C U D, B = D U E. Así, por el axioma 3 

P(A) P(C) + P(D), P(B) P(D) + P(E). 

Por adición, 

ENTRA FOR P(A) + P(B) = P(C) + P(D) + P(D) + P(E). 

Luego se resta P(D) en ambos miembros, 

P(A) + P(B) - P(D) = P(C) + P(D) + P(E). 

El miembro izquierdo es P(A) + P(B) - P(A n B) porque D = A n B. El miembro 
derecho es P(A U B) por el teorema 1, ya que A U B =CU D U E y C, D, E son 
ajenos. Así se demuestra (9). 1 

Observar que, por definición, para eventos mutuamente excluyentes A y B se 
tiene A n B = 0 y, al comparar (9) y (6), 

A B 

Figura 487. Demostración del teorema 3. 

Ejemplo 4. Unión de eventos arbitrarios. 

Al lanzar un dado no cargado, ¡,cuál es la probabilidad de obtener un numero imparo un numero menorque4? 

So/11ció11. Sean A el evento "Núme,o impar" y Bel evento "Número menor que 4" Entonces al aplicar el 
teorema 4 se obtiene la respuesta 

P(A U B) = Í + Í - i = i 

ya que A n B = "Niirnero impar menor que 4" = { I, 3} 

Probabilidad condicional. Eventos independientes 

A menudo se requiere determinar la probabilidad de un evento B bajo la condición 
de que ocurra un evento A. Esta probabilidad se denomina probabilidad condicio
nal de B dado A y se denota por P(BIA). En este caso, A sirve como un nuevo 
espacio muestra! (reducido), y tal probabilidad es la fracción de P(A) que correspon
de aA n B. Así, 

:\ : ) ) '¡ ¡~:! ) ~) ). \ ·"¡_ i ) j j 1 )1 1 } -~ ~. ~· --": ...-\ .e'¡ ~ 

""1 
.;;,,{ 

-··--·-·-- --·-··--- --- ·-· ·-
_______ , ___ 

1 



www.elsolucionario.net

www.elsolucionario.net

658 

.¡ 

TEORiA DE PROBABILIDAt;i} 

(11) 
r

----- ----·------·····] 
P(BIA) = P(A n B) 

P(A) 
·------------~--

De manera semejante, la probabihdad condicionai de A dado B es 

(12) P(A IB) = P(A n B) 
P(B) 

Al despejar P(A n B) de ( 11) y ( 12) se obtiene el 

Teorema 4 (Regla de la multiplicación) 

[P(A) >6 O]. 

[P(B) >6 O] .. 

Si A y B son eventos en un espaciq muestra! S y P(A) a"' O, P(B) a"' O, entonces 

[ ··----------··-------·] 
P(A n B) = P(A)P(BIA) = P(B)P(AIB). 
-····-~------ ----··----·--·-·-----· 

(13) 

Ejemplo 5. Regla de la multiplicación. 

Al producir tornillos, sean A que significan '*tomillo demasiado delgado" y B 11 to1Tiillo demasiado cortoº, 
respectivamente. Sea P{A) = 0.1 y sea P{BIA) = O 2 la probabilidad condicional de que un tomillo dema
siado delgado también sea demasiado co11o ¿Cuál es la probabilidad de que un tomillo elegido al azar 
del lote producido sea demasiado delgado y demasiado corto? 

S0l11ció11. P(A n 8) = P{A)P{BjA) = O 1 · 0.2 = 0.02 = 2% por el teorema 4 

Eventos independientes. Si los eventos A y B son tales que 

(14) [ P(A n B) = P(A)P(B), 1 

entonces se denominan eventos independientes. Suponiendo que P(A) a"' O, P(B) a"' 

O, a partir de (11 )-( 13) se observa que en este caso 

P(A 1-B) = P(A), P(BJA) = P(B}. 

Lo anterior significa que la probabilidad de A no depende de la ocurrencia o no 
ocurrencia de B, y recíprocamente. Esto justifica el término "independientes". 

Independencia de 111 eventos. De manera semejante, m eventos A,, · · · , A,,, se deno
minan independientes si 

(15a) 

asi como para cada k eventos diferentes A¡
1
, A;

2
, • • ·, A;k 

(15b) 

en donde k= 2, 3, · · ·, m - l. 

PROBABILIDAD 

(16) 

En consecuencia, tres eventos A, B y C son independientes si 

P(A n B) 

P(B n C) 

P(C n A) 

P(A n B n C) 

P(A}P(B}, 

P(B)P(C). 

P(C)P(A), 

P(A}P(B)P( C). 
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Muestreo. El siguiente ejemplo está relacionado con la extracción aleatoria de objetos, 
uno a la vez, de un conjunto de objetos dado. Lo anterior se denomina muestreo de 
una población y existen dos formas de muestreo, como se muestra a continuación. 

l. En el muestreo con reemplazo, el objeto extraído al azar se regresa nueva
mente al conjunto dado y éste se revuelve de manera exhaustiva. Luego se extrae 
aleatoriamente el siguiente objeto. 

2. En el muestreo sin reemplazo, el objeto extraído no se regresa al conjunto. 

Ejemplo 6. Muestreo con y sin reemplazo. 

Una caja contiene 10 tomi11os, de 1os cuales tres son defectuosos Se extraen dos tomillos al azar. Encon
trar la probabilidad de que ninguno de los dos tornillos sea defectuoso. 

So/11cló11. Se considerarán los eventos 

A,- El primer tornillo extraído no es d~fecwoso 

B: El segundo tornillo ext,aído no es defectuoso 

Resulta evidente que P(A) = "i7í porque 7 de los I O tomillos no son defectuosos y se muestrea al azar., de 
modo que cada tomillo tiene la misma probabilidad fo de ser elegido. Si se muestren con reemplazo, la 
situación antes de la segunda extracción es la misma que al principio, y P(B) = {o" Los eventos son 
independientes, y la respuesta es 

P{A n B) P(A)P(B) = 0.7 · 0.7 = 0.49 = 49% 

Si se muestrea sin reemplazo, entonces P(A) = To, corno antes. Si ha ocurrido A, 
entonces quedan 9 tomillos en la caja, de los cuales 3 son defectuosos. Así, P(BIA) 
= f f y al aplicar el teorema 4 se obtiene la respuesta 

7 2 P{A n B) = Tü · 3 = 47%. 11 

Problemas de la sección 23.2 

l. ¿Cuál es la probabilidad de obtener pór lo menos una cara al lanzar seis monedas no 
cargadas? 

2. Al lanzar dos dados no cargados, ¿cuál es la probabilidad de obtener una suma mayor que 
1 O o una suma divisible entre 6'! 

3. De un lote de 100 tomillos que contiene I O tomillos defectuosos se extraen al azar tres 
tomillos. Encontrar la probabilidad del evento que todos los 3 tomillos extraídos no sean 
defectuosos, suponiendo que se extrae (a) con reemplazo, (b) sin reemplazo. 

4. ¿En qué condiciones no habrá prácticamente diferencia si se extrae con o sin reemplazo? 

www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
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5. Tres cajas contienen cinco fichas cada una, numeradas del 1 al 5, y de cada caja se ext 
al azar una ficha. Encontrar la probabilidad del evento E que la suma de los númerof 
las fichas extraídas sea mayor que 4. 

6. Un lote de 100 varillas de acero consta de 25 varillas que exceden la medida necesaria, dé· 
varillas que no alcanzan la medida necesaria, y de 50 varillas que tienen la medida nec 
ria. Si al azar se extraen sin reemplazo dos varillas, ¿cuál es la probabilidad de obtener 
dos varillas de la medida necesaria, (b) una varilla de la medida necesaria, (c) ning, 
varilla de la 1;1edida necesaria, (d) dos varillas que no alcanzan la medida necesaria? ,::, 

7. Si un cierto tipo de neumático tiene una duración que supera las 25 000 millas con pro 
bilidad 0.95, ¿cuál es la probabilidad de que un conjunto de estos neumáticos en 
automóvil dure más que 25 000 millas? 

8. En el problema 7, ¿cuál es la probabilidad de que por lo menos un neumático no du' 
25 000 millas? 

9. Un aparato para controlar la presión contiene 4 tubos electrónicos. El aparato no funcio .; 
a menos de que todos los tubos sean eficientes. Si la probabilidad de falla de cada tu 
durante algún intervalo de tiempo es 0.03, ¿cuál es la probabilidad correspondiente 
falla del aparato? 

10. Si un circuito contiene tres interruptores automáticos y se desea que, con una probabil 
dad de 95%, durante un intervalo de tiempo dado todos trabajen, ¿cuál es la probabilid 
de falla por intervalo de tiempo que es posible pennitir para un solo interruptor? 

11. Si se inspeccionan hojas de papel al extraer sin reemplazo 3 hojas de cada lote de 1 
hojas, ¿cuál es la probabilidad de obtener 3 hojas limpias aun cuando el 8% de las hoj 
contiene impurezas? .. 

12. ¿Con cuál de las siguientes opciones se obtiene una mayor probabilidad de acertar poi'i1 

menos una vez: (a) acertar con probabilidad 1/2 y disparar una vez, o (b) acertar co 
probabilidad 1/4 disparando 2 veces? · 

13. Al lanzar dos dados no cargados, ¿cuál es la probabilidad de obtener números iguales 
números cuyo producto sea par? 

!,l. Suponer que se extraen tarjetas repetidamente y con reemplazo de un archivo de 200 
tarjetas, 100 de las cuales se refieren a hombres y 100 de las cuales se refieren a mujeres. 
¿Cuál es la probabilidad de obtener la segunda tarjeta "mujer" antes de obtener la tercera 
tarjeta "hombre"? · 

15. ¿Cuál es el evento complementario del evento considerado en el problema 14? Calcula;,· 
su probabilidad y usarla para comprobar el resultado obtenido en el problema 14. 

16. Suponer que en una producción de fusibles la fracción de fusibles defectuosos ha sido del 
2% constante durante un gran periodo de tiempo, y que este proceso es controlado cada 
media hora al extraer e inspeccionar dos fusibles recientemente producidos. Encontrar las 
probabilidades de (a) no obtener ningún fusibie defectuoso, obtener (b) un fusible defec
tuoso, (c) dos fusible defectuosos. ¿Cuál es la suma de estas probabilidades? 

17. Un motor acciona un generador eléctrico. Durante un periodo de 30 días, el motor requie .. 
re reparación con una probabilidad de 8%, y el generador requiere reparación con una 
probabilidad de 4%. ¿Cuál es la probabilidad de que durante un periodo dado todo el 
aparato requiera reparación? 

18. Demostrar que si B es un subconjunto de A, entonces P(B) ;§ P(A). 

19. Extender el teorema 4 para demostrar que P(A n B n C) = P(A)P(BIA)P (CIA n B). 

20. Quizá el lector se pregunte si en ( l 6) la última relación se concluye a partir de las otras, pero la 
respuesta es no. A fin de ver lo anterior, imaginar que se extrae una ficha de una caja que 
contiene 4 fichas numeradas 000, O 1 1, 1 O 1, 1 1 O, y sean A. B. C los eventos de que los dígitos 
primero, segundo y tercero, respectivamente, de la ficha extraída sean 1. Demostrar que 
entonces las tres primeras fórmulas en ( 16) se cumplen, pero que la ultima no se cumple, 

''') ") ) ) . ~s~ :) 
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23.3 PERMUTACIONES Y COMBINACIONES 
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En esta sección se obtendrá ayuda para efectuar el conteo sistemático de puntos 
muestrales en eventos A. Esto es necesario para calcular la probabilidad P(A) en 
experimentos con un espacio muestra! finito S que consta de kresultados equiprobables. 
Así cada resultado tiene una probabilidad lile, y si A consta de m resultados, entonces 

1 P(A) = ~ · 1 

Y en la práctica, m o k puede ser tan grande que olvidar puntos o contarlos dos veces 
es casi inevitable. Por ejemplo, el número de órdenes para sentarse de I O personas es 
3 628 000 ( con lo que la probabilidad de sentar aleatoriamente a estas personas en un 
cierto orden dado es igual a 1/3 628 000.): ¿puede el lector darse cuenta de que no 
sería muy práctico calcular lo anterior escribiendo una lista de tales órdenes para 
ser,iarse? Es aquí que las "permutaciones" y las "combinaciones" son de utilidad para 
efectuar lo anterior. 

Permutaciones. Dadas n cosas diferentes (elementos u objetos), es posible disponer
las en un renglón en cualquier orden. Cada una de tales disposiciones o arreglos se 
denomina permutación de las cosas dadas. Por ejemplo, se tienen 6 permutaciones 
de las tres letras a, b, e; a saber, abe, acb, bac, bca, cab, cba. Esto ilustra el 

Teorema 1 (Permutaciones) 

El número de permutaciones de n cosas diferentes tomadas todas a la vez es 

(1) l 11! = 1 · 2 · 3 · · · n 1 (léase como "n factorial"). 

De hecho, existen 11 posibilidades para ocupar la primera posición en el renglón; 
luego quedan disponibles 11 - 1 objetos para ocupar la segunda posición, etc. De 
manera semejante, si no todas las cosas dadas son diferentes, para calcular su número 
de permutaciones se obtiene el siguiente teorema. 

Teorema 2. (Permutaciones) 

Si n cosas dadas pueden dividirse en e clases tales que las cosas que pertenecen a la 
misma clase son iguales mientras que las que pertenecen a clases diferentes son dife
rentes, entonces el número de permutaciones de estas cosas tomadas todas a la vez es 

(2) 
n! 

n) 

en donde n1 es el número de cosas en laj-ésima clase. 

Ejemplo 1. Ilustración del teorema 1. 

Si en una caja hay 10 tomillos diferentes que son necesarios en cierto orden para 
ensamblar un producto y estos tomillos se extraen al azar de la caja, entonces la 

'). ') ') :~:·, : ~ ~) .:21 ) i ) . ./ ., ;_/, 
J .:.,, 
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probabilidad P de elegirlos en el orden requerido es muy pequeña; a saber (ver 
teorema 1) · " 

p = !/!O! 113 628 soc ".""' c_.ooc C3%. 

Ejemplo 2. llus.tra:ión del teorema 2. 

Si una caja contiene 6 bolas rojas y 4 bolas azules, la probabilidad de extraer primero las bolas rojas y 
luego las bolas azules es (ver el teorema 2) ,:¡; 

P = 6!4!/10! = 1/210 = 0.5%. 

Una permutación den cosas tomadas ka la vez es una permutación que con ' 
tiene sólo k de las n cosas dadas. Por definición, clos de tales permutaciones qu 
constan de los mismos k el~r:pentos, en orden diferente, son diferentes. Por ejemplo/ 
se tienen seis permutaciones diferentes de las tres letras a, b, e, al tomar dos letras a la. 
vez; a saber, 

ab, ac, be, ba, ca, cb. 

Una permutación den cosas tomadas ka la vez con repeticiones es un arregJ 
que se obtiene al colocar cualquier cosa de las dadas en la primera posición, cuai 
quier cosa de las dadas, incluyendo una repetición de la que acaba de utilizarse, en hi,, 
segunda posición, y continuando así hasta que se ocupan las k posiciones. Por ejem-. · 
plo, se tienen 32 

= 9 permutaciones diferentes de ese tipo de a, b, e tomando dos letras· · 
a la vez; a saber, las seis permutaciones que se proporcionaron con anterioridad y ad, 

'bb, ce. El lector puede demostrar el siguiente teorema (Problema 15). 

Teorema 3 (Permutaciones) 

El número de pennutaciones diferentes de n cosas diferentes tomadas ka la vez sin 
repeticiones es 

(3a) 11 ! 
n(n - l)(n - 2) · · · (n - k + 1) 

(n - k)! 
y con repeticiones, es 

{3b) n*. 

Ejemplo 3. Ilustración del teorema 3. 

En un telegrama codificado las letras están dispuestas en grupos de cinco letras, denominadas palabras. 
A partir de (3b) se observa que el número de tales palabras diferentes es 

265 = 11 881 376. 

A partir de (3a) se concluye que el número de tales palabras diferentes q.ye contienen a cada letra no más 
de una vez es 

26!/(26 - 5)! = 26 · 25 · 24 • 23 • 22 = 7 893 600, 1 
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Combinaciones 

En una permutación es esencial el orden de las cosas elegidas. En contraste, una 
combinación de: cosas dadas significa cualquier selección de una o 1nás cosas sin irn
portar el orden. Existen dos tipos de combinaciones, como se muestra a continuación. 

El número de combinaciones de II cosas diferentes, tomadas k a la vez, sin 
repeticiones es el número de conjuntos de pueden fom1árse a partir de las 11 cosas 
dadas, conteniendo cada conjunto k cosas diferentes y sin que dos conjuntos c;:uales
quiera contengan exactamente las mismas k cosas. 

El número de combinaciones de II cosas diferentes, tomadas k a la vez, con 
repeticiones es el numero de conjuntos que pueden formarse de k cosas elegidas de 
las II dadas, utilizando cada una de éstas tan a menudo como se quiera. 

Por ejemplo, se tienen tres combinaciones de las letras a, b, e, tomadas dos.ª. la 
vez, sin repeticiones; a saber, ab, ac, be, y seis de esas combinaciones con repet1c10-
nes; a saber, ab, ac, be, aa, bb, ce. 

Teorema 4 (Combinaciones) 

El número de combinaciones diferentes de II cosas diferentes, tomadas ka la vez, sin 
repeticiones, es 

(4a) 
1 G) 11 ! 

k!(n - k) ! 
n (n - 1) · · · (n - k + 1) 

1 · 2 · · · k 

y el número de esas combinaciones con repeticiones es 

(4b) 

La proposición que implica a ( 4a) se deduce de la primera parte del teorema 3 al 
observar que existen k! permutaciones de k cosas tomadas de las n d~das, l~s cuales 
sólo difieren en el orden de los elementos (ver el teorema 1 ), pero solo se llene una 
combinación de esas k cosas del tipo caracterizado en la primera proposición del 
teorema 4. La última proposición de este teorema puede demostrarse por inducción 
(ver el problema 16). 

Ejemplo 4 Ilustración del teorema 4. 

El número de muestras de cinco focos que pueden seleccionarse de un lote de 500 es [ ver ( 4a)] 

ENTRA FC 
(

500) = 500! 
5 5!495! 

Función factorial 

500 · 499 · 498 · 497 ' 496 = 255 244 687 600. 
1 2 · 3 · 4 · 5 

En _(I )-( 4 ), la función factorial es básica. Por definición, 

(5) O! = J. 

1 

(-.ne 
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Los valores pueden calcularse recurrentemente a partir de valores dados por medio d 

(6) (n + I)! = (n + l)n!. 

Para 11 grande la función es muy grande (ver la tabla A3 en el apéndice 5). Una aproxi · 
mación conveniente paran grande es la fórmula de Stirling• 

(7) (-ne)n 1 n! - V27m . (e 2.718 · · 

en donde - se lee como "asintóticamente igual" y significa que la razón de los dos 
miembros de (7) tiende a 1 cuando 11 tiende a infinito. 

Ejemplo 5. Fórmula de Stirling 

A fin de apreciar la fónnula de Stirling, comprobar las siguientes aproximaciones: 

n! Por (7) Valor exacto Error relativo 

4! 23.5 24 1.4% 

IO! 3 598 696 3 628 800 0.8% 

20! 2.422 79 · 1018 2 432 902 008 176 640 000 0.4% 
1 

Coeficientes binomiales 

Los coeficientes binomiales se definen por medio de la fórmula 

(8) (ª) = a(a - l)(a - 2) · · · (a - k + 1) 
k k! 

(k ,;;; O, entero). 

El numerador tiene k factores. Además, se define 

(9) (~) = 1, en particular, (~) J. 

Para un entero a = n, a partir de (8) se obtiene 

(10) (n ,;;; O, O ;;;;;; k ;;;;á n). 

'JAMES STI RLING ( 1692, l 770), matemático escocés. 

<'i:V, 
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Los coeficientes binomiales pueden calcularse recurrentemente, ya que 

( 11) 

La fórmula (8) también produce 

(12) 

(le 1;;. O, entero). 

(le 1;;. O, entero) 
(m > O). 

Existen numerosas relaciones adicionales; se mencionan las siguientes 

(13) nil (k + s) = (n + k) 
s=O k k + J 

y 

(14) 

Problemas de la sección 23.3 

(k;;;;: O, n 1;;_ 1, 
ambos enteros) 

l. Enumerar todas las pennutaciones de los cuatro dígitos 1, 2, 3, 4, tomados todos a la vez. 

2. Enumerar todas las (a} pennutaciones (b) combinaciones sin repeticiones, (c) combina
ciones con repeticiones, de las 5 letras a. e, i, o, u tomadas 2 a la vez. 

3. ¿De cuántas maneras es posible asignar 8 obreros a 8 trabajos (un obrero a cada trabajo y 
recíprocamente)? 

4. ¿De cuántas maneras es posible elegir un comité de 3 personas de un grupo de 6 personas? 

S. ¿Cuántas muestras diferentes de 3 objetos es posible extraer de un lote de 50 objetos? 

6. Si una jaula contiene 100 ratones, dos de los cuales son machos, ¿cuál es la probabilidad 
de que dos ratones machos estén en una muestra si se eligen 12 ratones al azar? 

7. De un lote de I O objetos, 2 son defectuosos. (a) Encontrar el número de muestras 
diferentes de 4 objetos. Encontrar el número de muestras de 4 objetos que (b) no 
contienen ningún objeto defectuoso, contienen (c) 1 objeto defectuoso, (d) dos obje
tos defectuosos. 

8. Una urna contiene 2 bolas azules, 3 bolas verdes y 4 bolas rojas. Se extrae al azar una bola 
y se coloca a un lado .. Luego se extrae la siguiente bola, etc. Encontrar la probabilidad de 
extraer en primer lugar las 2 bolas azules, luego las 3 verdes y finalmente las rojas. 

9. Determinar el número de manos de bridge diferentes. (Una mano de bridge consta de 13 
cartas seleccionadas de una baraja completa de 52 cartas diferentes.) 

10. ¿De cuántas maneras diferentes es posible que 5 persónas se sienten en una tabla redonda? 

11. Si se alinean 3 sospechosos de robo y 6 personas inocentes, ¿cuál es la probabilidad de 
que un testigo que no está seguro y debe elegir a tres personas escoja por azar a los tres 
sospechosos? ¿Y de que el testigo elija por azar a 3 personas inocentes? 

12. ¿De cuántas maneras diferentes es posible elegir un comité integrado por 4 ingenieros, 2 
químicos y 2 matemáticos de un grupo de I O ingenieros, 5 quimicos y 7 matemáticosry 
(Primero adivinar; luego calcular la respuesta.) 

13. ¿Cuántas placas de automóvil diferentes con 5 símbolos; a saber, 2 letras seguidas por 3 
dígitos, es posible elaborar? 

,,¡y .;') ,::'.), ,.:) ,:21 ,-,., 
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14. ¿Cuál es la probabilidad de que en un grupo de 20 personas (en el que no hay gemelos) · 
por lo menos dos cumplan años el mismo día, si se supone que la probabilidad de' 
cumplir años en un día dado es 1/365 para cada día? Primero adivinar; luego calcular la 
respuesta. 

15. Demostrar el teorema 3. 

16. Demostrar la última proposición del teorema 4. Sugerencia. Aplicar ( 13). 

17. Usando ( 17), calcular valores aproximados de 4! y 8! y detenninar los valores absoluto y:· 
relativo 

18. (Teorema del binomio) Por el teorema del binomio, 

de modo que a• b"·' tiene el coeficiente ( ~) ¿Es posible concluir esto a partir del teore

ma 4 o se trata de una simple coincidencia? 

19. Deducir ( 11) a partir de (8). 

20. Demostrar ( 14) aplicando el teorema del binomio (problema 18) a 

(1 + b)P(I + b)q = (1 + b)P+q .. 

VARIABLES ALEATORIAS, DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD 

Si se lanzan dos dados, se sabe que la suma X de los dos números que aparecen en 
la cara superior debe ser un entero entre 2 y 12, aunque no es posible predecir qué 
valor de X ocurrirá en el siguiente ensayo, y puede afirmarse que X depende del 
"azar". De manera semejante, si se desea extraer 5 tomillos de un lote de tomillos y 
medir sus diámetros, no es posible predecir cuántos serán defectuosos; es decir, no 
cumplirán requisitos dados; por tanto, X= Número de defectuosos es nuevamente 
una función que depende del "azar". El tiempo de vida útil X de un foco extraído de 
un lote de focos también depende del "azar", así como el contenido X de una bote
lla de limonada que es llenada por una máquina y se selecciona aleatoriamente de 
un lote dado. 

En términos generales, una variable aleatoriaX(también denominada variable 
estocástica) es una función asociada con un experimento cuyos valores sen números 
reales y su ocurrencia en los ensayos (las ejecuciones del experimento) depende del 
"azar". Con más precisión, se tiene la siguiente definición. 

Definición (Variable aleatoria, su distribución de probabilidad) 

Una variable aleatoria X es una función con las siguientes propiedades. 

l. X está definida en el espacio muestra/ S de un experimento, y sus valores son 
números reales. 

e r e 
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2. Para todo número real a, la probabilidad 

P(X = a) 

de que X asuma el valor a en un ensayo está bien definida; de manera semejante, 
para todo intervalo I la probabilidad 

P(X E f) 

de que X asuma cualquier valor en I en un ensayo está bien definida. 

Estas probabilidades constituyen la distribución de probabi~idad o, brevemen
te, la distribución de X, dada la función de distribución' 

(1) F(x) = P(X ;;a; x), 

para todo x que proporcione la probabilidad de que X asuma cualquier valor no 
mayor quex. 

Aunque la definición de distribución es muy general, sólo un número muy pe
queño de distribuciones ocurre una y otra vez en las aplicaciones. Más importante es 
una clasificación de las distribuciones relevantes desde un punto de vista práctico, 
en dos grandes categorías: las distribuciones discretas, que ocurren en experimen
tos en los que se cuenta (automóviles sobre una carretera, fallecimientos por cáncer, 
lartZamientos de un dado hasta que se obtiene el primer 6, etc.) y las distribuciones 
continuas, que ocurT'en en experimentos en los que se mide (tensión eléctrica, presión 
arterial, precipitación pluvial, etc.). A continuación se analizarán estas dos clases de 
distribuciones, una después de otra. 

Variables y distribuciones aleatorias discretas 

Definición (Variable y distribución aleatorias discretas) 
Una variable aleatoria X y su distribución se denominan discretas si X puede asumir 
sólo una cantidad finita o cuando mucho una infinidad numerable de valores, deno
minados valores posibles de X, por ejemplo, 

con probabilidades positivas 

respectivamente, mientras que la probabilidad para cualquier intervalo que no con
tiene ningún valor posible de X es cero. 1 

Resulta evidente que la distribución discreta está dada por la función de proba
bilidad de X, definida por 

s¡Precaución! ¡La tenninología no es unifonne! F(x) algunas veces también se denomina función de 
distribución acumulada. 
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U= !, 2, · · ·), 
{

P· 
f(x) = ; (2) 

en caso contrario. 

A partir de lo anterior se obtienen los valores de la función de distribución F(x) al' 
considerar sumatorias, ' 

(3) 

en donde para cualquier x dado se suman todas las probabilidades p1 para las cuales x1 
es menor o igual que x. Esta es un función escalonada con saltos verticales de tamaño 
p1 en los valores posibles x¡ de Xy constante en las regiones entre éstos. 

Ejemplo 1. Función de probabilidad y función de distribución. 

En la figura 488 se muestran la función de probabilidad _t{x) y la función de distribución F(x) de la 
. variable aleatoria discreta 

X= Número que aparece en la cara superior de un dado no cargado, que se obtiene en un lanzamiento de ésteº 

Los valores posibles de Xsonx= I, 2, 3, 4, 5, 6 con probabilidad 1/6 cada uno, y precisamente en estos 
x la función de distribución tiene saltos verticales de magnitud 1/6. Por tanto, a partir de la gráfica de t{x) 
es posible obtener la gráfica de F{l'.) y recíprocamente. 1• 

En la figura 488 {y en la siguiente), ¡el punto mñs grande indica el valor de la función en el salto! ,', 

tt111111 1 1 1 
o 5 10 

x-

t _J F(xJ 

} 
1 
2 

J 

r i 1 i 1 1 
o 5 10 

x--,... 

Figura 488. Función de probabilidad f(x) y función 
de distribución F(x) de la variable aleatoria X= Número 

que se obtiene al lanzar una vez un dado legal. 

): ), /· ) r ) , J ), 

1 

•. ·"\~·· 
;,;:.:.; 
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Ejemplo 2. Función de probabilidad y función de distribución. 

La variable aleatoria 

X= Suma de los dos números que aparecen en las caras superiores de dos dados no cargados al 
efectuar un lanzamiento de éstos. 

es discreta y tiene los valores posibles 2 (= 1 + 1 ), J, 4, · · , 12 (= 6 + 6). Existen 6 6 = 36 resultados 
equiprobables 

( I, 1), (1, 2), · , (1, 6) 

en donde el primer numero es el que aparece en el primer dado y el segundo numero es el que aparece en 
el otro dado. Cada uno de tales resultados tiene probabilidad 1/36 Así, X= 2 ocurre en el caso del 
resultado ( 1, 1 ); X= 3 en el caso de los dos resultados ( I, 2) y (2, 1 ): X= 4 en el caso de los tres resultados 

( 1, 3), (2, 2), {J, 1 ), etc. Por tanto, t{x) = P(X= x) y F{x) = P(X á x) tiene los valores 

X 

f{x) 
F{x) 

2 

1/36 
1/36 

3 

2/36 
3/36 

4 

3/36 
6/36 

5 

4/36 
10/36 

6 

5/36 
15/36 

7 

6/36 
21/36 

8 

5/36 
26/36 

9 

4/36 
30/36 

10 

3/36 
33/36 

11 

2/36 
35136 

12 

1/36 
36/36 

En la figura 489 se muestran un diagrama de barras de esta función y la gráfica de la 
función de distribución que nuevamente es una función escalonada, con saltos en los 
valores posibles de X. 

), ). ' ) \) 
w~ \ 

t tr 
1~1111/1/ 

30 
36 

20 
36 

10 
36 

o 5 

o 5 

t t 1 
10 15 

x--,,... 

10 15 

Figura 489. Función de probabilidad f(x) y función 
de distribución F(x) de· la variable aleatoria 

X= Suma de los dos números que se obtienen 
al lanzar una vez dos dados legales. 

~ ·.,l '> 
'{ A ') 
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Probabilidad correspondiente a intervalos. En aplicaciones, a menudo se tiene ' 
interés e.n la probabilidad P(a < X á b) de que X asuma cualquier valor en algún , 
intervalo dado a < x á b. A partir de ( 1) se obtiene la fórmula fundamental 

(4) r·P(a.<X·~-b) = F(b) - F(a),J 

que es válida para cualquier distribución. En efecto, los eventos X ;:a a ("X asume 
cualquier va/o,-' 110 mayor que a") y a< X ;:a b (".X asume cualquier valor en el inter
valo a <x ;:a b") son mutuamente excluyentes, de modo que el axioma 3, sección 23.2, 
junto con ( 1) proporcionan 

F(b) = P(x ~ b) = P(X ~ a) + P(a <X~ b) F(a) + P(a < X ~ b). 

Para obtener (4) se resta F(a) en ambos miembros. i 
Si X es discreta, entonces con (4) y (3) se obtiene 

la suma de todas las probabilidades p1 para las cuales x1 satisface a < x1 ;:a b. ( ¡Debe 
tenerse cuidado con los signos< y ;:a !) 

Ejemplo 3. Ilustración de la fórmula (5). 

En el ejemplo 2, calcular la probabilidad de obtener una suma igual a por lo menos 4 y cuando mucho 8. 

S0lttció11. P(J < X;::. 8) = F(8)-F(J) = ;: -i = 1t. 11 

Otra fórmula útil que debe tenerse en cuenta resulta de P(S) = 1 y (5): 

(6) e~ P¡ = l J (suma de todas las probabilidades). 

Ejemplo 4. Problema de la espera. Espacio muestra! infinito numerable. 

Al lanzar una moneda legal. sea X= Número de ensayos hasta que se obliene la primera cara. Entonces, 
debido a la independencia de eventos (sección 23..2), 

P(X = 1) = P(H) 

P(X = 2) = P(TH) 

= ! 
1 1 

= 2. 2 

P(X = J) = P(TTH) = ! · ! · ! = j¡, etc., 

(H= Cara) 

(T= Cruz) 

Y en general P(X= n) = (f )", n = 1, 2, , · También, (6) puede confirmarse mediante la fónnula de la 

suma para series geométricas, 

!+t+i+ -1 1 +1-i=-1+2 l. 1 

VARIABLES ALEATORIAS, DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD 671 

Variables y distribuciones aleatorias continuas 

Los experimentos en que se cuenta implican variables aleatorias discretas, y aquéÚos 
en los que se mide, variables aleatorias cnnti111.1as: 

Definición (Variable y distribución aleatorias continuas) 
Una variable aleatoria X y su distribución se denominan de tipo continuo o, breve
mente, continuas, si la función de distribución correspondiente F(x) puede obtenerse 
mediante una integral en la forrna6 

(7) 1 F(,_) _I_-x~-f-(v)_d_v__, 

en donde la "densidad" f de la distribución es continua (excepto posiblemente para 
un número finito de valores de v) y no negativa. 1 

Al derivar (7) se obtiene 

F'(x) f(x) 

para todo x en el que.f(x) es continua. 
Con base en (7) y el axioma 2, sección 23.2, también se tiene 

(8) 

Además, a paiiir de (4) y (7) se obtiene la importante fórmula 

(9) 

Así, esta probabilidad es igual al área bajo la curva de la densidad/{x) entre x =ay 
x = b, como se muestra en la figura 490. 

Resulta evidente que, para cualesquiera a y b (> a) fijos, en el caso de una varia
ble aleatoria continua X las probabilidades correspondientes a los intervalos a <X:,; 
b, a <X< b, a :,; X< b y a X ;:a b son todas iguales. Esto es diferente al caso de una 
distribución discreta (¡explicar por qué!), 

El siguiente ejemplo ilustra las notaciones y aplicaciones típicas de las fórmulas 
actuales. 

'F(x) es continua, pero la continuidad de F(x) no implica la existencia de una representación de la 
fonna (7), Ya que en la práctica son raras las funciones de distribución continuas que no pueden 
representarse en la forma ( 7), no deben confundirse los ténninos ampliamente aceptados "variable 
aleatoria continua .. y Hdistribución continua·· 
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Curva de densidad 

~"' 
a b :x;--,... 

Figura 490. Ejemplo que ilustra la fórmula (9). 

Ejemplo 5. Una distribución continua. 

Sea X que tiene una función de densidad /(x) = O. 75( 1 - x') si -1 :;¡ x :;¡ 1 y cero en caso contrario. 

Encontrar la función de distribución. Encontrar las probabilidades P(- f :a X:;¡ f ) y P( ¡ :;¡X:;¡ 2). 

Encontrar x tal que P(X á x) = O 95, 

Solución, A pmtir de (7) se obtiene F(x) = O si x :a -1, 

F(x) = 0.75 J\1 - u2 ) du = 0.5 + 0.75.x - 0.25x3 

-1 

if -1 < x ;!a I, 

y F(x) = 1 si x > J, Con base en ésto y (9) se obtiene 

1/2 

P<-i ;;¡¡X;¡¡ i> = F(i) - F(-i) = 0.75 J (1 - v2 ) du 
-112 

68.75% 

(debido a que P(-f :a X:áí1) = P(-1 < X:ai 1) para una distribución continua) y 

1 

P(t ;;a X ;;a 2) = F(2) - F(t) = 0.75 J (1 - u2) du = 31.64%. 
1/4 

(Observar que el limite superior de integración es 1, no 2. ¿Por qué?) Finalmente, 

P(X ;;¡¡ x) = F(x) = 0.5 + O. 75x - 0.25x3 = 0.95. 

Al simplificar algebraicamente se obtiene Jx - x' = 1.8, Una solución es x = O. 7 3, aproximadamente. 

Trazar la gráfica de/{x) y señalarx= - 1, f, ¡, y 0.73, a fin de poder ver los resultados (las probabi-

Jidades) como áreas bajo la curva También trazar la gráfica de F(x). • 
En los problemas de esta sección y en secciones ulteriores se incluyen más ejem

plos de distribuciones continuas. 

Problemas de la sección 23.4 

l. Trazar las gráficas de la función de probabilidad.fix) =x2/30 (x = 1, 2, 3, 4) y de la función 
de distribución 

2. Trazar las gráficas de/y F cuandoj{O) = f(3) = ¡ ,./{ 1) = fl2) = ¡} . ¿Es posible que f tenga 
val.ores positivos adicionales? 

.3. Trazar la gráfica de la densidad/(x) =x2/9 si O áx á 3 y cero en caso contrario, así como 
la gráfica de la función de distribución F(x). 

/t· 
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4. Trazar las gráficas de la función de distribución F(x) = O si x :a O, F(x) = J -- e·" si x > O, 
y de la densidad/{x). 

5. Trazar las gráficas de F(x) = O si x :a O, F(x) = 0.2.x si O< x :a 5, F(x) = 1 si x > 5, y de su 
densidadj{x). 

6. Trazar las gráficas de la densidad/{x) = 0.4 si 3 <x < 5.5 y de la función de distribución. 

7. En el problema 6, enco_ntrar P(O :a X :a 4 ). Encontrar x tal que P(X :ax) = .t . 
8. Sea X el número de años transcurridos antes de que un tipo particular de máquina requiera 

ser reemplazada. Suponer que X tiene la función de probabilidad./{ 1) = 0.1,,/{2) = 0.2, /(3) 
= 0.2,./{4) = 0.2,,/{5) = 0.3. Trazar las gráficas de/y F. Encontrar la probabilidad de que 
la máquina no requiera ser reemplazada durante los tres primeros años. 

9. Encontrar la probabilidad de que ninguno de los tres focos de un semáforo tengan que ser 
sustituidos duran tes las primeras 1200 horas de operación si la vida útil X de un foco es 
una variable aleatoria con la densidad,/{x) = 6(0.25 - (x - 1.5)'] cuando 1 :ax :a 2 y j{x) = 
O en caso contrario, en donde x se mide en múltiplos de 1000 horas. 

10. Suponer que ciertos tomillos tienen longitud L = 200 + X mm, en donde X es una variable 
aleatoria con densidadj{.x) = f ( 1 - x') si I x I y O en caso contrario. Detenninar e de 
modo que con una probabilidad del 95% un tomillo tenga cualquier longitud entre 200-
c y 200 + c. Sugerencia .. Ver también el ejemplo 5. 

11. Sea/{:r) = kx' si O ;ax :a I y O en caso contrario. Encontrar k. Encontrar e y e tales que P(X 
!a e)= 0.1 y P(X :a e)= 0.9. 

1 
' 

1 ' 

12. Suponer que en un proceso automático de vaciadc, de petróleo en barriles el contenido de 
un barril (en galones) es Y= 50 + X, donde X es una variable aleatoria con densidadj{x) = 

1 - ~~I cuando lxl :a I y O cuando Jxl > 1. Trazar las gráficas dej{x) y F(x). En un lote de 100 
barriles, ¿aproximadamente cuántos contienen 50 galones o más? ¿Cuál es la probabili
dad de que un barril contenga menos de 49.5 galones? ¿ Y menos de 49 galones? 

13. Sea X (milímetros] el grosor de las arandelas que produce una máquina. Suponer que X 
tiene la densidadj(x) = kx si 1.9 < :r < 2.1 y O en caso contrario. Encontrar k.. ¿Cuál es la 
probabilidad de que el grosor de una arandela esté entre 1.95 mm y 2.05 111111 9 

14. Considerar la variable aleatoria X= Número de veces que un dado legal es lanzado hasta que 
se obtiene el primer 6. Encontrar la función de probabilidad de X; demostrar que satisface (6). 

15. Demostrar que b < e implica P(X;a b) P(X~ e). 
16. Sea Xla razón de ventas a ganancias de cierta empresa. Suponer que X tiene la función de 

distribución F(x) O si x < 2, F(x) = (x'- 4)/5 si 2 ;ax< 3 y F(x) 1 si x ,a; 3. Encontrar 
y trazar la gráfica de la densidad. ¿Cuál es la probabilidad de que X esté entre 2.5 ( 40% de 
ganancia) y 5 (20% de ganancia)? 

17. Si la vida útil de las chumaceras tiene la densidadfix) ke·' si O :'iá x :a 2 y O en caso 
contrario, ¿cuál es el valor de k? ¿Cuál es la probabilidad P(X :a 1 )? 

18. Si el diámetro X de ejes tiene la densidad /(x) = k si 119.9 :ax~ 120. I y O en caso 
contrario, ¿aproximadamente cuántos ejes defectuosos habrá en un lote de 500 si los ejes 
defectuosos son más delgados que 1 19. 92 o más gruesos que l 20.08~ 

19. Sea X una variable aleatoria que puede asumir todo valor real. ¿Cuáles son los comple
mentos de los eventos X :a b, X< b, X ,a; e, X> c. b :a X :a e, b < X :a e? 

20. Una caja contiene 5 tomillos derechos y 6 tornillos izquierdos. Se extraen al azar sin 
reemplazo dos tornillos, Sea X el número de tomillos izquierdos extraídos. Encor.trar las 
probabilidades P(X= 0), P(X= 1 ), P(X= 2), P( 1 < X< 2), P(X;a 1 ), P(X,a; 1 ), P(X> 1) y 
P(0.5 <X< 10). 

;',,':0, i,~. ,,:», i,l'J\ ,j~;\ "''V ?l ':::J ) 1 > ) ) ) -. ~ 
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TEORIA DE PROBABILIDAD 

MEDIA Y VARIANCIA DE UNA DISTRIBUCIÓN 

La función de distribución (y también la función de probabilidad o la densidad, respecti-, 
vamente), determina por completo todas las propiedades de una variable aleatoria. Ade-·. 
más, a partir de la función de distribución es posible calcular ciertas cantidades, denomí-· 
nadas parámetros, que expresan propiedades importantes de la distribución, como ubi
cación central, dispersión, asimetría, etc .. En esta sección se analizarán la media y la 
variancia de una distribución, que son los dos parámetros más importantes en la práctica. ·' 

El valor medio o media de una distribución se denota porµ y se define por 

(a) 

(1) 
(b) 

/L = ¿ xjf(x) 
j 

µ = J.:xf(x) dx 
(Distribución discreta) 

(Distribución continua). ' 

En ( 1 a) la funciónj{x) es la función de probabilidad de la variable aleatoria X consi
derada, y se suma sobre todos los valores posibles (ver la sección 23.4). En (1 b) la . · 
funciónfix) es la densidad de X La media también se denomina esperanza matemá- i 
tica de X y algunas veces se denota por E(X). Por definición, se supone que la serie en 
(la) converge absolutamente y que existe la integral de jxjfix) desde -oo hasta oo. Si 
esto no se cumple, se dice que la distribución no tiene media; en las aplicaciones 
ingenieriles rara vez se presenta este caso. 

Se dice que una distribución es simétrica con respecto a un número x = c si para 
todo real x 

f(c + x) f(c - x). 

El estudiante puede demostrar el 

Teorema ·1 (Media de una distribución simétrica) 

Si una distribución es simétrica con respecto ax = c y tiene media ¡;t, entoncesµ= c. 

La variancia de una distribución se denota por a 2 y se define por la fórmula 

(3) ~ 
----- --··----·--·- -- - ., .. _,, _____ ,, 

a) <T2 = ¿ (x. - µ.) 2 f(x.) 
J J 

j 

b) <T
2 = j_~<x - µ.)

2 f(x) dx l 
-----·-----------· 

(Distribución continua). 

(Distribución discreta) 

en donde, por definición, se supone que la serie en (3a) converge y que la integral en 
(3b) existe (tiene un valor finito). 

En el caso de una distribución discreta, confix) = l en un punto y.f = O en caso 
contrario, se tiene cr2 =O.Este caso carece de interés práctico. En cualquier otro caso, 

( ( ( ( ( ( ( ( ( 
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(4) (T2, > o. 

La raíz cuadrada positiva de la variancia se denomina desviación estándar y se 
denota por a. 

La variancia y !a desviación estándar miden la dispersión de una distribución, 
como se ilustra en el ejemplo 2 a continuación del ejemplo l. 

Ejemplo 1. Media y varlarn.:ia. 

La variable aleatoria 

X= Número de caras en un solo lanzamiento de una moneda legal 

tiene los valores posibles X= O y X= I, con probabilidades P(X = 0) = f y P(X = 1) = f A partir de 

( 1 a) se obtiene entonces el valor medioµ = O , f + 1 " f = f , y (3a) produce 

u 2 = (O - !J2 · ! + (1 - !J2
" f = t. 

Ejemplo 2. Distribución uniforme. 

La distribución con la densidad 

f(x) = _I_ 
b - a 

si a<x<b 

1 

yf= O en caso contrario se denomina distribución uniforme en el intervalo a< x < b Por el teorema l 
o a partir de ( 1 b) se encuentra queµ= (a+ b)/2, y (3b) produce la variancia 

Jb( a + b) 2 1 (b - a)
2 

u2 = x - -2- b - a dx = --,-2- " 
a 

En la figura 491 se muestmn casos especiales que ilustran que la dispersión es grande si y sólo si a' (y 

también a) es grande. 

{(x) 

t 
(cr 2 = 3/4) 

t 

__J ~ 
o -1 o 2 

X---,... X__,_ 

'~ o -1 O 1 2 X- ,,_ 
Figura 491. Distribuciones uniformes que tienen la misma media (0.5) 

pero variancias diferentes cr2• 

C! e 
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Transformación de la media y la variancia. A partir de una variable aleatoria A: i 
dada, a menudo se desea obtener una nueva variable aleatoria de la forma 

(5) 

en particular, una que tenga media O y variancia 1. (Un caso fundamental de esto s .. 
presentará en !a sección 23. 7). Entonces es necesario conocer la media y la varianc( 
de.X*: 

Teorema 2 (Transformación de la media y la variancla) 

(a) Si una variable aleatoria X tiene mediaµ y variancia a2
, entonces X* definida po; 

(5) tiene media ,1: 

(6) IL* C1/L + Cz 

y variancia 

(7) u*2 = c/0-2. 

(b) En particular, la variable aleatoria estandarizada Z correspondiente a X. deji 
nidapor 

(8) z 

tiene media O y variancia l. 

Demostració11. Se demostrará (6) para el caso continuo, suponiendo primero que c1 > l. 
Para x y x* = c1 x + c2 correspondientes, las densidades f(x) de X y J"'(x*) de ..:\.'* '! 

cumplen la relación.f"'(x*) = fl.x)/c
1
, ya que a un pequeño intervalo de longitud fu en 

el eje X corresponde la probabilidadfl.x) fu (aproximadamente), y ésto debe ser igual 
af"(x*) fu*, en donde fu*= c 1 t..x es la longitud del intervalo correspondiente sobre 
el eje X*. Como dx*ldx = c1, dx* = c1 dx, entonces se tiene.fl'(x*) dx* =flx) dx. Así, 

1:x*f*(x*) dx* 

La última integral es igual a 1 [ ver (8), sección 23.4) y así se ha demostrado la fórmu .. 
la (6). Como 

entonces la definición de la variancia produce 

) i ') ) ··, 
) ) j ) - ) ') _) \ :) .') : ) :')i :} l !, ), '. 1 ' • 1 1 
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,'.?).,•1y 
1 1 

(1::1) 
1 

u*2 = L: (x* - JL*) 2 f*(x*) dx* 

con lo que se ha demostrado (7). 

Si c
1 

< O, los resultados son los mismos, ya que se obtienen dos signos negativos 
adicionales, uno por cambiar la dirección de integración en x (observar que x* = -oc 
corresponde ax= oc) y el otro pórf"(x*) =f(x)I(- c1): aquí -c1 > O es necesario ya que 
las densidades son no negativas. 

Para una variable discreta X la demostración es semejante. 
(b) se obtiene al elegir c 1 = J/a y c2 = - µla en (5) - (7). 1 

Esperanza, momentos. Para cualquier variable aleatoria X y cualquier función 
continua g(X) definida para todo real X, la esperanza matemática de g(X) se defi-
ne como 

(a) E(g(X)) = ¿ g(x/f(xj) (X discreta) 
j 

(9) 
00 

(b) E(g(X)) = Loo g(x)f(x) dx (X continua) 

en donde/ en (9a) es la función de probabilidad y en (9b) es la densidad de X. Obser
var que para g(X) = X con lo anterior se obtiene la media de X, 

(10) IL = E(X). 

Al tornar g(X) = X" (k = 1, 2, · · ·) en (9), se obtiene el k-ésimo momento de X, 
definido por 

(11) E(Xk) = ¿ x/f(x) 
j 

y 

respectivamente. Por último, al tomar g(.X) = (X - µ)k en (9) se obtiene el k-ésiino 
momento central 

(12) E([X - JL] 1') ¿ (xj - JL)k f(xi) 
j 

y 

respectivamente. Se observa que el segundo momento central (k = 2) es la variancia. 

(13) 
¡-· ------------¡ u2 = E([X _ 1L]2). 1 

-----·-··----~ 

Para su utilización ulterior, el estudiante puede demostrar que 

(14) E(I) = l. 

tf~ "°~) ,ti)i ff),/® ,~;;,) :) .) .) ) J 
1 1 \ '· 1 \ 1 

1 
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Problemas de la sección 23.5 

l. 

.2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

11. 

12. 

13. 
14. 
15; 

16. 
17. 
18. 

Encontrar la media y la variancia de una variable aleatoria discreta X cuya función de 

probabilidad es.1(0) = ¿, j( 1) = f, .1(2) = ¿. 
Realizar la misma tarea que en el problema 1, cuandoj(O) = 0.512,./( 1) = 0.384,.1(2) = : 
0.096,.1(3) = 0.008. 
Sea X, con densidad_/(x) = 2x si O ,;ix á I y O en caso contrario. Demostrar que la media 
y la variancia de X son 2/3 y 1 / 1 8, respectivamente. 
Encontrar la media y la variancia de Y= -4X + 5, en donde X es la variable aleatoria del 
problema 3. 
Encontrar la media y la variancia de X: A/ lanzar un dado legal, número que aparece en 
la cara superior de éste. 
Si al lanzar un dado legal Juan gana tantas monedas de I O centavos como puntos tiene la 
cara superior del dado, ¿cuánto debe pagar Juan por juego a fin de que éste sea justo? 
¿Cuál es la ganancia diaria esperada si una pequeña tienda vende X guajolotes diarios con 
probabilidades/(5) = O. 1,/(6) = 0.3,/(7) = 0.4,.1(8) = 0 . .2 y la ganancia por guajolote es de 
$3 . .50? 
Si la duración X (en horas) de cierto foco tiene la densidad/(x) = 0.001 e-nnnl, si x > O y O 
en caso contrario, ¿cuál es la vida media de tal foco? 

Sea X cm el diámetro de los tomillos en una producción. Suponer que X tiene la densidad 
j(x) = k(:r - 0.9)( 1. 1 - x) si 0.9 < x < 1.1. y O en caso contrario. Detenninar k, trazar la 
gráfica def{x) y encontrar ¡i y a'. 
Suponer que en el problema 9 se considera que un tomillo es defectuoso si su diámetro se 
desvía de 1.00 cm por más de O.Q9 cm. Entonces, ¿qué porcentaje de tomillos defectuosos 
deben esperarse? 
Una pequeña gasolinera es abastecida con gasolina cada sábado por la tarde. Suponer que 
su volumen X de ventas en decenas de miles de galones tiene la densidad de probabilidad 
j(x) = 6x( 1 - x) si O ,;ix á I y O en caso contrario. Detenninar la media, la variancia y la 
variable estandarizada. 
¿Qué capacidad debe tener el tanque del problema 1 1 a fin de que la probabilidad de que 
el tanque se vacíe en una semana dada sea de 5%? 

Demostrar(IO), (13) y (14). 
Demostrar que E(X - µ)=O y a'= E(X') - µ'. 
Sea X con densidad j(x) = 2, si O < x < 1 y O en caso contrario. Encontrar todos los 
momentos. Calcular a 2 aplicando la fónnula del problema 14. 
Demostrar que E(ag(X) + bh(X)) = aE(g(X)) + bE(h(X)); [a y b son constantes]. 
Encontrar todos los momentos de la distribución unifonne sobre un intervalo a á x á b. 
El sesgo í' de una variable aleatoria X se define como 

Demostrar que para una distribución simétrica (cuyo tercer momento central existe), el 
sesgo es cero. 

19. Detenninar el sesgo de la distribución con densidadf{x) = xe-·' cuando x > O y f{x) = O en 
caso contrario. Trazar la gráfica def{x). 

20. La función generadora de momentos G(t) de una variable aleatoria discreta o continua 
X se define como 
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G(t) = E(e'X) = ¿ e'"1f(x} Y G(t) 

respectivamente. Suponiendo que es permisible la diferenciación bajo la sumatoria Y 
la integral, demostrar que E()..'")= G1'>(0), en particularµ= G'(O), en donde G1k>(t) es la 
k-ésima derivada de G con respecto a l. 

23.6 DISTRIBUCIONES BINOMIAL, DE POISSON E 
HIPERGEOMÉTRICA 

Ya se mencionó (en la sección 23.4) que en la práctica sólo se requiere un puñado de 
variables aleatorias especiales y sus distribuciones. En esta sección se analizarán tres 
distribuciones discretas particulannente importantes, y en la siguiente sección se es
tudiará la distribución continua más importante. (En el capítulo 24 se presentarán tres 
distribuciones continuas más, cuando se establezcan las pruebas.) 

Distribución binomial 

Se empezará con la distribución binomial, que se obtiene si se tiene interés en el 
número de veces que ocurre un evento A en 11 ejecuciones independientes de un expe
rimento, suponiendo que en un solo ensayo la probabilidad de A es P(A) = p. Así, q = 
1 - pes la probabilidad de que en un solo ensayo no ocurra el evento A. Se supondrá 
que el experimento se ejecuta 11 veces y se considerará la variable aleatoria 

X= Número de veces que ocurre A. 

Entonces X puede asumir los valores O, 1, · ·,, 11, y se desea determinar las probabili
dades correspondientes. Para este efecto se considerará cualquiera de estus valores, 
por ejemplo X= x, lo cual significa que en x de los 11 ensayos ocurre A y en n - x 
ensayos no ocurre A. Lo anterior podría verse como sigue: 

(1) 

ÁA ···A BB ···B. 
'----v-----'~ 

x veces n -x veces 

Aquí B = A', es decir, A no ocurre. Se supone que los ensayos son independientes, es 
decir, que no se afectan entre sí. Entonces, como P(A) = p y P(B) = q, se observa que 
a ( 1) corresponde la probabilidad 

pp ... p qq ... q = pxqn-x. 

'---.,---' '----...-----' 

x veces 11 -x veces 

Resulta evidente que ( 1) es meramente una manera de disponer x número de letras A 
y n - x número de letras B, y que la probabilidad P(X= x) es entonces igual ap'q"-·' 
multiplicado por la CTantidad de arreglos diferentes de x numero de letras A y n - x 



680 

), 

TEORÍA DE PROBABILIDAD 

número de letras B, como se concluye a partir del teorema 1 en la sección 23.2. Es 
posible numerar los n ensayos de 1 a n y elegir x de estos números correspondientes' 
a aquellos ensayos en los que ocurre A. Como no importa el orden en que se escogen: 
los x números, por (4a) de la sección 23.3 se observa que tales x números pueden 

elegirse de los n números en (;) maneras distintas. Por tanto, la probabilidad P(X== 

x) correspondiente a.X=x es igual a 

(2) (x 

Y./Cx) = O para cualquier otro valor de x. Esta es la probabilidad de que en n ensayos ,; 
independientes un evento A ocurra precisamente x veces, donde p es la probabilidad'· 
de ocurrencia de A en un solo ensayq y q = 1 - p. La distribución con la función de 
probabilidad (2) se denomina distribución binomial o distribución de Bernoulli. Ll 
ocurrencia de A se denomfoa éxito, la no ocurrencia se denomina .fracaso y p se". 
denomina probabilidad de éxito en un solo ensayo. En la figura 492 se muestran 
ejemplos ilustrativos dej(x). · 

(2*) 

Si p = q = 1/2, entonces a partir de (2) simplemente se tiene 

f(x) = C) Gr '.t 
(x = O, l, · · · , n). ·; 

La distribución binomial tiene media (ver el problema 17) 

(3) 

y variancia (ver el problema 18) 

(4) [_ ª2. = npq. 1 

Con respecto a tablas de la distribución binomial, consultar el apéndice 5 y la 
obra citada como referencia (G 14). 

0.5 

5 o 
x-;,-

p = 0.1 

5 O 
X-

p = 0.2 

5 O 
x---;,-

p=05 

5 o 5 
X--<- x--;,,-

p =0.8 p = 0.9 

Figura 492. Función de probabilidad (2) de la distribución binomial para 
n = 5 y varios valores de p. 

) ) ) / ) ) ) ) ) ), ) "') ) ' ·) ) ) 
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Ejemplo 1. Distribución binomial. 

Calcular la probabilidad de obtener por lo menos dos "Seis" al lanzar 4 veces un dado legal. 

Solución. p = P(A) = P("Seis") = 116. q = 516, n = 4. Respuesta: 

p = !(2) + f(3) + 1c4> = (~)Gf (i)2 + G)(D\D + (!)G)4 
1 171 

= 6'4 (6 · 25 + 4 · 5 + )) = 1296 = 13.2%. 

Distribución de Poisson 

La distribución discreta con la función de probabilidad 

(5) (x O, 1, · · ·) 

se denomina distribución de Poisson en honor de S. D. Poisson (sección 17.5). En la 
figura 493 se muestra (5) para algunos valores de µ. Es posible demostrar que esta 
distribución se obtiene como el caso límite de la distribución binomial, si se hace p ..... 
O y n ..... oo, de modo que la mediaµ= np tiende a un valor finito. La distribución de 
Poisson,tiene mediaµ y variancia (ver el problema 19) 

(6) a2 = µ. 

Ejemplo 2. Distribución de Poisson. 

Si la probabilidad de producir un tomillo defectuoso esp = 0.01, ¿cuál es la probabilidad de que en un 
lote de 100 tomillos haya más de 2 defectuosos? · 

0.5 

O 5 
µ = 0.5 

ENTRA FIGURA 493 

1 /11, 
o 5 O 5 o 

µ=I µ=2 

Figura 493. Función de probabilidad (5) 
de la distribución de Poisson para varios 

valores de µ. 

5 
µ=5 

1 ' ' 
10 

), ) )·)·) ,, ( '. ¡ ))).)_. ) ) .) J ) ) ) 
--- - ---- ---- - ---- -- -- -------·- ---- --------------- -----------______ __,_ .. ..,... ......... ·--. - .,~·-_..,....-~··-- --,-~ .. - - .-. --· ... --~ .• ...., .. -, , •.. ,. . ~ 
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Solución. Para el evento complementario A~: No más de 2 defectuosos se calcula la aproximación d 
Poisson de la distribución binomial conµ = np = 1, 

P(A e¡ = ( l~O) 0,,9910o + ( 1?º) 0.01 
\V/ \'/ 

· 0.9999 + ( l~O) 0.01 2 · 0.9998 
\ - , 

= e-1 ( 1 + 1 + D = 91.97%. 

Así, P(A} = 8.03%. Demostrar que con la distribución binomial se obtiene P{A) = 7 .94%, de modo que la 
aproximación de Poisson es bastante aceptable. 1 

Ejemplo 3. Distribución de Polsson. 

Si en promedio 2 automóviles entran a un estacionamiento por minuto, ¿cuál es la probabilidad de qti~ 
durante cualquier minuto dado entren al estacionamiento 4 o más automóviles? ·:·.: 

Solución. Para comprender que la distribución de Poisson es un modelo de la situación, se supone que el 
minuto está dividido en muchos intervalos cortos; sea p la probabilidad {constante) de que un automóvil 
entre al estacionamiento durante cualquiera de tales intervalos. y se supone independencia de los even~ · 
que suceden durante esos intervalosº Entonces se tiene una distribución binomial con n ,muy grande Y 
muy pequeña, que es posible aproximar por medid de la distribución de Poisson conµ= np = 2. Así, 1 
probabilidad del evento complementaiio "3 o menos automóviles entran al estacionamiento" es 

(
2° 21 22 2ª) 

l<O) + 1(1) + 1(2) + 1(3) = e- 2 O! + I! + 2! + 3! = 0.857. 

Por tanto, la respuesta es l 4o/o 

Muestreo con y sin reemplazo: distribución 
hipergeométrica 

Muestreo con reemplazo significa extraer una cosa a la vez y regresada al conjunto· 
dado, mezclando éste antes de extraer la siguiente cosa (ver también la sección 23.2). 
Lo anterior garantiza independencia de los ensayos y conduce a la distribución 
binomial. En efecto, si una caja contiene N cosas, por ejemplo, tornillos, de los cua
les M son defectuosos, entonces la probabilidad de extraer un tomillo defectuoso en 

un ensayo es 

p 
M 
N 

Por tanto, al extraer con reemplazo una muestra de n tornillos, la probabilidad de 
obtener precisamente x tornillos defectuosos es [ver (2)) 

(7) (x O, l, · · · , n). 

Al muestrear sin reemplazo, en donde los tomillos extraídos no se regresan a la 

caja, la probabilidad mencionada es 

1 

( ( ( : J I (.·(,(,CC coc 
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(8) f(x) 
(:1)(: - :) 

IN\ 
(x O, 1, · · · , n). 

\n} 
Esta distribución con la función de probabilidad (8) se denomina distribución 
hipergeométrica. 7 

Para comprobar la proposición primero se observa que, por ( 4a) en la sección 
23.3, existen 

(a) ( :) maneras diferentes de elegir n cosas de N, 

(b) ( :) maneras diferentes de elegir x defectuosos de M, 

(N-MJ (c) 
11 

_ X maneras diferentes de elegir n - x no defectuosos de N- M. 

y que cada manera en (b) combinada con cada manera en (c) proporciona el número 
total de maneras mutuamente excluyentes de combinar x defectuosos en n extraccio
nes sin reemplazo. Dado que (a) es el número total de resultados y se extrae al azar, 

cada una de tales maneras tiene la probabilidad y ( :) · Con base en ésto, se con

cluye (8). 11 
La distribución hipergeométrica tiene media 

{9) 

y variancia 

(10) 
nM(N - M)(N - n) 

N 2(N - !) 

Ejemplo 4. Muestreo con y sin reemplazo. 

De una caja que contiene 1 O empaques. de los cuales tres son defectuosos, se desea extraer muestras 
aleatoJias de dos empaques, Encontrar la función de probabilidad de la va1iable aleatoria 

X= Número de d~fectuosos en la mues/la, 

'Porque la función generadora de momentos (ver el problema 21'. sección 23,5) de esta distribución 
puede representarse en términos de la función hipergeométJica. 
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Solllció11• Se tiene N = 1 O, M = 3, N - M = 7, 11 = 2. Para muestreo con reemplazo, (7) produce 

(2)(3)"' (7) 2
-x f(x) = X JO JO , f(O) 0.49, f(l) = 0.42, f(2) = 0.09. 

Para muestreo sin reemplazo es necesario apJicar (8), con lo que se encuentra 

f(x) = G)(2 7 x) I C1)• f(O) 
21 O 4·7 f(2) -- 2_ = 0.07. .f(l) = 45 = . • 45 

Si N, M y N - M son grandes en comparación con n, entonces no importa dema- · 
siado si se m¡1estrea con o sin reemplazo, y en este caso la distribución hipergeométrica ,: 
puede aproximarse por médio de la distribución binomial (con p = MIN), que es algo 
más sencilla. , , 

Por tanto, al muestrear de una población indefinidamente grande ("población· 
infinita"), es posible usar la distribución binomial, sin importar si se muestrea con o'; 
sin reemplazo. 

Problemas de la sección 23.6 

l. Cuatro monedas legales se lanzan simultáneamente. Encontrar la funció·n· de probabi• 
Ji dad de la variable aleatoria X= Número de caras y calcular las probab1hdades de no 
obtener ninguna cara y de obtener precisamente I cara, por lo menos l cara, no más 

de 3 caras. . " 
2. Si la probabilidad de acertar en un blanco es 10% y se dispara I O veces de manera inde-

pendiente, ¿cuál es la probabilidad de acertar por lo menos u~a vez en el blanco? 
3. En el problema 2, si la probabilidad de acertar fuese 5% y se d1spa;ara 20 veces, ~ntonces 

la probabilidad de acertar por lo menos una vez en el blanco ¿sena menor que, igual a o 
mayor que la del problema 2? Primero adivinar, luego calcular la respues'.a. 

4. Suponer que un conmutador telefónico maneja 300 llamad~s en p;ome~,o duran'.e una . 
hora pico, y que es capaz de efectuar cuando mucho I O conex10nes por minuto. Aphcar 1~ 
distribución de Poisson para estimar la probabilidad de que el conmutador este 
sobresaturado durante un minuto dado .. (Usar la tabla 6 del apéndice 5.) 

5. Seap = ¡%la probabilidad de que un foco de cierto tipo falle en una prueba de 24 horas. 
Encontrar la probabilidad de que una señal que consta de I O de tales focos permanezca 
encendida 24 horas sin que ningún foco falle. 

6. Suponer que el 3% de los tomillos fabricados por una máquina son defectuosos,. en donde 
éstos ocurren al azar durante la producción. Si los tomillos se empacan en caJas de 50, 
¿cuál es la aproximación de Poisson de la probabilidad de que una caja dada contengax= 
O, 1, · · · , 5 tomillos defectuosos? 

7. Suponer que en la producción de resistores de radio de 50 ohms los artic~l~s no defectuo· 
sos son aquéllos cuya resistencia está entre 45 y 55 ohms y la probabilidad de que un 
resistor sea defectuoso es de 0.2%. Los resistores se venden en lotes de 100, con la garan· 
tia de que ninguno es defectuoso. ¿Cuál es la probabilidad de que en un lote dado no se 
cumpla esta garantía? (Usar la distribución de Poisson.) 

8. Suponer que cierto tipo de cinta magnética contiene, en promedio, 2 defec'.os por cada 
100 metros. ¿Cuál es la probabilidad de que un rollo de 300 metros de longitud (a) con· 
tenga x defectos, (b) no contenga defectos? 

9.· En experimentos clásicos efectuados en 191 O, E .. Rutherford y H .. Geiger demostra· 
ron que el número de partículas alfa emitidas por segundo en un prdceso radiactivo ~s 
una variable aleatoria X que tiene una distribución de Poisson. Si X tiene una media 

) ') ':) ) ') ') ') ") '.) '') ·'.). ''9 ,,,:~ '''Y) ,.,p '") '') •lp ,;':t. 
! 
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de 0.5, ¿cuál es la probabilidad de observar dos o más partícu!l:\S durante cualquier 
segundo dado? · 

1 O. Un proceso de manufactura de tomillos se verifica cada hora inspeccionando n tomillos 
elegidos al azar de entre todos los tornillos producidos durante esa ·hora .. Si uno o más 
tomillos son defectuosos, el proceso se detiene y revisa cuidadosamente. ¿Cuán grande 
debe ser n si el fabricante desea que la probabilidad de que el proceso se detenga cuando el 
l 0% de los tomillos producidos sean defectuosos sea aproximadament~ de 95%? (Suponer 
independencia de la calidad de cualquier artículo con respecto a la calidad de los otros.) 

11. Sea X el número de automóviles por minuto que pasan por cierto punto de alguna carrete
ra entre las 8 hrs y las l O hrs de un domingo. Suponer que X tiene una distribución de 
Poi.s.son con mc;:dia 5 .. Enc:ontrar l¡¡ probabilidad de observar J o menos automóviles du
rante cualquier minuto dado. 

12. Una caja de cartón contiene 20 fusibles, 5 de los cuales son defectuosos. Encontrar la 
probabilidad de que, si de la caja se· elige al azar sin reemplazo una muestra de 3 fusibles, 
.x fusibles de la muestra sean defectuosos. 

13. Sl;lponer que una prueba de percepción extrasensorial consiste en identificar (en cualquier 
orden) 3 cartas elegidas al azar de un mazo de 13 cartas. Encontrar la probabilidad de que 
sólo por azar, la persona (a) no identifique correctamente ninguna carta, y que identifique 
correctamente (b) una carta, (c) 2 cartas, (d) 3 cartas. 

14. Un distribuidor vende ligas de goma en paquetes de 100 y garantiza que cuando mucho el 
10% son defectuosas. Un consumidor controla cada paquete mediante la extracción sin 
reemplazo de I O ligas .. Si la muestra no contiene ligas defectuosas, el consumidor acepta 
el paquete. En caso contrario, lo rechaza. Encontrar la probabilidad de que en este proce
so el consumidor rechace un paquete que contiene I O ligas defectuosas (de modo que 
sigue cumpliendo la garantía). 

15. (Dis~ribución multinomial) Suponer que un ensayo puede dar por resultado precisamen
te uno de k eventos mutuamente excluyentes A 1, • • • , A, con probabilidades p" .. · · , p 
respectivamente, en donde p 1 + · .. · + p, = 1. Suponer que se ejecutan n ensayos indepen': 
dientes. Demostrar que la probabilidad de obtener x, A, '.s, · · · , x, A,'s es 

ni 
f(x , · · • , X ) = ' p x, , .. p x, 

1 k X¡!. , . xk! 1 k 

en donde O ;,ix1 :;; n,j = I, · .. ·, k, y x, + · · · + x, = n. La distribución que tiene esta función 
de probabilidad se denomina distrib11ció11 m11/tinomial. 

16. Aplicando el teorema del binomio, demostrar que la distribución binomial tiene la fun
ción generadora de momentos (ver el problema 20, sección 23.5) 

(pe' + q)". 

17. Usar el problema 16 y la expresión p + q = 1 para demostrar (3) 
18. Demostrar (4). S11gerencia. Usar la función generadora de momentos del problema 16 
19. Demostrar que la distribución de Poisson tiene la función generadora de momentos 

y demostrar (6). 

20. Demostrar (9) .. Sugerencia. Demostrar que ,... (:) = M ( :_-:) . Usar ( 14) en la 

sección 23.3. 

,f.lj¡) ,:!~ ,z¡ f,?) Af~ (.~ "ig) 'S,) ::{) ,;~ ;,;f¡J é;~ ::'Q ) ) ) -,{ "'i 
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23. 7 DISTRIBUCIÓN NORMAL 

Al pasar de distribuciones discretas a continuas, en esta sección se analizará la dist' 
bución normal. Esta es la distribución continua n1ás línportante pOrque en aplicac-i: 
nes muchas variables aleatorias son variables aleatorias normales (es decir, pose 
una distribución normal), son aproximadamente normales o es posible transfonn ' 
las en variables aleatorias normales de una manera relativamente sencilla. Adem .' 
la distribución normal es una aproximación útil de distribuciones más complicadas,· 
también ocurre en las comprobaciones de varias pruebas estadísticas. 

La distribución normal o distribución de Gauss se define como la distribució 
con densidad 

(1) f(x) 
1 (' - ")' 1 -i -,,-

--- e 
o'~ 

Aquí, µ es la media. La curva de j(x) es simétrica con respecto ax = µ porque"· 
exponente contiene a (x - µ)2. Cambiarµ corresponde a desplazar la curva a o 
posición (trasladarla), y paraµ= O es simétrica con respecto a la ordenada, como 
muestra en la figura 494. Las curvas en la figura 494 se denominan curvas acamp ··· 
das y poseen un pico en x = O (o en x =µcuando son trasladadas). a 2 es la variand 
y se observa que para a 2 pequeña se obtiene un pico alto y pendientes pronunciad 
mientras que con a2 creciente la curva se vuelve cada vez más plana y la densidad 
"dispersa" más y más, en concordancia con el hecho de que la 'variancia mide 
dispersión. 

Función de distribución. A partir de la densidad ( 1) se obtiene la función de distri 
bución F(-:c) de la distribución normal al integrar desde -oo hasta x [ver (7), secció:. 
23.4], es decir, ,·; 

(2) 

,----------·- --·-- --¡ 
i X '(" - µ) 2 

1 

1 F(x) = - 1- f e - 2 -,,- du. I 
! (T~ -oo 

Así, por (9) en la sección 23.4, la probabilidad de que una variable aleatoria normal X 
asuma cualquier valor en algún intervalo a < x ~ b es 

(3) P(a <X;§; b) 
1 b -W: "/ . ,--- f e du. 

a-V27f a 
F(b) - F(a) 

La integral en (2) no puede integrarse aplicando ninguno de los métodos del 
cálculo, aunque ha sido tabulada debido a que se requiere con bastante frecuencia. 
Entonces, si lo anterior se efectuara paia muchasµ y a, la tabla sería voluminosa Y 
poco práctica. Por fortuna, basta tabular la función de distribución de la variable 
aleatoria normal estandarizada Z = (X - µ)la con media O y variancia 1 (ver (8), 
sección 23.5] , que es 

1 l 

C C· C' ( ( r · r ( r · r ( ( ( ( r , r e e, n e · c1 e 
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(4) '-~(z) (Fig. 495) .. 

-2 

Figura 494. Densidad (1) de la distribución normal con 
µ = O para varios valores de cr. 

,2:: 
-2 -1 o 2 ·-

Figura 495. Función de distribución <!>(z) de la distribución normal 
con media O y variancia 1 . 

En la tabla A 7 del apéndice 5 se proporcionan valores de <l>(z). 
Al comparar los exponentes en (2) y en (4) se observa que para obtener F(x) en 

términos de <l>(z) es necesario hacer 

u - µ, = u. Entonces 
(T 

du 
(T 

= du 

y v = x da el nuevo límite superior de integración u= (x -µ)la: 

l (x- µ.)/u . 

F(x) = --- f e-µ.'12 u du. 
ªvi; -oo 

a se elimina y la expresión en el miembro derecho es igual a (4), en donde z = (x -µ)la: 

(5) ~ = <I>(x ~ µ)· l l_::_ _______ ._ ---·-· _.., 
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A partir de esta importante fórmula y (3) se obtiene otra fórmula importante: 

(6) [ P(a <X;¡, b) = F(b) - F(a) = cfJ (~) - cp(ª:. µ). l 
En particular, si a = µ - a y b = µ + a, entonces el miembro derecho es igual'a' 

el>( 1) - cI>(-1 ); a a=µ - 2cr y b = µ + 2cr corresponde el valor cI>(2) - cI>(-2), etc. Al 
usar la tabla A 7 en el apéndice 5, entonces se encuentra (figura 496) 

(7) 

(a) 

(b) 

(e) 

P(µ. 

P(µ 

P(µ. 

(T < X;;i, µ. 

2a <X~µ. 

3CT <X~µ. 

+ u)= 68%, 

+ 2u) = 95 . .5%, 

+ 3u) = 99.7%. 

Por tanto, es posible esperar que un gran número de valores observados de un;¡i 
variable aleatoria normal X esté distribuído como sigue: 

(a) Aproximadamente 2/3 de los valores estarán entre µ - cr y µ + cr. 

(b) Aproximadamente 95% de los valores estarán entreµ - 2cr yµ+ 2cr 

(c) Aproximadamente 99.75% de los valores estarán entreµ - 3cr yµ+ 3cr. 

Esto también puede expresarse como sigue. 

Un valor que se desvía más de cr deµ ocurrirá aproximadamente una vez en 3 
ensayos. Un valor que se desvía más de 2cr o 3cr deµ ocurrirá aproximadamente una · 
vez en 20 o 400 ensayos, respectivamente. En términos prácticos, lo anterior signifi- ': 
ca que todos los valores estarán entreµ - 3cr yµ + 3o; estos dos números se denomi- :, 
nan límites de las tres sigmas. De manera semejante se obtiene 

(8) 

'): 

(a) P(µ. 

(b) P(µ. 

(e) P( µ. 

µ-cr µ µ+cr 

(a) 

l.96u <X~ µ. + l.96u) 95%, 

2.58u < X ~ µ. + 2.58u) 99%, ~ 
3.29u < X~ µ. + 3 .29u) 99.9%. 

___J 

ENTRA FIGURA 496 

(b) 

Figura 496. Ilustración de la fórmula (7). 
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Uso de tablas normales. Los siguientes ejemplos típicos deben ayudar al estudiante 
a comprender el uso práctico de las tablas A 7 y A8 del apéndice 5. 

Ejemplo 1. Para una variable aleatoria normal X con media O y variancla 1, encontrar las 
siguientes probabilidades 

(a) P(X ;;¡¡ 2.44), (b) P(X ;;¡¡ -1.16), (e) P(X;;,; 1). (d) P(2 ;;¡¡X;;¡¡ JO). 

Solución. Comoµ= O y cr2 = 1, los valores deseados pueden obtener.;e directamente de la tabla A 7: 

(a) 0.9927, (b) 0.1230, (e) 1 - P(X ;;¡¡ 1) = 1 - 0.8413 = 0.1587 [see (7), Sec. 23.2], 

(d) <1>(10) = J.0000 (why?), <1>(2) = 0.9772, <1>(10) - <1>(2) = 0.0228 .. 1 

Ejemplo 2. Calcular las probabilidades en el ejemplo 1 para una X normal con media o.a y 
variancia 4. 

Solución. Por (6) y la tabla A 7 se obtiene 

(a) 

(b) 

(e) 

(d) 

F(2.44) = <I> (2·44 
; º· 8º) = <1>(0.82) = 0.7939 

F(-LJ6) = <l>(-0.98) = 0.1635 

1 '- P(X ;;¡¡ 1) = 1 - F(IJ = 1 - <1>(0.1) = 0.4602 

F(IOJ - F(2) = <1>(4.6) - <1>(0.6) = 1 - 0.7257 = 0.2743. 

Ejemplo 3. Sea X normal con media O y variancia 1. Determinar una constante e tal que 

(a) 

(c) 

P(X ;;,; e) = JO%, 

P(O ;;¡¡ X ;;¡¡ e) = 45%, 

(b) 

(d) 

P(X .'.3 e) = 5%, 

P( - e ;;¡¡ X ;;¡¡ e) = 99%. 

Solución. Por la tabla AS en el apéndice 5 se obtiene 

(a) 1 - P(X ;:a; e)= 1 - <l>(c) = 0.1, <l>(c) = 0.9, e= 1.282 

(b) e = - 1.645 

(e) <l>(c) - <l>(O) = <l>(c) - 0.5 = 0.45, <l>(c) = 0.95, e = 1.645 

(d) e = 2.576. 

Ejemplo 4. Sea X normal con media -2 y variancia 0.25. Determinar e tal que 

(a) 

(e) 

P(X;;,; e)= 0.2 

P( - 2 - e ;;¡¡ X ;;¡¡ -- 2 + e) = 0.9 

(b) 

(d) 

P(-c ;;¡¡x;;¡¡ -1) = 0.5 

P( - 2 - e ;;¡¡ X ;;¡¡ - 2 + e) = 99.6%. 

Solución. Usando la tabla A8 en el apéndice 5 se obtienen los siguientes resultados. 

(a) 1 - P(X ;¡¡ e) = 1 - <l>e /
5 

2
) = 0.2, 

<1>(2c: + 4) = 0.8, 2c + 4 = 0.842, e = - 1.579 

1 

• 
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<l>(- ~-; 
2

) - ,¡,e~-; 2
) = 0.9772 - <l>(4 - 2c) ,= 0.5, 

<1>(4 - 2c) = 0.4772, 4 - 2c = -0.057, e = 2.03 

•. ( - 2 + e + 2\ _ I - 2 - e + 2\ 
"'\: . 0.5 ') - '!'\ . 0.5 ) 

= <1>(2c) - <l>(-2c) = 0.9, 2c 

<1>(2c) - <l>( - 2c) = 99.6%, 2c 

1.645, e = 0.823 

2.878, e = 1.439. 

Suponer que se requiere que las placas de hierro de una producción tengan cierto. espesor, y que el 
trabajo de máquina es realizado por una confonnadora. En cualquier caso, los productos industriales 
difieren ligeramente entre sí debido a las propiedades del material, y el comportamiento de las máquinas 
y herramientas utilizadas muestra ligeras variaciones aleatorias provocadas por pequeñas pe1turbaciones 
imposibles de predecir. Por consiguiente, es posible considerar el grosor X[mm]de,!a;'> placas como una 
variable aleatoria. Se supone que para cierta condición la variable X es nonn~I, con mecl.ia ¡1 = 1 O mm y 
desviación estándar o = 0.02 mm .. Se desea detenninar el porcentaje de placas defectuosas a esperar, 
suponiendo que las placas defectuosas son (a) placas más delgadas que 9.97 mm, (b) placas más gruesas 
que 10.05 111111, (c) placas que se desvían más de 0.03 mm con respecto a JO mm. (d) ¿Cómo deben 
elegirse los números I O - e y I O+ e a fin de asegurar que el porcentaje esperado de placas defectuosas no( 
sea mayor que 5%? (e) ¿Cómo cambia el porcentaje de placas defectuosas en el inciso (d) siµ se despla
za de JO mm a 10.01 mm? 

Solución. Usando la tabla A 7 en el apéndice 5 y (6), se obtienen las siguientes soluciones. 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

(e) 

(
9.97 - 10.00) 

P(X ;::ai 9.97) = <l> 0.0
2 

= <!>{- 1.5) = 0.0668 = 6. 7% 

P(X;;:; 10.05) - P(X ;::ai 10.05) = 1 - et,( 10.05 - 10.00) 
0.02 

- <1>(2 .. 5) = 1 0.9938 = 0.6% 

P(9.97 ;;¡¡ X ;::ai JO.O)) = <t>(J0.03 - 10.00) _ <1>(9.97 - 10.00) 
0.02 0.02 

= <l>(l.5) - <I>(- 1.5) = 0.866. Respuesta. 1 - 0.8664 = 13%. 

Por (8a) se obtiene e= J .96cr = 0.0.39. Respuesta. 9.961 y I O 039 mm. 

P(9.961 ;::ai X;,;; 10.039) ct,(10.039 - JO.OJO) _ <1>(9.961 - JO.OJO) 
0 .. 02 0.02 

<I>( 1.45) - <l>( - 2.45) = 0.9265 - 0.0071 = 92%; 

por tanto, la respuesta es 8%, y se observa que este ligero cambio en el ajuste de la muela de la herra
mienta provoca un incremento considerable del porcentaje de placas defectuosas 1 

Transformación de variables aleatorias normales. Estas variables permanecen 
normales qajo una traslación y un cambio de escala. De hecho, usando (5) el lector 
puede demostrar el 

Teorema 1 (Transformación) 

Si X es nonnal con media µy variancia cr2, entonces.X*= c 1X+ el (c1 ~ O) es nonnal 
con media µ * = e, µ + el y variancia cr*l = c 1 l cr2. 

\ 
\ 1 
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Aproximación de la distribución binomial con II grande. Si n es grande, entonces 
la función de probabilidad de la distribución binomial (sección 23.6) 

1-\ 
(9) f(x) = (;} pxqn-x (x = O, I, · · · , n) 

implica grandes coeficientes y potencias binomiales, de modo que se vuelve muy 
inconveniente. Es de gran importancia práctica (y teórica) que en. este caso la distri
bm~ión normal proporciorn1 una aproxirnac.ión aceptable de l¡¡. distribución binomial, 
en, con_cordancia con el sig1.!iente teorema, que es uno de los teoremas más importan~ 
tes en toda la teoría de probabilidad. 

Teorema 2 (Teorema del límite de De Molvre y Laplace) 

Para n grande, 

J(x) - f*(x) (x O, 1, · · · , n) 

en donde f está definida por (9), 

(10) f*(x) z 
X - np 

v,;¡;;¡ 

es la densidad de la distribución nonnal con media µ = np y variancia cr2 = npq (la 
media y la variancia de la distribución normal), y el símbolo - (que se lee corno 
asintóticamente igual) significa que la razón de ambos miembros tiende a I cuando 
n tiende a oo. Además, para enteros no negativos cualesquiera a y b (> a), 

P(a ;§e X ;§e b) = x~a (:) pxqn-x - cp( /3) - Q)(a), 

( 11) 

a - np - 0.5 
a= v,;¡;;¡ 

b - np + 0.5 
/3 = v;;¡;¡j 

Una demostración de este teorema se encuentra en la obra citada en el apéndice 
corno referencia (G3 J. La demostración indica que el término 0.5 en a y 13 es una correc
ción provocada por el cambio de una distribución discreta a una distribución continua. 

Problemas de la sección 23.7 

l. Sea X nonnal con media 80 y variancia 9. Encontrar P(X > 83), P(X < 81 ), P(X < 80) Y 
P(78 <X< 82). 

2. Sea X normal con media 105 y variancia 25. Encontrar P(X-;;,_ 112.5), P(X> 100), P( 1 1 O 5 
<X< 11 L25). 

3. Sea Xnonnal con media 14 y variancia 4 .. Detenninar e tal que P(X-;;,_ e)= 95%, P(X:;,. e) 

= 5%, P(X-;;,_ c) = 99.5% 
4. Sea X nonnal con media 3.6 y variancia O.O 1. Encontrar c tal que P(X $.e)= 50%, P(X> 

e)= 10%, P(-c < X- 3.6 $.e)= 99.9%. 
5. ¿Qué porcentaje de placas de hierro defectuosas es posible esperar en el inciso (e) del 

ejemplo 5 si se utiliza una mejor coofonnadora de modo que cr = 0.01 mm? 
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6. En el ejemplo 5, inciso (c), ¿qué valor debe tener cr a fin de que el porcentaje de placas, 
defectuosas se reduzca a 6%? 

7. Si la vida útil X de una batería de automóvil está distribuida nonnalmente con una media'' 
de 4 años y desviación estándar de I año y el fabricante desea garantizar la batería por tres' 
años, ¿qué porcentaje de baterías tendrá que reemplazar el fabricante bajo la garantía? 

8. ¿Cuál es la probabilidad de obtener por lo menos 2048 caras si una moneda se lanza 4040 
veces y la caras y las cruces son equiprobables? (Consultar la tabla 23, 1 en la sección 
23.2.) 

9. En las especificaciones de cierto trabajo se solicitan tomillos con un diámetro de 0.280 :t: 
0.002 cm. Si los diámetros de los tomillos fabricados por una empresa están distribuidos 
nonnalmente con µ = 0.279 y cr = 0.00 l, ¿qué porcentaje de estos tomillos satisface las\ 
especificaciones? · 

10. Un productor vende focos eléctricos en cajas de cartón de 1000 focos. Usar (11) para 
encontrar la probabilidad de que cualquier caja dada contenga no más, del 1 % de focos'·· 
defectuosos, suponiendo que el proceso de producción es un experimento de Bemoulli 
con p = 1 % (= probabilidad de que cualquier foco dado sea defectuoso). : .. 

11. Un fabricante sabe por experiencia que la resistencia de los resistores que produce es:_ 
nonnal con me.di aµ = 150 ohms y desviación estándar cr = 5 ohms. ¿Qué porcentaje de.' 
los resistores tendrá resistencias entre 148 ohms y 152 ohms? ¿ Y entre 140 ohms y 160 ·¡ 
~~ r 

12. La resistencia a la ruptura X (kg] de cierto bloque de plástico está distribuida nonnalmen-; 
te con una media de 1250 kg y desviación estándar de 55 kg. ¿Cuál es la carga máxima de· 
modo que pueda esperarse que se rompa no más del 5% de los bloques? · 

13. Un fabricante produce sobres aéreos cuyo peso es nonnal con una mediaµ= 1.950 gra- .' 
mos y desviación estándar cr = 0.025 gramos. Los sobres se venden en lotes de 1 000. · 
¿Cuántos sobres en un lote pesarán más de 2 gramos? 

14. Demostrar el teorema 1. 
15. Deducir las fónnulas en (8) usando la tabla nonnal. 
!li. (Ley de los grandes números de Bernoulli) En un experimento, sea un evento A que , 

tiene probabilidad p (O < p < 1 ), y sea X el número de veces que ocurre A en n ensayos , 
independientes. Demostrar que para cualquier E> O dado, se tiene · 

cuando n - oo. 

17. Demostrar que <I>(-z) = I - <I>(z). 
18. Considerar <I>2(oo) e introducir coordenadas polares en la integral doble para demostrar 

que 

(12) c);>(c.o) l. 

19. Demostrar que la curva de ( 1) tiene dos puntos de inflexión correspondientes d x = ¡1 ± cr. 
20. Usar (12) y aplicar integración por partes para demostrar que cr en (1) es la desviación 

estándar de la distribución nonnal. 

23.8 DISTRIBUCIONES DE VARIAS VARIABLES ALEATORIAS 

En esta última sección deÍ capítulo se analizarán las distribuciones de probabilidad 
de varias variables aleatorias, según ocurren en experimentos en los que se observan 

), ) : 
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varias cantidades, como el contenido de carbono Xy la dureza Y del acero; la canti
dad de fertilizanteXy la cosecha Y; la estatura X,. el pesoX2 y la presión arterialX

3 
de 

las personas; etc. Otra razón de este análisis es que tales distribuciones también des
empeñan un papel importante en la justificación de los métodos estadísticos del capí
tulo 24. 

Si se observan dos cantidades Xy Y, en cada ensayo se obtiene un par de valores 
X=x, Y= y, en forma abreviada, (X, Y)= (x,y), que puede graficarse como un punto 
en el plano XY. Así, para una sola variable aleatoria X, la distribución de probabilidad 
es determinada por Ja función de distribución F(x) = P(X x). De manera semejante, 
para dos variables aleatorias x; Y. que también se denominan variable aleatoria 
bidimensional (X, Y), la distribución de probabilidad es determinada por la función 
de distribución 

(1) [F(x, y) = P(X ~ x, Y~ y). 1 

Esta es la probabilidad de que (X. Y) asuma cualquier par de valores en la región azul 
(que se extiende hasta - oo hacia la izquierda y hacia abajo) en la figura 497. De
termina la distribución de probabilidad de manera única porque en analogía con la 
fórmula P(a <X;;, b) = F(b) - F(a), ahora se tiene para cualquier rectángulo (ver el 
problema 16) 

(2) 
P(a 1 <X~ b1 , a2 < Y~ b2 ) 

Figura 497. Fórmula (1). 

Distribuciones discretas bidimensionales 

Definición (Variable aleatoria y distribución discretas bidimensionales) 

Una variable aleatoria (X, Y) y su distribución se denominan discretas si (X, Y) puede 
asumir sólo una cantidad finita o cuando mucho una infinidad numerable de pares de 
valores (x 1, y 1 ), (x2, y 2), • • • con probabilidades positivas, mientras que la probabilidad 
para cualquier dominio que no contiene a ninguno de tales valores de (X, Y) es cero. 1 

Sea (x
1
, y

1
) cualquiera de estos pares y sea P(X= x1, Y= Y)= pij (aquí se admite 

que plj puede ser O para ciertos pares de subíndices i,j). Así, la función de probabi
lidadj(x, y) de (X, Y) se define como 

) .. ) '.) ), . . ) ) ),.. J. )_. 
~ l \ . ' . \ .) . ./ 

1 . ' 

. l 
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1 

(3) f(x, y) = Pij if X = X;, y = Yj y f(x, y) = O en caso contrario.,:. 

aquí, i = 1, 2, · · · yj = 1, 2, ···de manera independiente. En analogía con (3), secció 
23 A, ahora para ia función de distribución se tiene la fórmula 

(4) F(x, y) = ¿ ¿ f(xi, Yj), 
x¡'~x YfáY 

y en vez de (6), sección 23A, se tiene la condición 

{5) ¿ ¿ f(x;, Y} 
i j 

l. 

Ejemplo 1. Distribución discreta bidimensional. 

Si de manera simultánea se JaTlZan una moneda de 10 centavos y una moneda de 5 centavos y se conside's!:. 
ran los eventos ',;!: 

X= Número de caras que s~ ob1ienen en la moneda de JO centavos, 
Y= Número de carar que se obtienen en la moneda de 5 centavos. 

entonces X y Y pueden asumir los valores O o I, y la función de probabilidad es 

f(O, O)= f(I, 0) = f(O, 1) = f(I, l) = i, f(x, y) = O en caso contrario 

Distribuciones continuas bidimensionales 

Definición (Variable aleatoria y distribución continuas 
bidimensionales) · 

Una variable aleatoria (X. Y) y su distribución se denominan continuas si la función 
de distribución correspondiente F(x, y) puede definirse por medio de una doble 
integral 

(6) 
y .X f f f(x*, y*) dx* dy* F(x, y) 

-oo -o::i 

en donde la "densidad"f de la distribución es continua (excepto posiblemente en un 
número finito de curvas) y no negativa. 1 

Por ( 6), para la probabilidad de que (.X. Y) asuma cualquier valor en un rectángu
lo (figura 498) se obtiene la fórmula 

(7) 
b2 b¡ f f f(x, y) dx dy. 

ª2 ª1 

·¡ '1 

( C'· e:-:; e, e e I e ( e e r e e e· < · e e e, e) e: o c1 e 
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ª1 b1 
x-

Figura 498. Concepto de distribución bidimensional.. 

Ejemplo 2, Distribución uniforme bidimensional en un rectángulo. 

Sea R el rectángulo a 1 <x á 13,. a,< y á 13, La densidad (ver la figura 499) 

(8) J(i,y) = 1/k si(x,y)esenR, f(x, y) = O en caso contrario 
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define la distribución uniforme en el rectángulo R; aquí k es ,;,Járea de R, es decir, k= (13 1 - a,)(13, - a,) 
La función de distribuciór se muestra en la figura 500. 1 

Distribuciones marginales de una distribución discreta 

En el caso de una variable aleatoria discreta (.X. Y), con función de probabilidadj(x, y), 
puede pedirse la probabilidad P(X = x, Y arbitraria) de que X asuma un valor x, en 
tanto que Y puede asumir cualquier valor, el cual se ignora. Esta probabilidad es una 
función de x, por ejemploJ;(x), y se tiene la fórmula 

(9) 1 f 1(x) = P(X = .x, Yarbitrario) = ~ .f(x, y) 

en donde se suman todos los valores de f{x, y) que no sean O para '?sa x. Resulta 
evidente que/ (x) es la función de probabilidad de la distribución de probabilidad 
de una sola va~iable aleatoria. Esta distribución se denomina distribución margi
nal de X con respecto a la distribución bidimensional dada y tiene la función de 
distribución 

(10) F¡(x) = P(X ;;;;; x, Y arbitrario) = ¿ f 1 (x*). 

o 
Figura 499. Función de densi· 
dad de probabilidad (8) de la 

distribución u11iforme, 

x"'~x 

o 
Figura 500. Función de distribución 
de la distribución uniforme definida 

por (8). 
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De manera semejante, la función de probabilidad 

(11) l f 2(y) = P(X arbitrario, Y= Y_) ____ L __ x_f_< __ x __ ' __ Y_) __ , 

determina la distribución marginal de Y con respecto a la distribución bidimensional 
dada. En (11) se suman todos los valores dej(x, y) que no son O para lay correspo~~; 
diente. La función de distribución de esta distribución es 

(12) F 2(y) = P(X arbitrario, Y á_y) L f 2<Y*). 
y•;¡¡¡y 

Resulta evidente que ambas distribuciones marginales de una variable aleatoria dis-' 
creta (X. Y) son discretas. 

Ejemplo 3. Distribuciones marginales de una variable aleatoria discreta bidimensional. 

Suponer que se desea extraer con reemplazo tres cartas de una baraja de bridge y observar la variable , 
aleatoria discreta bidimensional (X. Y), en donde 

.X = Número de reinas. 

}' = Número de reyes o ases, 

Dado que la baraja de 52 cartas contiene cuatro reinas, cuatro reyes y cuatro ases, entonces la probabili- -.", 
dad de obtener una reina al extraer una sola carta es 4/52 = 1/13, y un rey o un as se obtienen cor/ 
probabilidad 8/52 = 2/IJ .. Por tanto, (X. Y) tiene la función de probabilidad 

3! ( 1 )"' ( 2 )y (1º)3-:,;-y f(x y)= - - -
' x! y! (3 - .:r - y)! 13 13 13 

(.:r + y;¡; 3) 

y/{x. y)= O en caso contrario. En la tabla 23.2 se muestran los valores de f{x, y) en el centro y, en los 
márgenes derecho e inferior, los valores de las funciones de probabilidadf(x) y f,(y) de las distribucio-
ne_s marginales deXy Y, respectivamente. 

1 
• 1 ·,-, 

Tabla 23.2 
Valores de las funciones de probabilidadj{x,y),/

1
(x),.f(y) en Iá ex

tracción con reemplazo de tres cartas de una baraja Je bridge, en 
donde X es el número de reinas extraídas y Yes el número de reyes o 
as.es extraídos. 

y o 1 
X 

2 3 Í¡(X) 

o ~yg~ 600 120 
2i897 

.!.Zll :IT97" 2197 2197 

1 i'11º9º1 l/9°7 -1..L o ~ 
2197 2197 

2 2rn1 6 o o 2i~1 2197 

3 ___L_ o o o 2197 2197 

Í2(Y) 1.ili!1. 726 132 _!!_ 
2197 2197 2197 2197 
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Distribuciones marginales de una distribución continua 

De manera semejante, en el caso de una variable aleatoria continua (X. Y) con den~i
dad}tx, y) es posible considerar 

(X~ x, Y arbitrario) o (X~ x, -co < Y< co). 

Resulta evidente que la probabilidad correspondiente es 

Al hacer 

(13) f 1(x) f_~f(x, y) dy, 

es posible escribir 

(14) F¡(x) f_xoof l (x*) dx*. 

.fi(x) es la densidad y Fi(x) es lajimción de distribución de la distribución marginal 
de X con respecto a la distribución continua dada. 

De manera semejante, la función 

(15) 

se denomina densidad y 

(16) 

se denominafimción de distribución de la distribución marginal de Y con respecto 
a la distribución bidimensional dada. Se observa que ambas distribuciones margina-
les de una distribución continua con continuas. · 

Independencia de las variables aleatorias 

Se dice que las dos variables aleatorias Xy Y de una distribución bidimensional (X. Y) 
con función de distribución F(x, y) son independientes si 

(17) F(x, y) = F 1(x)F2 (y) 1 

1 '' 
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se cumple para todo (x, y). En caso contrario, se dice que son dependientes. 
Suponer que Xy Y son ambas discretas o ambas continuas. Entonces Xy Yso· 

independientes si y sólo si las funciones de probabilidad o densidades correspondien·. 
tesJ;{x) yh_(;.•) satisf3.cen 

(18) f(x, y) = f 1(x)fiY) 

para todo (x, y); ver el problema 18 .. Por ejemplo, las variables en la tabla 23.2 so ·· 
dependientes. Las variables X = Número de caras que se obtienen al lanzar una 
moneda de 10 centavos, Y= Número de caras que se obtienen al lanzar una moneda 
de 5 centavos al lanzar una moneda de 10 centavos y una de 5 centavos puede 
asumir los valores O o 1 y son independientes. 

Los conceptos de independencia y dependencia pueden extenderse a las n vana7 

bles aleatorias de una distribución n-dimensional (X', · · · , Xn) con fun.ción de distti~ 
bución 

Se dice que estas variable aleatorias son independientes si para todo (x 1, • • ·, xn) sé 
tiene que 

(19) 

en donde F¡(x) es la función de distribución de la distribución marginal de ,1¡, es 
decir, · 

F/x} = P(Xi ;;;a xi, X1c arbitrario, k ~ j). 

En caso contrario, se dice que las variables aleatorias son dependientes. 
Funciones de variables aleatorias 
Sea (X. Y) una variable aleatoria con función de probabilidad o densidad /(x, y) y 
función de distribución F(x, y), y sea g(x, y) cualquier función continua que está 
definida para todo (x, y) y no es constante. Entonces Z = g(X. Y) es también una 
variable aleatoria. Por ejemplo, si se lanzan dos dados y X es el número que aparece 
en la cara superior del primer dado y Y es el número que aparece en la cara superior 
del segundo dado, entonces Z =X+ Y es la suma de estos dos números (ver la figura 
489 en la sección 23.4). 

Si (X1, • • • , X,,) es una variable aleatoria n-dimensional y g(x1, • • • , x.,) es una 
función continua que está definida para todo (xi,· · · , xn) y no es constante, entonces 
Z = g(X1, • • • , Xn) es también una variable aleatoria. 

En el caso de una variable aleatoria discreta (X, Y), es posible obtener la función 
de probabilidad/(x) de Z = g(X. Y) sumando todas lasflx, y) para las cuales g(x, y) es 
igual al valor del z considerado; así, 

(20) f(z) P(Z z) ~~ f(x, y). 
g(x,y)=z 

) '¡ 

:i e e, e e r, C· C· ( e ( ( 
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La función de distribución de Z es 

(21) F(z) = P(Z ;;;a z) 
g(x,y);áz 

en donde se suman todos los valores deflx, y) para los cuales g(x, y);;;; z. 
En el caso de una variable aleatoria continua (X. Y), de manera semejante se 

tiene 

(22) F(z) P(Z ;;;a z) J J f(x, y) dx dy 

g(x,y);;;;z 

en donde para cada z se integra sobre la región g(x, y) ;;;; z en el plano xy. I 

Adición de medias y variancias 

El número 

(23) E(g(X, Y)) 

{ 

¿ ¿ g(x, y)f(x, y) 
X y 

J_~J_~g(x, y)f(x, y) dx dy 

[ (X, Y) discreta] 

[ (X. Y) continua] 

se denomina esperanza matemática o, simplemente, esperanza de g(X. Y). Aquí se 
ha supuesto que la serie doble converge absolutamente y que la integral de jg{x, y)I 
flx, y) sobre el plano xy existe (es finita). Debido a que la sumatoria y la integración 
son procesos lineales, entonces por (23) se tiene 

(24) E(ag(X, Y) + bh(X, Y)) = aE(g(X, Y)) + bE(h(X, Y)). 

Un importante caso especial es E(X + Y) = E(X) + E( Y), y por inducción se tiene el 
siguiente reswltado. 

Teorema 1 (Adición de medias) 

La media (esperanza) de una suma de variables aleatorias es igual a la suma de las 
medias (esperanzas), es decir 

Además, fácilmente se obtiene el 

Teorema 2 (Multlpllcaclón de medias) 

La media (esperanza) del producto de variables aleatorias independientes es igual 
al producto de las medías (esperanzas), es decir 

www.elsolucionario.net
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(26) 
,. 

Demostración. Si Xy Y son variable aleatorias independientes (ambas discretas 0 

ambas continuas), entonces E(XY) = E(X)E(Y). De hecho, en el caso discreto se tiene 

E(XY) = ¿ L xyf(x, y) L xf1(x) L yfz(y) = E(X)E(Y), 
X y X y 

y en el caso continuo la demostración de la relación es semejante. La extensión a n . 
variables aleatorias independientes proporciona (26), y entonces se ha demostrado el 
teorema 2. 1 

A continuación se analizará la adición de variancias. Sea Z =X+ Y y sean µ y 
cr2 la media y la varianci~ de Z Primero se tiene (ver el problema 14 en los problemas . 
de la sección 23.5) 

Por (24) se observa que el primer término del miembro derecho es igual a 

E(Z2 ) = E(X2 + 2XY + Y2) = E(X2) + 2E(XY) + E(Y2), 

y para el segundo término del miembro derecho, por el teorema 1 se obtiene 

[E(Z)] 2 = [E(X) + E(Y)) 2 = [E(X)] 2 + 2E(X)E(Y) + [E(Y)] 2 • 

Al sustituir estas expresiones en la fórmula de cr2 se tiene 

cr2 = E(X2) - [E(X)] 2 + E(Y2) - [E(Y)] 2 

+ 2[E(XY) - E(X)E(Y)]. 

Por el problema 14, sección 23.5, se observa que la expresión en el primer renglón 
del miembro derecho es la suma de las variancias de Xy Y, que se denotan por cr,2 y 
cr/, respectivamente. La cantidad 

(27) 1 cr XY = E(X Y) - E(X)E( Y) 1 

se denomina covariancia de X y Y. Por consiguiente, el resultado es 

(28) cr2 = cr/ + cr/ + 2crXY. 

Si X y Y son independientes, entonces E(XY) = E(X)E(Y); por tanto, aXY = O, y 

(29) cr2 = cr/ + cr/ 

La extensión a más de dos variables conduce al 

) ' ). ) i ) ) ). j ( ) ' .\ '.1 ) ' 
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Teorema 3 (Adición de variancias) 

La variancia de la suma de variables aleatorias independientes es igual a la suma de 
las variancias de estas variables. · 

¡Precaución! En las numerosas aplicaciones de los teoremas 1 y 3 siempre debe 
recordarse que el teorema 3 se cumple sólo para variables independientes. 

Aquí termina el capítulo 23 sobre teoría de probabilidad. Casi todos los concep
tos, métodos y distribuciones especiales analizados en este capítulo desempeñarán 
un papel fundamental en el siguiente capítulo, que trata sobre métodos de inferencia 
estadística, es decir, conclusiones de muestras a poblaciones, cuyas propiedades des
conocidas se desea conocer e intentar descubrir al considerar propiedades idóneas de 
muestras que han sido obtenidas. 

Problemas de la sección 23.8 

l. Seaj{x, y)= k cuando 8 :ax$. 12 y O$. y$. 2, y cero en todos los demás casos. Encontrar 
k. Encontrar P(X$. 11, 1:;. Y$. LS) y P(9 $.X 13, Y$. 1). 

2. Encontrar P(X > 2, Y> 2) y P(X $. 1, Y$. 1) si (X. Y) tiene la densidad.f(x, y) = 1 /8 si x,:; 
0, y ,:; 0, X+ y$. 4. 

3. Sea (X. Y) con la densidad .fCx, y) = kxy si O :;. x 1, O $. y $. 1, y O en caso contrario. 
Encontrar k y P(X > 0.5, Y> 0.5). 

4. Encontrar la densidad de la distribución marginal de X en el problema 2. 

5. Encontrar la densidad de la distribución marginal de Y en la figura 499. 

6. Si ciertas hojas de papel para envolver tienen un peso medio de 1 O g cada una, con una 
desviación estándar de 0.05 g, ¿cuáles son el peso medio y la desviación estándar de un 
paquete de 1 O 000 hojas? 

7. Un ensamble de cuatro engranes se anna con espaciadores entre aquéllos. El espesor 
medio de los engranes es de 5.020 cm con una desviación estándar de 0.003 cm. E.! grosor 
medio de los espaciadores es de 0.040 cm con una desviación estándar de 0.002 cm. 
Encontrar la media y la desviación estándar de las unidades ensambladas consistentes en 
cuatro engranes y tres espaciadores, todos seleccionados al azar. 

8. Si el peso de ciertos recipientes (vacíos) tiene una media de 2 lb y una desviación estándar 
de 0.1 lb, y si el relleno de los recipientes tiene un peso medio de 75 lb y una desviación 
estándar de 0.8 lb, ¿cuáles son el peso medio y la desviación estándar de los recipientes 
rellenos? 

9. ¿Cuáles son el espesor medio y la desviación estándar de ciertos núcleos de transfonna
dor, si cada uno consta de 50 capas de láminas metálicas y 49 capas de papel aislante, y si 
las láminas metálicas tienen un espesor medio de 0.5 mm, cada una con una desviación 
estándar de 0.05 mm, y las capas de papel tienen una media de 0.05 mm, cada una con una 
desviación estándar de 0.02 mm? 

10. Sean X [ cm] y Y [cm] los diámetros de una pasador y un orificio, respectivamente. Supo
ner que (X. Y) tiene la densidad 

f{x,y)=2500si0.99<x< 101, I.OO<y< 102 

y O en caso contrario. (a) Encontrar las distribuciones n.arginales. (b) ¿Cuál es la proba
bilidad de que un pasador elegido al azar se ajuste a un orificio cuyo diámetro es de 1.00? 

))))))) ), ) 
-··- - .... _ .. ___ --____ _. ________ _ 
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11. Un dispositivo electrónico consta de dos componentes. Sean Xy Y [meses] los lapsos de:· 
tiempo que transcurren hasta que se presenta una fa] la de la primera y segunda componen
tes, respectivamente. Suponer que (X. Y) tiene la densidad de probabilidad 

.f(x, y) = O.Ole- 0 Hx+yl SÍ X> 0 y y> Ü 

y O en caso contrario. (a) X y Y, ¿son independientes o dependientes? (b) Encontrar la~ 
densidades de las distribuciones marginales .. (c) ¿Cuál es la probabilidad de que la prime-· 
ra componente tenga una vida útil de I O meses o más? · · 

12. Proporcionar un ejemplo de dos distribuciones discretas diferentes que tengan las misma~ 
distribuciones marginales. .. 

13. Demostrar que las variables aleatorias con las densidadesflx,y).=x+ yy g(x,,y) = (x+ l/2)(y: 
+ 1/2) si O :a,x 1, O :a,y :a, 1, tienen las mismas distribuciones marginales. 

14. Sea (X. Y) que tiene la densidad.f(x, y)= k si x2 + j2 <; 1 y O en caso contrario. Determin!lr ;· 
k. Encontrar las densidades de las distribuciones marginales Encontrar la probabilidad.: 
P(X' + Y2) < 112). 

15. Encontrar P(X> Y) cuando (X. Y) tiene la densidad.f(x, y)= e·i.,•,, si x e:. O,y e:. O Y O en caso 
contrario. 

16. Demostrar (2). 

17. Sea (X, Y) que tiene la función de probabilidad/(0, O)=/( 1, 1) = 1/8,.f(O, 1) = .f( 1, O)= ( 
3/8. ¿Son independientes Xy Y! 

18. Demostrar la proposición que implica a ( 18). 
19. Aplicar los teoremas I y 3 para obtener las fórmulas para la media y la variancia de la,: 

distribución binomial. 
20. Usar el teorema I para obtener la fóm1ula para la media de la distribución·hipergeométrica. 

¿Es posible aplicar el teorema 3 para obtener la variancia de esa distribución? 

Cuestionario y problemas de repaso del capítulo 23 

l. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 
8. 

9. 

10. 

11. 

12. 

13. 

Proporcionar ejemplos de experimentos aleatorios en los que se tengan casos equiprobables 
y otros en los que no. 
¿Cuál es la diferencia entre eventos mutuamente excluyentes y eventos independientes? 

¿Cuál es la diferencia entre los conceptos de pennutación y combinación? 
Enumerar todas las pennutaciones y todas las combinaciones de las letras a, b, c. d toma
das dos a la vez 
¿Qué significa probabilidad condicional" Proporcionar un ejemplo típico. 

Si P(A) = P(B) y A ~ B, ¡,es posible que A sé B? 

Si E sé S (= el espacio muestra!), ¿es posible que P(E) = 1? 
¿Qué distribuciones corresponden al muestreo con reemplazo y sin reemplazo? 

¿En qué condiciones prácticamente no hay diferencia si se muestrea con reemplazo o sin 
reemplazo? 
¿En qué casos la distribución de Poisson es una aproximación aceptable de la distribución 
binomial" 
¿Qué sabe sobre la aproximación de la distribución binomial por la distribución nonnal? 

¿Qué significa la expresión "limites de las tres sigmas"? 
Escribir la fónnula de la función de distribución F(x) de una variable aleatoria nonnal 
arbitraria en ténninos de la función de distribución de la distribución normal estandarizada. 
¿Por qué ésto reviste importancia práctica" 
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14. ¿Cómo está relacionada la densidad de uiia variable aleatoria continua con la función de 
distribución? 

15. ¿Qué propiedad de una distribución caracteriza la variancia? ¿ Y la media? 

16. ¿Cuá! es !a suma de !as prc.bab!Hdades de todos !os valores pcs?b!es de unn .,,...aria.ble 
aleatoria discreta? ¿Cuál es el análogo de ésto para una variable aleatoria continua? 

17. ¿Es posible que la función de probabilidad de una variable aleatoria discreta asuma una 
infinidad de valores posibles? (Justificar la respuesta.) 

18. Si X es una variable aleatoria continua, ¿cuál es el valor de P(X = a), en donde a es 
cualquier número dado? 

19. ¿En qué clase de experimento se tiene una variable aleatoiia discreta y en cuál una varia
ble aleatoria continua? 

20. ¿En qué condiciones se cumple la fónnula de adición de variancias" ¿Y la fónnula de 
adición de medias? 

21. De un lote de 50 tomillos, de los cuales están defectuosos I O, se extraen al azar tres 
tomillos. Encontrar la probabilidad del evento que todos los tres tomillos extraídos no 
estén defectuosos, suponiendo que se extrae (a) con reemplazo, (b) sin reemplazo. 

22. ¿Cuál es la probabilidad de obtener una suma de 17 o 18 al lanzar una vez tres dados 
legales? 

23. ¿Cuál es la probabilidad de obtener una suma divisible entre 4 al lanzar una vez dos dados 
legales? 

24. De una Cl\ja que contiene I O tomillos izquierdos y 20 derechos se extraen sin reemplazo 4 
tomillos. ¿Cuál es la probabilidad de extraer por lo menos un tomillo derecho? 

25. Una caja contiene 50 tomillos, de los cuales 5 están defectuosos. Encontrar la función de 
probabilidad de la variable aleatoria X= Número de tornillos defectuosos que se obtienen 
al extraer sin reemplazo dos tomillos, y calcular sus valores. 

26. Encontrar los valores de la función de distribución en el problema 25. 

27. Encontrar la función de probabilidad de X= Número de veces que .se lanza un dado legal 
hasta que se obtiene el primer número par. 

28. En el problema 27, encontrar la media. 

29. Si X tiene la función de probabilidad.1{4) = 0.2,/(6) = 0.5,/(8) = 0.1,.1{ 1 O)= 0.2, ¿cuál es la 
probabilidad de que X asuma cualquier valor mayor que 6? ¿ Y menor que 6" ¿ Y menor que 4" 

30. En un lote de 12 artículos, 3 son defectuosos. (a) Encontrar el número de muestras dife
rentes de 3 artículos. Encontrar el número de muestras de 3 artículos que (b) no contienen 
ningún articulo defectuoso y que contienen (c) 1 artículo defectuoso, (d) 2 artículos de
fectuosos, (e) 3 artículos defectuosos 

31. ¿Cuántos registros de automóviles debe verificar la policía en un accidente en que el 
automovilista se dio a la fuga si un testigo reporta que la placa del automóvil en cuestión 
era KDP7 y no puede recordar los dos últimos dígitos de la placa pero está seguro de que 
los tres eran distintos? 

32. Si se dispone de 6 tintas diferentes, ¿de cuántas maneras es posible elegir dos colores para 
hacer un trabajo de impresión? ¡,Y cuatro colores" 

33. Calcular 5! aplicando a fónnula de Stirling y encontrar los errores absoluto y relativo. 

34. ¿De cuántas maneras distintas es posible elegir un comité de 6 personas de un grupo de 20 
personas? 

35. Si se sabe que un proceso de producción de tomillos se realiza correctamente, con una 
fracción de defectuosos de 3%, y el proceso se inspecciona tomando muestras de dos 
tomillos, ¿cuál es la probabilidad de que no haya defectuosos?¿ Y de que haya un defec
tuoso? ¿ Y dos defectuosos" 
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36. 
37. 

38. 

.39. 

40. 

41. 

42. 

43. 

44. 
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Sea./(x) = kc' cuandox> 0,./(x)= O cuandox< O. Encontrar k. Trazar las gráficas de/y de F'. 
Sea/(x) = /cx2 cuando O :;.x:;; 1 y O en caso contrario. Encontrar k. Encontrar el número· 
tal que P(X:;. e)= 95%. 
Encontrarµ y cr2 de la distribución que tiene función de probabilidad./(!)= 0.3,./{2) 
0.4,}(3) = 0.3. 

1 
Encontrar 1.a media y la variancia de la distribución que tiene la densidad./(x) =1e-l:t1. '., 

Si el millaje X (en miles de millas) de cierto tipo de neumático tiene la densidadfíx) = 
o.ose-0.r"' (x > O), ¿qué millaje es de esperar alcanzar? ¿Cuál es la probabilidad de que el. 
neumático dure por lo menos 30 000 millas? °"° · 

Si X tiene la densidad./(x) = 0.5x (O:;; x:;; 2) y O en caso contrario, ¿cuáles son la media y · 
la variancia de X" = -2X + 5? 

Encontrar el sesgo de la distribución con densidad/(x) = 2( 1 - x) si O< x < 1,./(x) = O e~: 
, caso contrario, 

Sea p = 2% la probabilidad de que cierto tipo de foco falle en una prueba de 24 horas. 
Encontrar la probabilidad de que una señal que consta de 15 de tales foco.s funcione 
durante 24 horas sin que falle ningún foco. 

Suponer que el 4% de los tomillos producidos por una máquina están defectuosos, e~ 
donde éstos ocurren al azar durante la producción. Si los tomillos se empacan en cajas d~, 
100, ¿cuál es la aproximación de Poisson de la probabilidad de que una caja dada conten-: 
ga x tomillos defectuosos? 

45. Demostrar que la función de distribución de la distribución de Poisson satisface F( oo) = 1: · 

46. Encontrar la probabilidad de que una variable aleatoria X asuma cualquier valor en el 
intervaloµ - cr:,; X :;¡ µ + cr si X tiene (a) una distribución binomial con n = 8 y p = 0.5, 
(b) la distribución normal. 

47. Si Ja resistencia a la ruptura de ciertas cuerdas es normal con media 100 kg y desviación 
estándar de 10 kg, ¿cuál es la carga máxima con la que es posible esperar que se rompa, 
cuando mucho el 1 % de las cuerdas? · 

48. ¿Cuál es la probabilidad de obtener por lo menos 12 O 12 caras si una moneda se lanza 24 
000 veces y la ocurrencia de caras y cruces es equiprobable? (Ver la tabla 23. 1 en la 
sección 23.2). 

49. Si la vida útil de unos neumáticos es normal con media de 25 000 km y variancia de 
25 000 000 km2 , ¿cuál es la probabilidad de que uno de tales neumáticos dure por lo 
menos 30 000 km? ¿Y por Jo menos 35 000 km? 

SO. Si el peso de unos sacos de cemento es normal con media de 50 kg y desviación estándar 
de I kg, ¿cuál es la probabilidad de que 100 sacos pesen más de 5030 kg? 

Resumen del capítulo 23 

Teoría de probabilidad 

Un experimento aleatorio, brevemente denominado experimento, es un pro
ceso en el que el resultado depende del "azar" (efectos de factores desconoci· 
dos). Ejemplos son los juegos de azar con dados o cartas, la medición de la 
dureza del acero, la observación de las condiciones climatológicas, el conteo 
del número de llamadas telefónicas en una oficina, o el registro del número de 
accidentes en una ciudad. (Por tanto, el término "experimento" es usado aquí 
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. . 

en un sentido mucho más amplio que en el lenguaje común.) Los resultados se 
consideran como puntos (elementos) de un conjunto S, denominado espacio 
muestra!, cuyos subconjuntos se denominan eventos. Para los eventos E se 
define una probabilidad P(E) por medio de los axiomas (sección 23.2) 

O ;;a P(E) ;;a 

(1) P(S) = 1 

P(E1 U E 2 U · · ·) = P(E1) + P(E2 ) + · ' · 0). 

El complemento E' de E tiene entonces la probabilidad 

(2) 

La probabilidad condicional de un evento B bajo la condición de que ocurra 
un evento A es 

(3) P(BIA) = P(A n B) 
P(A) 

A y B se denominan independientes si 

(4) P(A n B) = P(A)P(B). 

A un experimento se asocia una variable aleatoria X; se trata de una fun
ción definida sobre S cuyos valores son números reales, y X es tal que la probabi
lidad P(X = a) de que X asuma cualq11ier valor a y la probabilidad P(a <X~ b) de 
que X asuma cualquier valor en cualquier intervalo están definidas (sección 
23.4). La distribución de probabilidad de X está determinada por la función 
de distribución (sección 23.4) 

(5) F(x) = P(X ;;a x). 

Existen dos clases de variables aleatorias que son importantes desde un punto 
de vista práctico: aquéllas del tipo discreto; que aparecen si se cuenta algo 
(artículos defectuosos, clientes en un banco, etc.) y las de tipo continuo, que 
aparecen si se mide algo (longitud, velocidad, temperatura, peso, etc.). 

Una variable aleatoria discreta tiene la función de probabilidad 

(6) f(x) = P(X = x). 

Sus media µ y variancia cr2 son (sección 23.5) 

(7) µ. y 

) 

:_¿ <x¡ - µ.)2J<x) 
j 

), ) ) 
.... , ::v.•, -"''4.~,. ,-,.--•·:---,· ·-
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en donde los x son los valores para los cuales X tiene una probabilidad positiva. 
Variables y d{stribuciones aleatorias discretas importantes son la binomial, la 
de Poisson y ia hipergeométrica (stcción 23.6). 

Una variable aleatoria continua tiene densidad 

(8) f(x) = F' (x) [ver (5)). 

Su media y variancia son (sección 23.5) 

(9) µ. y i~ (x - µ.) 2 f(x) dx. 

De bastante importancia es la distribución normal, cuya densidad es (sección 
23.7) 

(10) l [ _ _
2
1 (X -U ¡.L) J 2 

f(x) = -- exp uyz:; 

y cuya función de distribución es (sección 23. 7; tablas A 7 y A8 en el apéndice 5) 

(11) (
X - fL) F(x) = <l> --u- . 

Una variable aleatoria bidimensional (X. Y) ocurre si de manera simultánea 
se observan dos cantidades (por ejemplo, la estatura Xy el peso Y de las perso
nas). Su función de distribución es (sección 23,8) 

(12) F(x, y) = P(X ;§; x, Y;§; y). 

Xy Y tienen las funciones de distribución (sección 23.8) 

(13) F
1
(x) = P(X ;§; x, Y arbitrario), F 2(y) = P(x arbitrario, Y;§; y); 

sus distribuciones se denominan distribuciones marginales. Si tanto X como 
Y son discretas, entonces (X. Y) tiene función de probabilidad 

f(x, y) = P(X = x, Y = y). 

Si X y Y son continuas, entonces (X. Y) tiene densidad./(x, y). 

e 
J 

(, e e (. ( e ( ·' ( ( ( ( (. ( ( ( e ( ( 

Estadística matemática 

En teoría de probabilidad se establecieron modelos matemáticos de procesos 
y sistemas que son afectados por el "azar". En estadística matemática, o breve
mente, estadística, estos modelos se confrontan contra la realidad a fin de de
terminar si son suficientemente fidedignos y exactos para efectos prácticos. Lo 
anterior se lleva a cabo extrayendo muestras, inspeccionando sus propiedades 
y después obteniendo conclusiones concernientes a propiedades de la pobla
ción de la cual fueron extraídas las muestras. Estas conclusiones son verdade
ras no de manera absoluta, sino con una probabilidad (usualmente elevada) que 
puede elegirse (por ejemplo, 95%) o por lo menos calcularse. Tales conclusio
nes resultan de métodos de inferencia estadística que serán desarrollados en 
este capítulo, usando la teoría de probabilidad como fundamentación de este 
enfoque. 

Tales conclusiones se utilizan luego como base para hacer predicciones, 
tomar decisiones y llevar a cabo acciones, por ejemplo, para predecir el clima, 
analizar el mercado o planificar el tránsito vehicular, en el desarrollo de planes 
económicos de producción, en la compra de materia prima o máquinas o equi
po, en métodos de publicidad y venta de productos, en la ejecución de acciones 
contra enfermedades peligrosas, etc. 

En la sección 24. l se hablará en términos generales acerca del método 
global, y luego se analizarán muestras y sus medias (secciones 24.2-24.4 ) .. El 
estudio de los métodos estadísticos se inicia en la sección 24.5 con la estima
ción de parámetros de manera puntual y por intervalos (secciones 24.5, 24.6) 
y se continuará con la prueba de hipótesis y aplicaciones (secciones 24.7-
24.9), la bondad de ajuste (prueba para funciones de distribución, sección 
24.1 O) y algunas pruebas no paramétricas (sección 24.11 ). La última sección 
trata sobre pares de mediciones y análisis de regresión. 

Prerrequisitos para este capítulo .. Capítulo 23. 

l
Seccio

2
;_s

1 
[.ile pueden omitirse en un curso más breve: 

Bibliogrqfza.· Apéndice J, parte G. 
Respuestas a los problemas: Apéndice 2. 
Tablas estadísticas: Apéndice 5. 
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24. 1 NATURALEZA Y OBJETIVOS DE LA ESTADÍSTICA 

En estadística el interés lo constituyen los métodos para diseñar y evaluar experimen: 
tos a fin de obtener información sobre problemas prácticos, por ~i.emplo, la inspec
ción de la calidad de materia prima o de productos manufacturados, la comparac'iqµ, 
de máquinas y herramientas o de los métodos usados en la producción, el rentj.j,: 
miento de los obreros, la reacción de los consumidores frente a nuevos productos, 
la reacción de un proceso químico en varias condiciones, la relación entre el conte-' 
nido de hierro o de mineral de hierro y la densidad de éste, la eficiencia de los 
sistemas de acondicionamiento de aire bajo varias temperaturas, la relación entre la 
dureza de Rockwell y el contenido de carbono del acero, etc. 

Por ejemplo, en un proceso de producción masiva (de tomillos, pernos, focos, . 
transistores, etc.), ordinariamente existen artículos no defectuosos, es decir, artículos ' 
que satisfacen las especificaciones de calidad, y artículos defectuosos, que no las ·· 
satisfacen. Estas especificaciones pueden incluir, por ejemplo, los diámetros máximo 
y mínimo de ejes, las vidas útiles mínimas de focos, los valores límites de la resisten- i 

cia de resistores en aparatos de televisión, los pesos máximos de los sobres aéreos, · 
los contenidos mínimos de botellas llenadas automáticamente, los tiempos máximos .' 
de reacción de interruptores y los valores mínimos de la resistencia de un hilado. 

La razón que explica las diferencias en la calidad de los productos es la varia
ción debida a numerosos factores (en la materia prima, la función de la maquinaria:· 
automática, la mano de obra, etc.) cuya influencia no puede ser predicha, de modo· 
que la variación debe considerarse como una variación aleatoria .. La situación es ... 
semejante en el caso de la evaluación de la eficiencia de los métodos de producción y 
de otros ejemplos precedentes. 

En la mayor parte de los casos, la inspección de cada artículo de una producción 
es demasiado costosa y consumidora de tiempo. Inclusive, puede ser imposible lle- ': 
• .,,,.,fa a cabo si conduce a la destrucción del artículo. Por tanto, en vez de inspeccionar · 
todos los artículos manufacturados, simplemente se inspeccionan unos cuantos de,·· 
ellos (una "muestra"), y con base en esta inspección es posible obtener conclusiones' 
acerca de la totalidad de los artículos (la "población"). Si se extraen 100 tornillos de 
un lote de 1 O 000 tornillos y se encuentra que 4 de los 100 son defectuosos, se está 
inclinado a creer que aproximadamente el 4% del lote son tornillos defectuosos, en el 
supuesto de que los tornillos fueron extraídos "al azar", es decir, de modo que cada 
tornillo del lote tiene la misma "posibilidad" de ser extraído. Resulta evidente que 
tal conclusión no es absolutamente cierta; e~ decir, no puede afirmarse que el lote 
contiene precisamente el 4% de tomillos defectuosos, aunque de todas formas en la 
mayor parte de los casos esta afirmación precisa no tendría ningún interés práctico 
en particular. También se siente que la conclusión es más dependiente mientras 
más tornillos (¡elegidos aleatoriamente!) se inspeccionen. Aplicando la teoría de ·-~· 
probabilidad matemática se verá que estas nociones e ideas algo vagas pueden 
precisarse. Además, esta teoría también produce medidas para la confiabilidad de las 
conclusiones (obtenidas a partir de muestras por medio de métodos estadísticos) 
sobre poblaciones. Por tanto, la teoría de probabilidad constituye la base de los 
métodos estadisticos. 

De manera semejante, para obtener información sobre el contenido de hierro µ del 
mineral de hierro, podría elegirse aleatoriamente un cierto número de n especímenes Y 
medir su contenido de hierro. Lo anterior produce una muestra de n números x,, · · · x. 
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(los resultados de las n mediciones) cuyo promedio x = (x + · · · + x )In es un valor 
• 1 n 

aproximado de µ. 
Problemas de naturalezas diferentes pueden requerir métodos y técnicas diferen

tes, pero los pasos que conducen desde el planteamiento de un problema hasta su 
solución son los mismos en la mayor parte de los casos. Tales pasos son como sigue. 

l. Planteamiento del prob/P.ma. Es importante plantear el problema de manera precisa y 
limitar la investigación, de modo que entonces sea posible esperar una respuesta útil 
dentro de un periodo prescrito, tomando en cuenta el costo de la investigación estadística, 
la hábilidad de los investigadores y las facilidades con que se cuenta. Este paso también 
debe incluir la creación de un modelo matemático basado en conceptos claros. (Por ejem
plo, es necesario definir qué se entiende por artículo defectuoso en una situación especí
fica.) 

2. Dise,io del experimento. Este paso incluye la elección del método estadístico a aplicar en 
el último paso, el tamaño II de la muestra (número de artículos a extraer e inspeccionar, o 
número de experimentos a efectuar, etc.), y los métodos y técnicas físicas a usar en el 
experimento. El objetivo es obtener un máximo de infonnación invirtiendo un mlnimo de 
costo y tiempo. 

3. Experi111e11tació11 o recolección de datos. Este paso debe seguir reglas estrictas. 
4. Procesamiento de datos. En este paso se ordenan los datos en fonna tabular clara y sim

ple, y pueden representarse gráficamente por medio de diagramas, gráficas de barras, etc. 
También se caiculan parámetros muestrales (números), en particular, la media X de la 
muestra (tamaño promedio de los valores muestrales) y la variancia s2 de la muestra (que 
mide la dispersión de los valores muestmles). 

5. Jnfere11cia estadística. En este paso se usa la muestra y se aplica un método estadístico 
idóneo para obtener conclusiones sobre las propiedades desconocidas de la población, de 
modo que se obtenga la respuesta del problema. 

Parece evidente que las muestras desempeñan un rol crucial en el método global. En 
consecuencia, es necesario hacer riguroso este concepto intuitivo. Esto se efectuará 
en la siguiente sección. 

24.2 MUESTREO ALEATORIO. NÚMEROS ALEATORIOS 

Por la sección precedente se sabe que las muestras son selecciones de poblaciones y 
que son fundamentales en estadística porque se requieren para, a partir de sus propie
dades, obtener conclusiones sobre propiedades que desean conocerse de la pobla
ción. Para lograr lo anterior, es absolutamente esencial que una muestra sea una se
lección aleatoria, es decir, cada elemento de la población debe tener una probabili
dad conocida de ser considerado en la muestra. Esta condición debe cumplirse (por 
lo menos de manera aproximada); en caso contrario, los métodos estadísticos pueden 
conducir a resultados engañosos. 

Si el espacio muestral es infinito, los valores muestrales son independientes; es 
decir, los resultados de las n ~jecuc;:iones de un experimento efectuado para obtener 11 

valores muestrales no se afectan entre sí. Este hecho ciertamente es válido para muestras 
de una población normal. Si el espacio muestra! es finito, los valores muestrales 
siguen siendo independientes si el muestreo es con reemplazo, y serán prácticamente 
independientes si el muestreo es sin reemplazo pero el tamaño de la muestra se man-
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tiene pequeño en comparación con el de la población (por ejemplo, muestras de 5 
I O valores de una población de l 000 valores.) Sin embargo, si se muestrea sin reem 
plazo y se toman grandes muestras de una población finita, entonces es necesari, 
vv.us:d ..... ,. (..l.l lu d .... p ..... ud .... ,. ........ :u. .. 

Números aleatorios 

No es fácil satisfacer el requisito de que una muestra sea una selección aleatoria\ 
porque existen muchos factores sutiles de varios tipos que pueden sesgar el resultad· 
del muestreo. Por ejemplo, si se desea extraer e inspeccionar una muestra de IÓ 
chumaceras de un lote de 80 chumaceras antes de decidir comprar el lote, ¿cómo 
deben seleccionarse físicamente esas l O chumaceras a fin de tener una ce1ieza razo. 
nable de que todas las ' :¡,. 

G~) = L6. 1012 

muestras de tamaño 1 O son equiprobables? , 
Se han desarrollado métodos para resolver este problema, y a continuación se: 

mostrará uno de tales procedimientos, que se utiliza frecuentemente. :, 
Los artículos de ese lote se numeran del I al 80. Luego se eligen 10 artículoi 

~sando la .tabla A9 de_l ~péndice 5, ~ue contiene números aleatorios obtenidos a part 
1
' 

tir de conJuntos de d1g1tos aleatorios como se muestra a continuación. Primero se 
elige al azar un número de renglón de O a 99. Esio puede efectuarse lanzando una . 
moneda legal siete veces, denotando a las caras por 1 y a las cruces por O, generando 
a~í.un nú~ero binario de siete posiciones que representa a O, 1, .. ·,, 127 con proba
bihdade~ iguales. Este número se usa si es O, 1, · ··,o 99. En caso contrario, se ignora. 
Y se repite este proceso. A continuación se elige un número de columna de O a 9 
generand~ un número binario de 4 posiciones de manera semejante. Suponer que se 
han obtenido 00 l 1 O 1 O (= 26) y O 111 (= 7), respectivamente. En el renglón 26 y en la 
col1,:mna 7 de la tabla A9 se encuentra 44973. Se preservan los dos primeros dígitos, es 
decir, 44. Se efectúa un desplazamiento hacia abajo siguiendo la columna, empezando 
en 44973 y preservando sólo los dos primeros dígitos. De esta manera se encuentra 

44 44 83 91 55 etc. 

Se omiten los números mayores que 80 o que ocurren por segunda vez y se continúa 
hasta obtener I O números. Así se obtiene 

44 55 53 03 52 61 67 78 39 54. 

Los 10 artículos que tienen estos números representan la selección deseada. 
Respecto a una tabla más grande de dígitos aleatorios, consultar la obra citada en 

el apéndice 1 como[G 15). 
Sin embargo, para grandes muestras tales tablas pueden volverse inconvenien

tes. Debido a lo anterior, para generar números con propiedades semejantes se han 
desarrollado procedimientos en el denominado generador de números aleatorios, 
disponibles en muchos lenguajes de computadora y librerías de subrutinas. 

'\ ) ) \ ) l 
( ( e ( ( ( (i.: 
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En la siguiente sección se abundará más sobre muestras desde el punto de vista 
del procesan1iento de datos. 

Probicmas de ia sección 24.2 

l. Suponer que en el ejemplo explicado en el texto se hubiera empezado en el renglón 83 y 
la columna 2 de la tabla A9 en el apéndice 5, y que el desplazamiento hubiera sido hacia 
arriba. ¿Qué artículos hubieran sido incluidos en una muestra de tamaño I O? 

2. Usando la tabla A9 en el apéndice 5, seleccionar de un lote de 250 artículos dados una 
muestra de tamaño 20. 

3. ¿Cómo puede usarse un dado legal en relación con la selección aleatoria? 
4. Considerar una variable aleatoria Y que tiene la densidad unifonnefly) = 1 si O< y< 1, y 

O en caso contrario. Es fácil simular Y (es decir, muestrear los valores de Y) mediante el 
empleo de dígitos aleatorios. Por ejemplo, para obtener 20 valores redondeados hasta 2 
decimales, considerar cualquiera de las l O columnas de la tabla A9, empezar con algún 
renglón elegido aleatoriamente y efectuar un desplazamiento hacia abajo, tomando los 
dos primeros dígitos de los cinco dígitos dados en la columna y escribir un punto decimal 
a la izquierda del primer dígito. Suponer que se eligieron la columna 8 y el renglón 12. 
Demostrar que se obtiene la siguiente muestra y graficar los valores como puntos en una 
escala entre O y 1. 

0.91 0.42 0.64 0.55 0.66 0.50 0.34 0.28 0.07 0.64 
O. 77 0.03 0.88 0.11 0.37 0.54 0.92 0.96 0.97 0.48 

5. ¿Cómo modificaría el lector el método del problema 4 si desea obtener una muestra de 
tamaño 20 de la distribución uniforme en el intervalo 2 <y< 6? 

6. Los dígitos aleatorios también pueden usarse para simular cualquier variable aleatoria 
continua X. Para este efecto se grafica la función de distribución de X, se usan dígitos 
aleatorios para obtener valores de la variable Y descrita en el problema 4, se grafican estos 
valores sobre el eje vertical y se leen los valores correspondientes de X Ilustrar este 
procedimiento para una variable aleatoria nonnal X con media O y variancia 1, usando la 
muestra del problema 4. (Por supuesto, en la práctica una computadora efectuaría ésto 
mediante el empleo de un generador de números aleatorios y la función de distribución de 
X.) 

7. Escribir el método del problema 6 en ténninos de ct>(z), de modo que pueda programarse 
en una computadora. 

8. Extender el método del problema 6 a la distribución nonnal con media 3 y variancia 4. 
¿Qué se obtiene a partir de 0.91, 0.42, 0,64 en el problema 4? 

9. ¿Qué muestra de una variable aleatoria con densidadf(x) = e-• si x > O,j{x) = O si x <Ose 
obtendría a partir de la muestra del problema 4? Calcular los tres primeros valores 

10. La técnica de simulación descrita en el problema 6 también es válida para variables 
aleatorias discretas. Explicar cómo proéedería el léctor si Xes la suma de los dos números 
que se obtienen al lanzar dos dados legales (ver la figura 489 en la sección 23.4), 

24.3 PROCESAMIENTO DE MUESTRAS 

En esta sección se analizarán métodos para manejar muestras y representarlas me
diante diagramas (representaciones gráficas); lo que es más importante, también se 
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introducirán conceptos relacionados con muestras que serán necesarios a lo largo de' 
todo este capítulo. 

En el transcurso de un experimento estadístico por lo general se obtiene una 
sucesión de observaciones (números en la mayor parte de los casos). Éstas siempre 
deben registrarse en el orden en que ocurren y se denominan valores muestrales; su 
número se denomina tamaiio de la muestra y se denota por n. Como ejemplo típico, 
en la tabla 24. l se observa una muestra de tamaño n = 100 valores. Estos datos se 
obtuvieron al élaborar cilindros de prueba estándares de concreto (diámetro de 6 
pulgadas, longitud de 12 pulgadas) y romperlos 28 días después. 

Tabla 24.1. 
Muestra de 100 valores de la resistencia a la tensión de resquebrajadura 
(lb/pulg2

) de cilindros de concreto. 
-----
320 380 340 410 3'80 340 360 350 320 370 
350 340 350 360 370 350 380 370 300 420 
370 390 390 440 330 390 330 360 400 370 
320 350 360 340 340 350 350 390 380 340 
400 360 350 390 400 350 360 340 370 420 
420 400 350 370 330 320 390 380 400 370 
390 330 360 380 350 330 360 300 360 360 
360 390 350 370 370 350 390 370 370 340 
370 400 360 350 380 380 360 340 330 370 
340 360 390 400 370 410 360 400 340 360 

1. D. L IVEY, Pruebas a la tensión de resquebrajaduras sobre concreto estructural de agrega-
do ligero. Texas Transportation lnstitute, College Station, Texas. 

Tabla de frecuencias de una muestra. Función de frecuencias 

A partir de una tabla corno la 24.1, en la que los valores rnuestrales x
1
, • • ·, x

11 
se 

· registran en su orden de ocurrencia durante la experimentación, no es posible ver 
mucho. En consecuencia, a continuación se usa una subrutina de clasificación con la 
que se obtiene una tabla de frecuencias, como la tabla 24.2, donde en la columna 1 
se enumeran los valores numéricos que ocurren y en la columna 2 sus frecuencias 
absolutas(= número de veces que ocurre un valor en una muestra), también denomi
nadas simplemente frecuencias. (Así, x = 330 tiene la frecuencia absoluta 6, ~c.) La 
división entre el tamaño 11 de l.e,rnuestra proporciona la frecuencia relativa f (:x:) en 
la columna 3. (Por ~jernplo, .ff300) = 2/100 = 0.02, etc.) Resulta evid~nte que los 
valores extremos posibles son f (:x:) = O si x no ocurre en la muestra, y f (x) =nin= 
1 si todos los valores muestrales son iguales (iguales a tal x). Así se obtiene el 

Teorema 1 (Frecuencia relativa) 

La frecuencia relativa satisface 

(1) 

') 1 ) 1 ) )¡ ) ), ), ) ) ), 

@f<x) ;§ 1~] 

) .Í¡ ), ). ), ) ). ,:':>¡ (~ i'J;·,'. 01 <)I (),\) ; 'l( -./r ( ·· _. ( \ 

Para una muestra dada, f (x) con f (x) = O para todo x que no está en la muestra se 
denomina función de frecuencias de la muestra y se dice que determina la distribu
ción de frecuencias de la muestra porque indica cómo están distribuidos los valores 
muestrales. 

El teorema I es la contraparte empírica del axioma 1 para probabilidad en la 
sección 23.2. Además, la suma de todas las frecuencias absolutas en una muestra 
debe ser igual a n (¿por qué?), de modo que al dividir entre 11 se obtiene el 

Teorema 2 (Suma de todas las frecuencias relativas) 

La suma de todas la.fi·ecuencias relativas en w1a muestra es igual a l, 

(2) [ .~ f(x) = l. 
1 

Tabla 24.2. 
Tabla de frecuencias de la muestra en la tabla 24.1 

2 3 4 5 
Resistencia Frecuencia Frecuencia Frecuencia Frecuencia 
a la tensión absoluta relativa absoluta relativa 

X acumulada acumulada 
[lb/pulg2] 

F(x) .f(x) 

300 2 0.02 2 0 .. 02 
310 o 0.00 2 0.02 
320 4 0.04 6 0.06 
330 6 0.06 12 0.12 
340 11 0.11 23 0.23 

350 14 0.14 37 0.37 
360 16 0.16 53 0.53 
370 15 0.15 68 0.68 
380 8 0.08 76 0.76 
390 JO O.JO 86 0.86 

400 8 0.08 94 0.94 
410 2 0.02 96 0.96 
420 3 0.03 99 0.99 
430 o 0.00 99 0.99 
440 0.01 100 1.00 

La fórmula (2) es la contraparte empírica del axioma 2 en la sección 232. (El 
análogo del axioma 3 no reviste gran interés.) En (2) se tiene una sumatoria finita, 
que puede escribirse de manera más ordenada si primero los valores numéricamente 
diferentes en una muestra de tamaño 11 se denotan por 

(m ;§ n). 

(Por tanto, n = 100, pero m = 15 en la tabla 24.2, y x, = 330, x2 = 340, · · ·, x, 5 = 440.) 
Entonces, (2) se vuelve 

1 
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m 

(2*) ~ f<x) 
j=l 

(la sumatoria va desde l hasta m, no hasta n). Comprobar (2.) para la tabla 24.2. 
La función de frecuencias /(x) de una muestra es una contraparte empírica o 

análogo de la función de probabilidad o densidad/(x) de la población correspondien
te, aunque estas funciones son com;:eptualmente bastante diferentes; lo que es más 
evidente: una población tiene una/ (x), pero si se tornan 10 muestras de la m_!,sma 
pobláción, por lo general se obtie11en l O funciones de frecuencias muestrales f(x) 
diferentes. (¿Por qué?) En el trabajo ulterior también se necesitará un análogo de la 
función de distribución F(x) de una población. Éste se define como sigue. 

Función de distribución de la muestra 

Sea 

(3) F(x) = Suma de las ji·ecuencias relativas de todos los valores que son menores 
o iguales que x. 

Esta función se denomina función de frecuencias acumuladas de la muestra o'.',. 
función de distribución de la muestra. En la figura 50 l se presenta un ejemplo, 

F(x) es unafimción escalonada (función constante por secciones) que tiene.sal
tos de magnitud /(x) precisamente en aquellos x en los cuales /(x) ;é O. Antes del 
primer salto, F(x) = O. El primer salto es en el menor valor muestra! y el último, en 
el mayor. A partir de ahí, F(x) = 1. 

La relación entre .f(x) y F(x) es 

(4) FCx) = ¿ fer) 
t~x 

en donde t ~ x significa que para un x es necesario sumar todos los f (1) para los que 
t es menor o igual que x. 

Representaciones gráficas de muestras 

En las figuras 502-505 se observan posibilidades para representar muestras por me
dio de gráficas. Tales figuras son autoexplicativas, aunque el siguiente comentario 
reviste interés práctico, 

En la figura 504 el área de cada rectángulo es igual a la frecuencia relativa co
rrespondiente. Por tanto, la ordenada debe etiquetarse como "ji·ecuencia relativa por 
intervalo unitario", Como en este caso las bases de los rectángulos son iguales, los 
valores sobre la orden,1:da son proporcionales a /(x) y es posible etiquetar la orde
ºª?ª en términos de /(x). Sin embargo, esto deja de ser cierto en caso de que los 
rectángulos tengan bases diferentes, 

La situación es semejante en la figura 505. 

• 1 1 \ J \ ! \ J . ) .) 1 
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02 r t 
o l ¡-- f(:x:) 
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X-

0.5 

o 1 1 1 
300 450 

:x;-;,,-

FiQura 501. Función de frecuencias f(x) y función de frecuencias acumt,!,]adas 
F(x) de la muestra de la tabla 24.2, (Los puntos indican los valores de F(x) 

en los saltos.) 

lb/pulg'-

F,igura 502. Diagrama de frecuencias 
de puntos de la muestra de la tabla 

24.2. 

Frecuencia 
absoluta 

Figura 503. Gráfica de barras de la 
muestra de la tabla 24.2. 
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Figura 504. Histograma de frecuen
cias en la tabla 24.2. 
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Figura 505. Polígono de frecuencias 
de la muestra de la tabla 24.2. 

Si una muestra consta de demasiados valores muestrales numéricamente diferen
tes, entonces sus representaciones tabular y gráfica son innecesariamente com
plicadas, aunque es posible simplificarlas mediante el proceso de agrupamiento. 

como sigue. 
Si se tiene una muestra, se elige un intervalo conveniente I que contiene a 

todos los valores muestrales y se subdivide en subintervalos, denominados inter
valos de clase, cuyos puntos medios se denominan puntos medios de clase o mar
cas de clase. El conjunto de valores muestrales en un intervalo de clase se denomi
na clase y su número, frecuencia absoluta de cll!§e corre~onc!iente._Jl.l dividir 
entre 11 se obtiene la frecuencia relativa de clase f (x), y f (x), con f (x) = O si ., 
x no es una marca de clase, se denomina función de frecuencias de la muestra 
agrupada. A partir de ésta, mediante una sumatoria se obtiene la función de dis
tribución F(x) de la muestra agrupada, 

(4*) F(x) :z: J(t). 
t~x 

Esta expresión se parece a (4), pero debe observarse bien que ahora fes la función 
de frecuencias de la muestra agrupada, de modo que F(x) puede t~ner saltos sólo 
en las marcas de clase, no en los valores muestrales proporcionados originalmente; 
intuitivamente, al agrupar se ha desplazado cada muestra a su marca de clase. 

En las tablas 24.3 y 24.4 se presenta un ejemplo típico del proceso de agrupa
miento. 

Reglas de agrupamiento. Mientras menos clases se elijan, más simple se vuel
ve la distribución de la muestra agrnpada, aunque se pierde más infonnación, ya que 
los valores muestrales originales dejan de aparecer explícitamente. El agrupamiento 
debe efectuarse de modo que se eliminen sólo los detalles no esenciales. Obedecien
d0o las siguientes reglas se evitan complicaciones innecesarias en el uso ulterior de 
una muestra agrupada. 
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Tabla 24.3. 
Resistencia de 50 lotes de algodón (lb requeridas para romper un buje). 

114 118 86 107 87 94 82 81 98 84 
120 126 98 89 114 83 94 106 96 111 
123 110 83 118 83 96 96 74 91 81 
102 107 103 80 109 71 96 91 86 129 
130 104 86 121 96 96 127 94 102 87 

Tabla 24.4. 
Tabla de frecuencias de la muestra de la tabla 24.3 (agrupadas). 

Intervalo Marca 
Frecuencia 

de clase í(x) 
~ 

de clase absoluta F(x) 
X 

65- 75 70 2 0.04 0.04 
75- 85 80 8 0.16 0.20 
85- 95 90 11 O 22 0.42 
95-105 100 12 0.24 0.66 

105-115 110 8 0.16 0.82 
115-125 120 5 O.JO 0.92 
125-135 130 4 0.08 LOO 

Suma 50 1.00 

l. Todos los intervalos de clase deben tener la misma longitud. 
2. Los intervalos de clase deben elegirse de modo que las marcas de clase corres

pondan~ números simples (números con pocos dígitos diferentes de cero). 
3. S1 un valor muestra! x

1 
coincide con el punto extremo común de dos intervalos 

de clase, entonces debe considerarse en el intervalo de clase que se extiende de x 
hacia la derecha. 

1 

Problemas de la sección 24.3 

En c~da caso, elaborar una tabla de frecuencias de la muestra dada y representar la muestra por 
un diagrama de frecuencias de puntos, una gráfica de barras y un histograma. · 
l. Resistencia [ohms] de resistores 

99 100 102 101 98 103 100 102 99 101 

100 100 99 101 100 102 99 101 98 100 

l. Numeras que aparecen al lanzar un dado. 

3 3 2 6 5 6 3 4 6 2 4 2 4 

3. Tiempo de disparo [s] de un relevador 

1.3 L2 1.4 1.5 1.3 1.3 1.4 l. 1 1.5 1.4 
1.6 1.3 1.5 l. l 1.4 1.2 1.3 1.5 1.4 1.4 

) ) ' ';91 'J ,::¡;\ J :, ' )¡ ) ) ) .,,, -'\ 
). ),. :·:-1, .) 1 )' 

- ,< ' -i ( 
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4. Contenido de carbono[%] del carbón 

86 87 86 81 77 85 87 86 85 87 

82 84 83 79 82 73 86 84 83 83 

s. Resistencia a la tensión [kg/mm2
] de planchas de acero 

43 44 45 46 44 43 41 41 44 44 43 44 42 45 43 

45 42 44 44 42 45 41 44 44 43 44 46 41 43 45 

6. Número de hojas de papel sobre y bajo el número deseado de 100 hojas por paquete en un 
proceso de empacado. 

2 O O O -1 O O 

7. Millas por galón de gasolina requerida por seis automóviles del mismo modelo 

15.0 15.5 14.5 15.0 15.5 15.0 

8. Peso de sacos llenos [g] en un proceso de llenado automático 

200 203 199 198 201 200 201 201 

9. Tiempo de espera [min, redondeados] de un conmutador para un tren en cierto transporte 
subterráneo (metro) 

3 5 3 3 4 O 2 2 

10. Graficar la función de frecuencias acumuladas de la muestra en el problema 3. 

11. Trazar el diagrama de barras, el histograma y el polígono de frecuencias de la muestra 
agrupada en la tabla 24.A 

12. Trazar el histograma de las siguiente muestra de vidas útiles [horas] de focos. 

Vida útil Frecuencia Vida útil 
Frecuencia 

Vida útil 
Frecuencia 

absoluta absoluta· absoluta 

950-1050 4 1350-1450 51 1750-1850 20 
1050-1150 9 1450-1550 58 1850-1950 9 
1150-1250 19 1550-1650 53 1950-2050 3 
1250-1350 36 1650-1750 37 2050-2150 1 

13. Agrupar la muestra de la tabla 24. I usando intervalos de clase con puntos medios 300, 
320, 340, · · . Elaborar la tabla de frecuencias correspondiente .. Trazar el histograma y 
compararlo con el de la figura 504 .. Graficar la función de frecuencias acumuladas. 

14. Agrupar la muestra que se obs,¡rva en la tabla 24 . .3, usando intervalos de clase con puntos 
medios 75, 85, 95, · · . Elaborar la tabla de frecuencias correspondiente. Trazar el 
histograma y compararlo con el del problema 1 1. 

15. La menor de 1500 mediciones fue 10.8 y la mayor, 1 1. 9 cm Sugerir intervalos de clase 
para agrupar estos datos 

:·d!. 

1 l ) \ 1 ::¡ 
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24.4 MEDIA Y VARIANCIA DE LA MUESTRA 

Para poblaciones se han definido números, denominados parámetros (la mediaµ y 
la variancia cr' por encima de todos; ver la sección 23.5) que caracterizan propieda
des importantes de la distribución. Para las muestras es posible hacer lo mismo como 
sigue. ' 

Media de la muestra. La media x de una muestra x,. x
2

, • • • , xn se define como 

(1) 
1 n 
- ¿ x. 
ni= 1 J 

Es la suma de todos los valores nmestrales, dividida entre el tamaño n de la muestra. 
Resulta evidente que mide el tamaño promedio de los valores muestrales. 

Variancia de la muestra .. La va,iancia s' de una muestra x,. x
2

, • • .. , xn se define 
como 

(2) 

,------------------:...·------·-·------------~ 
1 n 1 1 

s 2 = -- ¿ (x. - x) 2 = -- [(x - x) 2 + • • • + (x - x) 2]. i 
n-lj=l J n-1 1 n 1 

--- ----···------.,._I 

Es la suma de los cuadrados de las desviaciones de los valores muestrales con respec
to a la media x, dividida entren - 1. Mide la dispersión de los valores muestrales y 
es positiva, excepto por el caso raro en que todos los valores muestrales son iguales 
(y entonces son iguales a x ). La raíz cuadrada positiva de la variancia de la muestra 
s' se denomina desviación estándar de la muestra y se denota por s. 

Ejemplo 1. Media y varlancla de la muestra. 

Diez clavos elegidos al azar tienen las longitudes (pulg.J 

0.80 0.81 0.81 0.82 0.81 0.82 O.SO O. 82 0.81 0.81 

Encontrar la media y la variancia de esta muestra 

Solución. Por ( 1 ). se observa que la media de la muestra es 

x = To(0.80 + 0 .. 81 + 0.81 + 0.82 + 

Al aplicar (2'). entonces se obtiene la vaiiancia de la muestra 

+ 0 .. 81) = 0.811 [pulg). 

s 2 = 1¡"((0.800 - 0.811 )2 + · · · + (0.810 - 0.811 ¡2¡ = 0.000 054 (pulg'].. 

Este cálculo se vuelve más simple si se consideran juntos los valores muestra les iguales Así. 

x = ro<2 o .. so + 5 o.81 + 3 · o .. 82) = o .. 811 
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Entre paréntesis se tiene la suma de los tres valores muestra1es numéricame11te diferentes x 1 = 0.80,.i~~:~ .'. 
O. 81, x., = 0.82, cada uno multiplicado por su frecuencia absoluta .. De manera semejante, -, · 

s 2 = -rr[2(0.800 - 0.811) 2 + 5(0.BIO - 0.811) 2 + 3(0.820 - 0.811) 2] = 0.000 054. 1 

El ejemplo ilustra cómo es posible calcular x y s2 a partir de la distribución de 
frecuencias /(x) de la muestra. Si una muestra den valores contiene precisamente 
m valores muestrales numéricamente diferentes 

(en donde m ~ n), entonces las frecuencias relativas correspondientes son 

y las frecuencias absolutas correspondientes necesarias en el cálculo son 

Se observa que ahora ( 1) asume la forma 

(3) 

y que (2) asume la forma 

(4) s2 

1 m 
- ¿ xia(x), 
n i=l 

a(x) nJ(x), 

Observar que en ( 1) y (2) se suma sobre todos los valores muestrales, mientras que 
ahora se suma sobre los valores muestrales numéricamente diferentes. Las frecuen
cias absolutas a(x.) son números enteros, mientras que las frecuencias relativas f- (x.) 

J J 
pueden ser números mezclados, por ejemplo, si n = 23 o n = 84, etc. 

Aquí termina el análisis sobre obtención y manejo de muestras en preparación 
para las siguientes secciones, en las que se abordará la inferencia estadística de mues
tras a poblaciones mediante métodos estadísticos. 

Problemas de la sección 24.4 

l. Calcular la media y la variancia de la muestra del probl~ma 2, sección 24 . .3. usando ( 1 ), 
(2) o (3), (4). 

2. Calcular la media y la variancia de la muestra 3, 4, 1 O, 4, 4. Observar la gran contribución 
de I O a s2 y hacer un comentario. 

3. Trazar un histograma de la muestra 8, 2, 4, 1 O y adivinar ; y s mediante la inspección del 
histograma. Luego calcular .x, s2 y s. 

4. Calcular la media y la variancia de la muestra del problema 4, sección 24.3. 

5. A fin de ilustrar que s2 mide la dispersión, calcular s 2 para las dos muestras 109, 11 O, 1 1 1 
y 105, 11 O, 1 15 y comparar los resultados. 

6. Demostrar que x está entre los valores muestrales menor y mayor. 

(i':. 
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:¡. Demostrar que s 2 = O si y sólo si todos los valores muestrales son iguales. 

8. (Origen de trabajo) Si x; = x
1 

+ e, donde J = 1, · · · , 11 y c es cualquier constante·, 
demostrar que 

( x* = .!. i x/). 
/1 í= 1 

s2 s*2 C + x* 

en donde s·2 es la variancia de las x;. (En lo práctica, c se elige de modo que las x • sean 
pequeñas en valor absoluto. Geométricamente, ésto corresponde a un desplazamie~to del 
origen y se denomina método del odge11 de trabajo.) 

9. Aplicar el método del origen de trabajo a la muestra del ejemplo 1. 

10. (Codificación total) Si x
1 

= c
1
x

1
' + c2, donde}= 1, · · ·, 11 y c1 y c2 son constantes, 

demostrar que 

X s2 c/s*2 

donde .ic y s·2 significan lo mismo que en el problema 8. (Esto se denomina método de 
codificación total. Resulta evidente que es valioso en cálculos efectuados con calculado
ras de bolsillo, por ejemplo, para comprobaciones rápidas.) 

11. Usando el método del origen de trabajo, calcular la media de la muestra en el problema 1 
de la sección 24.3. 

12. Aplicar codificación total a la muestra del ejemplo 1. 

13. (Rango de una muestra) La diferencia entre los valores muestrales mayor y menor en 
una· muestra se denomina rango de la muestra. Encontrar el rango de la muestra en el 
ejemplo l. 

14. Una ventaja del rango es que puede calcularse más fácilmente que s'. ¿Puede pensar el 
lector en una desventaja? 

15. (Percentil, mediana) El p-ésimo percentil de una muestra es un número Qr tal que por lo 
menos p% de los valores muestrales son menores o iguales que Qr y también por lo menos 
( J 00 - p )% de tales valores son mayores o iguales que Qr" Si existe más de un número as[ 
(en cuyo caso hay un intervalo de ellos), entonces el p-ésimo percentil se define como el 
promedio de los números (punto medio de ese intervalo). En particular, Q,11 se denomina 

cuartil medio o mediana y se denota por x. Encontrar x para la muestra en la tabla 

24.2 (sección 24.3). 
16. Los percentiles Q,, y Q,, de una muestra se denominan cuartiles inferior y superior de 

la muestra, respectivamente, y Q,., - Q,.,, que es una medida de la dispersión, se denomina 
rango intercuartiL Encontrar Q,_,, Q,,, y Q,., - Q,., para la muestra de la tabla 24.2. 

17. Hacer lo mismo que en los problemas 15 y 16 para la muestra de la tabla 24.3. 
18. (Moda) Una moda de una muestra es un valor muestra! que ocurre con más frecuencia en 

la muestra. Encontrar la media, la mediana y la móda de la siguiente muestra .. Hacer un 
con1entario. 

19. 

20. 

Valor total en el mercado de las reservas propias($): 
Frecuencia absoluta(= número de propietarios): 

100 
100 

1000 
90 

100,000 
20 

Calcular la media y la variancia de la muestra no agrupada de la tabla 243 (sección 24.3) 
y de la muestra agrupada de la tabla 24.4, y comparar los resultados. 

Si se está agrupando una muestra, en general cambia su media. Demostrar que el cambio 
no puede exceder l/2, en donde l es la longitud de cada intervalo de clase. 

::l;'7Y(1':lc'¡;-:J¡",1 ,,:~Yt~J¡ '"v("''1iJr"1r-·,,, ·"0 1 "·~, ·'?J¡ '19/:"Y, ''%\''')¡J '7
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24.5 

ESTADÍ$TICA MATEMÁTICA. 

ESTIMACIÓN DE PARÁMETROS 

Al inicio de esta sección se analizarán las tareas prácticas más importantes en estadís
tica, así ccmc les métodos estadísticos correspondientes .. El primero de ellos es la 
estimación puntual de parámetros, es decir, cantidades que aparecen en una distri
bución, como p en la distribución binomial y µ y a en la distribución normal. 

Una estimación puntual de un parámetro es un número (punto en la recta real), 
que se calcula a partir de una muestra dada y sirve como una aproximación del valor 
exacto desconocido del parámetro. Una estimación de intervalo es un intervalo ("in
tervalo de confianza") que se obtiene de una muestra; tales estimaciones serán consi
deradas en la siguiente sección. La estimación de parámetros reviste gran importan
cia práctica en muchas aplicaciones. 

Como una aproximación de la mediaµ de una población es posible considerar la 
media x de una muestra correspondiente. Así se obtiene la estimación µ = x paraµ, 
es decir, 

(1) 
~ - 1 
J1, = X = - (x

1 
+ • • • + X ) n n 

en donde n es el tamaño de la muestra. De manera semejante, una estimación cr2 

para la variancia de una población es la variancia s' de una muestra correspondiente, 
es decir, 

(2) s2 
n 

~ (xi - x) 2
• 

n - 1 j=l 

Resulta evidente que ( 1) y (2) son estimaciones de parámetros para distribuciones en 
las queµ o a' aparecen explícitamente como parán1etros, como en las distribuciones 
normal y de Poisson. Para la distribución binomial, p = µIn [ver (3) en la sección 
23 .6]. Por (1 ), para p se obtiene entonces la estimación 

(3) p 
n 

Se menciona que (1) es un caso especial del denominado método de momentos. En 
este método los parámetros a estimar se expresan en términos de los momentos de la 
distribución (ver la sección 23.5). En las fórmulas resultantes, tales momentos se 
sustituyen por los momentos correspondientes de la muestra. Así se obtienen las 
estimaciones. Aquí, el k-ésimo momento de una muestra x

1
, • • • , xn es 

1 n 
- ~ x.k. 
n i=l J 

Método de máxima probabilidad 

Otro método para obtener estimaciones es el método de máxima probabilidad de R. 
A. Fisher [Messenger Math. 41 ( 1912), 155-160). A fin de explicarlo, se considerará 

. / ) ) ) 1 í l 1 
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una variable aleatoria discreta ( o continua) X cuya función de probabilidad ( o densi
dad)/{x) depende de un solo parámetro y se considerará una muestra correspondien
te den valores independientes xi' · · · , xn. Entonces, para el caso discreto la probabi
lidad de que una muestra de ta.."'11a..."1c r: conste precisamente de tales n valores es 

(4) 

Para el caso continu.o, la probabilidad de que la muestra conste de valores en los 
intervalos pequeños x

1
;:;; x;:;; x

1 
+;:;; x (i = 1, 2, · · · , n) es 

(5) 

Comofi:X,) depende de e, la función I depende dexl' · · ·, xn y e. Se supone que xi' .. . ,xn 
están dados y son fijos. Entonces l es una función de e, denominada función de 
pr'Jbabilidad. La idea fundamental del método de máxima probabilidad es muy sen
cilla, como se muestra enseguida. Se elige esa aproximación para el valor desconoci
do de 9 para el que les lo más grande posible. Si les una función diferenciable de e, 
entonces una condición necesaria para que l tenga un máximo (no en la frontera) es 

(6) ª' = o. ae 

(Se escribe una derivada parcial porque I depende también de xi' ... , xn.) Una 
solución de (6) dependiente de x

1
, ••• , xn se denomina estimación de máxima pro

babilidad para e. Es posible sustituir (6) por 

(7) a In I = 
0 ae ' 

debido a que/{x) > O, un máximo de I es positivo en general, y In I es una función 
monótona creciente de l. Esto a menud_o simplifica los cálculos. 

Varios parámetros. Si la distribución de X implicar parán1etros e 1, • • • , e,, entonces 
en vez de (6) se tienen las r condiciones cJ//cJ9

1 
= O, · · ·, /lcJr = O, y en vez de (7) se 

tiene 

(8) O, o. 

Ejemplo 1. Distribución normal. 

Encontrar estimaciones de máxima probabilidad paraºµ y cr en el caso de la distribución normal. 

Solución. Por ( 1 ), sección 23. 7, y (4) se obtiene 

I = (_!_) n (.!.) n e- h en (jonde 
V2rr u 

1 n 2 
/¡ = -2 ¿ (X¡ - µ.) , 

2CT i= I 
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Al tomar logaritmos se obtiene 

In I = - n In "\/2,; - n In u - h. 

La primera ecuaclón en (8) es il In //ilµ = O, que se escribe como 

a In I . 

iJµ 

ah I n 
- - = z L <•, - µl = o, 

aµ u i-1 
por tanto, 

La solución es la estimación deseada µ para µ; sc; encuentra 

- 1 ~ -
µ. = - """' xi= x. 

n i=l 

La segunda ecuación en (8) .es il In 1/ilµ = O, que se escribe como 

n 
¿ x¡ - nµ = O. 
i=l 

a In I n ah n I n 
-- = - - - - = - - + a L <x; - µ¡2 = o. ªª u au u u i=l 

Al sustituir por µ y µ despejar o' se obtiene la estimación 

1 n 
¡:;:2 = _ ¿ (X¡ _ x)2 

n i=l 

que se usará en la sección 241 O. Observar que ésto difiere de (2). No es posible analizar criterios 
respecto a la bondad de las estimaciones, aunque si se menciona que para n pequeño es preferible la 
fórmula (2). 1 

Problemas de la sección 24.5 

: 

l. Encontrar la estimación de máxima probabilidad para el parámetro de una distribución 
norma] con vari8.ncia conocida cr2 = a/. 

2. Aplicar el método de máxima probabilidad a la distribución nomial con µ = O. 
3. (Distribución binomial) Deducir una estimación de máxima probabilidad para p. 

4. Extender el problema 3 como sigue: Suponer que II ensayos se efectúan m veces y que en 
los primeros II ensayos A aparece k, veces, en los segundos II ensayos A aparece k, veces, 
···,en los m-ésimos II ensayos A aparece k,,, veces. Encontrar una estimación de máxima 
probabilidad de p con base en esta infonnación. 

5. Suponer que en el problema 4 se efectuaron 4 ensayos tres veces y A ocurrió 2, 3, 2 veces,. 
respectivamente. Calcular p. 

6. Considerar X= Número de ensayos independientes hasta que ocurre 1111 evento A. De
mostrar que X tiene la función de probabilidad j{x) = pq•-1, x = 1, 2, · · · , donde p es la 
probabilidad de A en un simple ensayo y q = 1 - p. Encontrar la estimación de máxima 
probabilidad de p correspondiente a un simple valor observado x de X. 

7. En el problema 6, encontrar la estimación de máxima probabilidad dep que resulta de una 
muestra xP · · · , x,,. 

8. Al lanzar un dado, suponer que el primer seis se obtiene en el séptimo ensayo, y que al 
lanzarlo de nuevo el primer seis se obtiene en el sexto ensayo. Calcular la probabilidadp 
de obtener un seis al lanzar una vez ese dado. 

9. (Distribución de Poisson) Aplicar el método de máxima probabilidad a la distribución 
de Poisson. 

) ), ) ) 1 ) : j¡ i 1 / 1 ) ': !, J.: ) .i,: ) ) ' ) )( Ji: ),' J(~)í r:;yf ·• 
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10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

(Distribución uniforme) Demostrar que en el caso de los parámetros a y b de la distribu
ción unifonne (ver la sección 23.5), la estimación de máxima probabilidad no puede 
obtenerse al igualar a cero la primera derivada. ¿Cómo es posible obtener estimaciones de 
máxima probabilidad en este caso? 
Encontrar la estimación de máxima probabilidad de(} en la densidadj{x) = (}e"' si x;;; O y 

j{x) = O si x < O. 

En el problema 11, encontrar la media µ, sustituirla en j{x), encontrar la estimación de 
máxima probabilidad de ¡1, y demostrar que es idéntica a la esti1?1ación de que puede 
obtenerse.ª partir de eso para(} en el problema 1 1. 
Calcular e en el problema 11 a partir de la muestra 1 .9, 0.4, 0.7, 0.6, 1.4. En los mismos 
ejes graficar la función de distribuci?n de la muestra' F(x) y la función de distribución 
F(x) de la variable aleatoria, con fJ = (}. ¿Coinciden razonablemente? (En la sección 24.1 O 
se considerará la bondad de ajuste de manera sistemática.) 
Hacer la misma tarea que en el problema 13 si la muestra dada es 0.4, O .. 7, 0.2, 1. 1, O. l. 

15. Usando la tabla A9 del apéndice 5 y el método explicado en el problema 6 de la secéión 
24.2, obtener una muestra de tamaño 20 a partir de la distribución. con densidad j{x) = 
O.Se-0

·'' si x > O,flx) = O si x < O, y comparar las funciones de distribución de la muestra 
y de la población (corno en el problema 13). 

24. 6 INTERVALOS DE CONFIANZA 

)1 )¡ ), 

La última sección se dedicó a las estimaciones puntuales de parámetros, y a continua
ción se analizarán las estimaciones por intervalos, empezando con una motivación 
general. 

Siempre que se usan fórmulas matemáticas de aproximación, es necesario tratar 
de determinar cuánto puede desviarse cuando mucho el valor aproximado del valor 
verdadero desconocido. Por ejemplo, en el caso de los métodos de inti:gración numé
rica existen "fórmulas de error" a partir de las cuales es posible calcular el máximo 
error posible (es decir, la diferencia entre el valor verdadero y el valor aproximado). 
Suponer que en cierto caso se obtienen 2.47 como va~or aproximado de una integral 
dada y± 0.02 como la máxima desviación posible respecto al valor exacto descono
cido. Entonces se tiene la certeza de que los valores 2.47 - 0.02 = 2.45 y 2.47 + 0.02 
= 2.49 "incluyen" el valor exacto desconocido; es decir, 2.45 es menor o igual que 
dicho valor y 2.49 es mayor que o igual que dicho valor. 

Al estimar un parámetro e, el problema correspondiente debe ser la determina
ción de dos cantidades numéricas que dependen de los valores muestrales e incluyen 
con certeza el valor desconocido del parámetro. Sin embargo, ya se sabe que a partir 
de una muestra no es posible obtener conclusiones 100% verídicas sobre una pobla
ción correspondiente. Así, es necesario tener más modestia y modificar la tarea como 
sigue. 

Elegir una probabilidad y próxima a 1 (por ejemplo, y= 95%, 99% u otra seme
jante). Luego, detenninar dos cantidades 8

1 
y 8

2 
tales que la probabilidad de que 8 1 

y e, incluyan el valor exacto desconocido del parámetro e sea igual a y. 
· -Aquí la idea es sustituir el requisito imposible "con certeza" por el alcanzable de 
"con una probabilidad preasignada próxima al". 

Los valores numéricos de estas dos cantidades deben calcularse a partir de una 
muestra dadax

1
, • • • , xn. Para lograr lo anterior, los n valores muestrales se consideran 

como valores observados de n variables aleatorias X 1, • • • , x;, ( con la misma distribu-
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ción). Esta es la idea crucial. Entonces e, y e, son funciones de estas variables aleatorias 
y, por consiguiente, también son variables aleatorias. Por tanto, el requisito puede 
escribirse como 

Si se conocen tales funciones e I y 8 2 y se cuenta con una muestra, entonces a partir 
de lo anterior es posible calcular un valor e, de e, y un valor e, de 8 2• El intervalo 
con puntos extremos e, y e, se denomina intervalo de confianza I o estimaciones del 
intervalo del parámetro desconocido e, y se denota por 

1 CONF {O¡ ;2á º ;2á Oz}. · 1 

Los valores e,· y e, se denominan límites de confianza inferior y supJrior para e, 
respectivamente. El númeró y'se denomina nivel de confianza. Se acostumbra elegir 
= 95%, 99% y algunas veces; 99.9% 

· Resulta evidente que si se desea obtener una muestra y determinar un intervalo 
de confianza correspondiente, entonces y es la probabilidad de obtener un intervalo que 
incluya el valor exacto desconocido del parámetro. 

Por ejemplo, si se elige y= 95%, entonces es posible esperar que aproximada-·· 
mente el 95% cie las muestras que puedan obtenerse produzcan intervalos de confian
za que contengan el valor e, mientras que el 5% restante no lo incluya. Por tanto, la 
proposición "el intervalo de confianza incluye a 0" será correcta en aproximadamen
te 19 de 20 casos, mientras que en el caso restante será falsa. 

Al elegir y= 99% en vez de 95% es de esperar que la proposición sea correcta 
inclusive en aproximadamente 99 de 100 casos. Sin embargo, más tarde se verá que 
los intervalos correspondientes a = 99% son más grandes que los correspondientes a 
= 95%. Esta es la desventaja de incrementar y. 

Elección de y. ¿Qué elegir en un caso concreto? Esta no es una cuestión matemática, 
sino que debe contestarse desde el punto de vista de la aplicación al considerar el 
riesgo que debe afrontarse al tomar una de.cisión falsa: ¿se trata del "problema" de 
mojarse o tomar un paraguas, o se trata de una cuestión de vida o muerte? 

Resulta evidente que la incertidumbre implicada en este método y en los méto
dos que se analizarán proviene del proceso de muestreo, de modo que el experto en 
estadística debe estar preparado para asumir su responsabilidad en la comisión de 
equivocaciones. Sin embargo, esta persona no se encuentra en peores condiciones 
que un juez o un banquero, quienes están sujetos a las leyes del azar. Por el contrario, 
el experto en estadística posee la ventaja de que puede medir sus posibilidades de 
cometer una equivocación. 

1 La teoría y terminología modernas de los intervalos de confianza fueron desairo liadas por J. Neyman 
[Anna/s ofMathematica/ Statistics 6 (1935), 111-116]. Ver también la nota de pie de página en la 
siguiente sección, 
En matemáticas, e, :. e1 significa que está entre e, y e1 y, a !in de evitar malentendidos, parece 
razonable caracterizar un intervalo de confianza por medio de un símbolo especial, como CONF. 

) 1 ) ) 1 ! i ) j ) 1 

@. © Q::!J ® CJ1 C> e G1 0:J @ @ G @) E:} @ @ @ O O()COOC 

INTERVALOS DE CONFIANZA 727 

Distribución normal: Intervalos de confianza para µ y cr2 

A continuación se considerarán métodos para obtener intervalos de confianza para la 
media (tablas 24..5, 24.6) y la variancia (tabla 24. 7) de !a distribución normal. La 
teoría correspondiente se explicará en la última parte de esta sección. 

Ejemplo 1. Intervalo de confianza paraµ de la distribución normal con cr2 conocida. 

Determine un intervalo de confianza de 95º/o para la media de una distribución nonnal con variancia cr:? 
= 9, usando una muestra den= J 00 valores con media x = 5. 

Solución. Primer pas,o. Se requiere y= 0.95. 
Seg1111do paso. La e correspondiente es igual a 1 .. 960; ver la labia 24.5. 
Terc:er paso. Se cuenta con x = 5, 
Cuarto paso. Se requiere k = 1 ;960 3/ 100 = 0,588 Por tanto, x - k = 4.412, x + k = 5,588 y el 
intervalo de confianza es 

CONF {4.412;:;; JL;:;; 5.588). 

Algunas veces lo anterior se escribe como ~.t := 5 ± Q,588, aunque en este libro no se usará esta notación, 
que puede prestarse n interpretaciones erróneas, 1 

Tabla 24.5. 
Determinación de un intervalo de confianza para la media µ 
de una distribución normal con variancia conocida cr2 

Pdmer paso. Elegir un nivel de confianza (95%, 99% u otro semejante). 

Segundo paso. Determinar el e correspondiente: 

y 0.95 0.99 0.999 

e 1 .960 2.576 3.291 

Tercer paso. Calcular la media .:i' de la muestra x,, .. , x,,. 

Cuarto paso. Calcular k = cr / .,f;;, El intervalo de confianza para µ es 

(1) CON F {x - k ;2á /.L ;'ei x + k}. 

Ejemplo 2. Tamaño de muestra necesario para un intervalo de confianza de longitud 
prescrita. 

¿Qué tan grande debe ser nen el último ~jemplo si se desea obtener un intervalo de confianza del 95% de 
longitud l..= 0.4 o 

Solució11. El intervalo ( 1) tiene la longitud L. = 2k = 2ccr I ,{,,. Al despejar n se obtiene 

n = (2crr/L.) 2 • 

En este caso la respuesta es n = (2 1 960 3/0.4)' = 870. 
En la figura 506 se muestra cómo decrece L cuando aumenta n y que para Y= 99% el intervalo de 

confianza es suslancialme:ite más grande que para y= 95% (y el tamaño de la muestran). 1 
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Figura 506. Longitud del intervalo de confianza (1 )(me
d_ido en múltiplos de cr) como función del tamaño n de la 

muestra para y= 95% y y= 99%. 

Intervalo de confianza para la media si se desconoce la variancia. Hasta el mo
mento se ha supuesto que se conocen las variancias. Si esto ya no es cierto, como en 
casi todas las aplicaciones, toda la teoría cambia, aunque los aspectos técnicos siguen 
siendo bastante semejantes. Así, usando menos información (se desconoce cr1), es 
necesario esperar intervalos algo más grandes (lo que es cierto). Podrfa esperarse que 
la variancia de la muestra sea de utilidad (lo que también .:s cierto). En la tabla 24.6 
se presentan los pasos .. Este k difiere del k en la tabla 24.5 y e depende ~ora den y es 
necesario determinarlo a partir de la tabla Al O del apéndice 5. Esa tabla contiene 
valores z correspondientes a valores dados de la función de distribución 

Jz ( u2)-(m+l)/2 
F(z) = Km -oo I + m du 

de la denominada distribución t de Student.2 Aquí, m (= I, 2, ···)es un parámetro 
denominado número de grados de libertad de la distribucipn. La const;¡.nte K., es tal 
que F( oo) = 1. Por integración resulta que K., = r(t m + t )/tJ;;";r(t m )J en donde r 
es la función gama (ver (24) en el apéndice 3). 

Tabla 24.6. 
Determinación de un intervalo de confianza para la media' 
de una distribución normal con variancia desconocida cr2 

Primer paso. Elegir un nivel de confianza y (95%, 99% u otro semejante). 

Segundo paso. Determinar la solución e de la ecuación 

(2) F(c) !O + -y) 

Seudónimo de WILLIAM SEALY dOSSET ( 1876-1937), matemático inglés, quien descubrió la dis
tribución ten 1907-1908. 

INTERVALOS DE CONFIANZA 

a partir de la tabla de la distribución t con n - 1 grados de libertad (Tabla AJO 
del apéndice 5; n = tamaño de la muestra). 

Tercer paso. Calcular la media x y la variancia s 2de la muestra x 1, • • • , x,,. 

Cuarto paso. Calcular k = se f J;,. El intervalo de confianza es 

(3) CONF {x - k ;a 11. ;:;;, x + k}. 

Ejemplo 3. Intervalos de confianza µ para de la distribución normal con cr• 
desconocida. 
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Usar la muestra de la tabla 24.2, sección 24.3, para determinar un intervalo de confianza del 99% para la 
media µ de la población correspondiente, suponiendo que la población es normal. (Esta suposición se 
justificará en la sección 24.10.) 

Solució11. Primer paso. Se requiere y= 0.99. 
Segu11do paso. Como n = 100, se obtiene e= 2.63. 

Tercer paso. Los cálculos dan x = 364.70 y s = Jno.1 = 26.83. 

Cuarto paso. Se encuentra k = 26.83 · 2.63/ I O = 7 .06. Por tanto, el intervalo de confianza es 

CONF {357.64;;. µ.;;. 371.76). 

Por comparación, si se conociera y su valor fuese igual a 26.83, entonces la tabla 24.5 proporciona ria el 
valor k = 2.576 · 26.83MQ = 6.91, Y CONF {357.79 ~ µ ~ 371 61 ). Esto difiere, aunque poco, del 
resultado precedente porque II es grande. Para II más pequeño la diferencia seria considerable, como se 
ilustra en la figura 507 .. 

Intervalo de confianza para la variancia de la distribución normal. Ésta es la 
tercera tarea. En la tabla 24.7 se presentan los pasos, que son semejantes a los de las 
tablas 24.5 y 24.6, aunque ahora es necesario determinar dos números e, y c2 • Ambos 
se obtienen de la tabla A 11 del apéndice 5, que contiene valores z correspondientes a 
los valores dados de la función de distribución F(x) = O si z < O y 

t 
L'/L 

1.5 
.,,,-r=99% 

~ 
10 20 

n-

Figura 507. Razón de las longitudes L' y L de los interva
los de confianza (3) y (1) con y= 95% y y= 99% como 

función del tamaño de muestra n para s y cr iguales. 
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z 

F(z) = Cm J e-u12ucm- 2 l12 du si z ~ O. 
o 

Ésta es la füi1Ción de distribuciófl de la deno1ninada distribuciún x.,1 (distribució~.Ji : 
cuadrada); aquí, m (= 1, 2, · · - ) es unfparámetro ~enominado número de grados de .. 
libertad de la distribución, y cm =1/[2(mli¡r(tm)J : 

Ejemplo 4. Intervalo de confianza para la variancia de la distribución normal. 

Usar la muestra de la tabla 24.2, sección 24.3 para detenninarun intervalo de confianza del 95% para la 
variancia de la población correspondiente 
Solución. Primer paso. Se requiere y= 0.95. 
s;g1111do paso. Paran - 1 = 99, por interpolación lineal se encuentran c 1 = 73 . .3 y e,= 128. 
Tercer paso. A partir de la tabla 24.2 se calcula 99s2 = 71 291 
Cuarto paso. El intervalo ·de confianza es 

CONF {556 ;a;: cr2 ;a;: 973}. 1 

Otras distribuciones. Los intervalos de cbnfianza para la inedia y ]¡{ variancia de 
otras distribuciones pueden obtenerse aplicando los métodos previos y muestras su
jicie11teme11te grandes. En tértninos prácticos, si la muestra indica que el sesgo de la 
distribución desconocida es pequeño, entonces deben considerarse muestras de ta
maño n = 20 por lo menos a fin de obtener intervalos de confianza paraµ y muestras 
de tamaño n = 50 por lo menos a fin de obtener intervalos de confianza para cr'. La 
razón de este método se explicará al final de esta sección. 

Tabla 24.7. 
Determinación de un intervalo de confianza para la variancia cr2 

de una distribución normal, cuya media no requiere ser conocida 

Primer paso. Elegir un nivel de confianza y(95%, 99% u otro semejante). 

Segundo paso. Determinar las soluciones c 1 y e, de las ecuaciones 

(4) 

a partir de la tabla de la distribución ji cuadrada con n - 1 grados de libertad 
(Tabla Al I del apéndice 5; n = tamaño de la muestra). 

Tercer paso. Calcular (n - 1 )s', en dondes' es la variancia de la muestrax,. - " - , x,, 

Cuarto paso. Calcular k
1 
= (n - l )s'/c

1 
y k, = (n - 1 )s'/c

2
_ El intervalo de con

fianza es 

(5) 

Fundamento teórico para la tabla 24.5 

A continuación se analizará la teoría que justifica los métodos para obtener intervalos 
de confianza, usando la siguiente idea sencilla pero muy importante. 

.1 

(,; 
) ! ) 1 

( e ( ( 
-- ( ( / ( ( ( ( 1 ( t ( (_ ( ( ( e ·: 
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Hasta el momento, los valores x,. · · · , x" de una muestra se han considerado 
como n valores observados de una variable aleatoria simple X Tales n valores tam" 
bién pueden considerarse como observaciones simples de n variables aleatorias 
.X1, - • • , X" que tienen ia misma distribución (ia distribuczón de X) y sdn independien
tes, porque se supone que los valores müestrales son btdépendientes. 

Para deducir (l) en la tabla 24.5 se requiere el 

Teorema 1 (Suma de variables aleatorias normales Independientes) 

S11poner que X,. - " · , X" son variables aleatorias normales independientes con me
dias µ,. · · · , µ" y variancias µ/, , - " , µ/, respectivamente, Entonces la variable 
aleatoria 

X 

es normal con media 

yvariam:ia 

Las proposiciones sobre µ y a se concluyen de manera inmediata de los teore
mas l y 3 en la sección 23.8" La demostración de que X es normal puede encontrarse 
en la obra citada en el apéndice 1 como referencia [G3]. 

Cón base en este teorema, en el teorema J de la sección 23. 7 y en el teorema 2(b) 
de la sección 23.5, se obtiene el siguiente teorema sobre la distribución de la suma de 
variables aleatorias nom1ales independientes distribuidas idénticamente. 

Teorema 2. Si X,, . · , , x. son variables aleatorias normales Independientes, cada una con 
mediaµ y variancia cr '· entoni::es la variable aleatoria 

(6) 1 X = ;¡ (X1 + · · · + Xn) 1 

es normal con media µ y variancia a"ln, y la variable aleatoria 

(7) 

es normal con media O y variancia 1. 

_,X-µ, 
vn--

<T 

Deducción de (1). A partir de la motivación general presentada al inicio de esta 
sección, se recuerda que el objetivo es encontrar dos variable aleatorias 8 1 y 8, 
tales que 

) 

( e, 
' 

('. 
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· l ,;1 

(8) 

en donde yes elegido, y la muestra proporciona valores observados e, de e, y 02 de 0 2. 

que conducen luego a un intervalo de confianza CONF { e 1 :a µ :a OJ. En este caso, 1, . 
anterior puede lograrse como sigue. Se elige un número y entre O y 1 y a partir de la 
tabla AS, apéndice 5, se determina e de modo queP(-c :,;Z.:,.c)=y. (Si y= 0.90, etc., loiF 
valores de e se obtienen en la tabla 24.5.) La desigualdad-e :a Z :a e con Z dado por (7) es , 

- e ;;§ Vn (X - µ..)/u ;;§ e 

y es posible transformarla en una desigualdad para ¡L De hecho, al multiplicar por ·: 
cr /.¡;;se obtiene -k ;;a ·X - µ ;;;a k, en donde k = ccr / .Jñ. Al multiplicar por -1 y ; 
sumar X se obtiene 

(9) x + k ~ µ.. ~ x - k. 

Así, P(- e :a Z;;;. e) = y es equivalente a P( X - k s., µ s., X + k) = y. Esta expresión es j 
de la forma (8) con e, = X - k y 8

2 
= X + k. Con las suposicione~stableci~s, lo: 

anterior significa que con probabilidad y las variables aleatorias X - k y X + k/ 
asumirán valores que incluyen la media desconocida µ. Al considerar los valores) 
muestrales x · · · x de la tabla 24 .5 como valores observados den variables aleatorias,.;. 

I' ',1 - .. 
normales independientes X,, · · · , X,,, se observa que la media X de la muestra es un ':'-i 
valor observado de (6), y al insertar este valor en (9) se obtiene(!). 

Fundamento teórico para la tabla 24.6 

Para deducir (3) en la tabla 24.6 se requiere el 

Teorema 3. Sean X,, . .. , x. variables aleatorias normales Independientes con la misma 
media y la misma variancia ci'. Entonces la variable aleatoria 

(10) 

liene una distribución t con n - 1 grados de libertad; aquí X está dada por (6) Y 

(11) 1 s' ~ ;;-1:---¡ j,, <X; - X¡'. ¡ 
La demostración de este teorema se encuentra en la obra citada en el apéndice l como 
réferencia [G3]. 

D_educción de (3). Es semejante a la deducción de (1 ). Se elige un número entre O Y 
1 y a partir de la tabla AJO, apéndice 5, se determina un número e con n - l grados de 

libertad de modo que 

'),·): ·1.· ). '] ! ), , ,, i ) - 1 ) . ) 
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(12) P( - e ;;§ T ;;§ e) = F(c) - F( - e) = y. 

Como la distribución tes simétrica, se tiene F(- e)= l - F(c), y (12) asume la forma 
(2). Al transformar- e ;;a T;;. e en (12) como antes se obtiene 

(13) X-K;;§µ..;;§X+K en donde K = ~S/Vn, 

y ( 12) se vuelve P( X - K ;;a µ ;;a X + K) = y Al insertar los valores observados x de 
X y s 2 de S2 en (13) se obtiene (3). 

Fundamento teórico para la tabla 24.7 

Para deducir (5) en la tabla 24.7 se requiere el 

Teorema 4. Con las hipótesis del teorema 3, la variable aleatoria 

(14) 

con S2 dada por ( 11) tiene una distribuciónji cuadrada con n - 1 grados de libertad. 
La demostración puede consultarse en la obra citada en el apéndice 1 como refe-

rencia [G3], · 

Deducción de (5). Es semejante a la deducción de ( 1) y (3). Se elige un número y entre 
O y l y se determinan e 

I 
y c

2 
a partir de la tabla A 11, apéndice 5, de modo que [ ver ( 4)] 

P(Y ;;§ c 1) = F(c1) = f(l - y), 

Al restar se obtiene 

Al transformar c
1 
~ Y~ c

2 
con Y dado por (14) en una desigualdad para cr', se obtiene 

n - 1 n - I --- s2 ;;§ u2 ;;§ --- sz. 
Cz c 1 

Al insertar el valor observado s2 de S2 se obtiene (5). 

Intervalos de confianza para otras distribuciones 

En el caso de otras distribuciones también es posible obtener intervalos de confianza 
aplicando los métodos de las tablas 24.5 y 24.7, aunque é!n este caso es necesario usar 
muestras grandes. Lo anterior se concluye a partir del siguiente teorema fundamental. 

1 
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Teorema 5 (Teorema del límite central) 
:r 

Sean X,, · · · , X,~ · · · variables aleatorias independientes que tienen la misma.función ·. 
de distribución y por consiguiente la misma mediaµ y la misma variancia c,2. Sea y 
= -~ + º + )(,,. Entonces lu variable aleaíori_a n 

(15) 1 z = yn - nµ, 
"· aVn 

es asilltóticamente normal con media O y variancia l; es decir, la.función de distri
bución F.(x) de z. satisface 

Una demostración puede consultarse en la obra cit_ada en el apéndice 1 como 
referencia [G3). 

Se sabe que si X" · · · , x. son variables aleatorias independientes con la misma 
media µ y la misma variancia cr2, entonces su sµma X= X + · · · + X tiene las 
siguientes propiedades. 1 

· " 

(A) X tiene media 11µ y variancia nd'- (por los teoremas 1 y 3 en la sección 23.8) 
(B) Si tales variables son normales, entonces X es normal (por el teorema 1 ). 

Si tales variab!es no son normales, entonces (B) no se cumple, pérn si n es gran-
de, entonces X es aproximadamente normal (ver el teorema 5) y esto justifica la apli
cación de los métodos para la distribución normal a otras distribuciones, aunque en 
tal caso es necesario usar muestras grandes. 

Problemas de la sección 24.6 

l. ¿Por qué en la mayor parte de los casos las estimaciones de intervalos son más útiles que 
las estimaciones puntuales? 

2. Encontrar un intervalo de confianza del 95% para la mediaµ de una población nonnal 
con desviación estándar 5.00, usando la muestra 32, 24, 20, 38, 30. 

3. Detenninar un intervalo de confianza del 99% para la mediaµ de una población nonnal 
c-on desviación estándar 2.2, usando la muestra 28, 24, 31, 27, 22. 

4. betenninar un intervalo de confianza del 95% para la mediaµ de una población nonnal 
con variancia cr' = 9, usando una muestra de tamaño l 00 con media 3 8.25. 

5. ¿Qué sucede a la longitud del intervalo en el problema 4 si el tamaño de la muestra se 
reduce a 25? 

6. Obtener un intervalo de confianza del 99% para la media de una población normal con 
variancia cr' = 0.36 a partir de la figura 506, usando una muestra de tamaño 290 con media 
16.30. (Este problema simplemente debe ayudar a comprender el significado de la figura.) 

7 · ¿Qué tamaño de muestra es necesario a fin de obtener un intervalo de confianza del 95% 
( 1) de longitud (a) 2cr, (b) cr? . . . , 

• Suponiendo que las poblaciones de las cuales se han tomado las siguientes muestras son 
normales, detenninar un intervalo de confianza del 99% para la mediaµ de la población. 

I , ) ) I 1 / ) ' ·l 
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8. 325,320,325,335. 
9. Una mues_tra de las longitudes de 20 tornillos, eón media 10 .. 20 cm y variancia 0.04 cm2 • 

10. El punto de inflamación (ºF) del aceite Diesel (2-D) 124, 127, 126, 122, 124. 

11. Encentrar un !ntervalo de c0nfianza del 95°/n para el porcentaje de automóviles en cierta 
carretera que tienen mal ajustados los frenos, usando una muestra aleatoria de 500 auto.
móviles detenidos en un retén situado en la carretera; de los cuales 87 tienen mal ajusta
dos los frenos. 

12. Encontrar un intervalo de confianza del 99% para el parámetro p de la distribución binomial, 
usando el resultado de Pearson en el último renglón de la tabla 2.3.. 1 de la sección 23.2. 

Suponiendo que las poblaciones de las cuales se han tomad.o l,¡s siguientes muestras 
son nonnales, detenninar un intervalo de confianza del 95% para la variancia cr' de la 
población. 

13. Una muestra de tamaño 30 con variancia 0.00,07. 

14. El esfuerzo máximo a la tensión (klb/pulg2) de acero de aleación acero (Maraging H) a 
temperatura ambiente: 251, 255, 258,253,253, 252,250,252, 255, 256. 

15. La energía media (keY) de un grupo retardado de neutrones (Grupo 3, vida media 6 . .2 s), 
para la fisión del uranio"': 435,451,430,444, 4.38. 

16. La emisión de monóxido de carbono (gramos por milla) de cierto tipo de automóvil para 
pasajeros (con velocidad de crucero de 55 mph): l 73, 17.8, 18.0, 17. 7, 18.2, 17 .. 4, 1 7.6, 18. l. 

17. Si X es. nonnal con media 27 y variancia 16, ¿qué distribuciones tienen -X, 3Xy 5X - 2? 

18. Si X, y .X2 son variables aleatorias nonnales independientes con medias 23 y 4 y variancias 
3 y 1, respectivamente, ¿qué distribución tiene 4X1 -X2? 

19. Una máquina llena cajas que pesan Y lb con X lb de sal, en donde_Xy Y son nonnales con 
medias 1 00 lb y 5 lb y desviaciones estándar I lb y 0.5 lb, respectivamente. ¿Qué porce_n
taje de cajas llenas que pesen entre 104 lb y 106 lb es de esperarse? 

20. Si el peso X de sacos de cemento está nonnalmente distribuido con una media de 40 kg y 
una desviación estándar de 2 kg, ¿cuántos sacos puede transportar un camión de modo 
que la probabilidad de que la carga total exceda 2000 kg sea de 5%? 

24. 7 PRUEBA DE HIPÓTESIS. DECISIONES 

El concepto de intervalos de confianza recientemente analizado y aplicado es carac
terístico de la estadística moderna, y el otro concepto igua1mente impm1ante (e inclu
sive más) es el de la prueba de hipótesis. Aquí, una hipótesis estadística es una supo
sición sobre la distribución de una variable aleatoria, por ejemplo, que una cierta 
distribución tenga una media de 20.3, etc .. Una prueba estadística de una hipótesis es 
un procedimiento en el que la muestra se usa para determinar si es posible "no recha
zar" ("aceptar") la hipótesis, es decir, actuar como si fuese verdadera, o bien, "re
chazarla", es decir, actuar como si fuese falsa. 

Las pruebas se aplican con bastante frecuencia-, y primero es necesario pregun
tarse por qué son importantes. Bien: a menudo tienen que tomarse decisiones en 
situaciones en que influyen las variaciones debidas al azar. Si tiene que elegirse en
tre, por ejemplo, dos posibilidades, a menudo la decisión podría basarse en el resul
tado de alguna prueba.3 

' Alrededor de 1930, los expertos en estadística JERZY NEYMAN (estadunídense; 1894-1981) y EGON 
SHARPE PEARSON (inglés; 1895-1980), hijo de Karl Pearson (ver la nota de pie de página 6). 
iniciaron el desaJTo11o de una teoria sistemática de las pruebas, 
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Por ejemplo, si se desea usar cierto tomo para producir tornillos cuyo diámetr· 
debe estar entre límites dados y se permite que cuando mucho haya el 2% de tornillo 
defectuosos, entonces es posible tomar una muestra de l 00 tornillos producidos ~-· 
ese torno y usarlos para probar la hipótesis cr2 = ao' de que la variancia cr2 de·¡ 
población correspondiente tiene cierto valor cr/, que se elige de modo que pued 
esperarse que no haya más del 2% de defectucisos. Una alternativa significativa e 
este caso es cr2 > o/. Dependiendo del resultado de la prueba, no se rechaza la hipó 
tesis cr 2 = cr o' (y en consecuencia, se utiliza ese tomo) o se le rechaza, afirmando qu 
cr2 > cr 2 y se utiliza un mejor torno. En este caso se dice que la prueba indica un 
desvia~ión significativa de o 2 con respecto de cr2, es decir, una desviación que no 
simplemente provocada por la inevitable influencia de los factores del azar, sino por. 
la falta de precisión del tomo. 

En otros casos, es posible que se desee comparar dos cosas, por ejemplo, dos: 
medicamentos distintos, dos métodos para realizar cierto trabajo, la exactitud de'.;: 
dos métodos de medición, la calidad de los artículos producidos con dos herrarnien~i 
tas diferentes, etc. Dependiendo del resultado de una p1ueba idónea, se decide adrni~'. 
nistrar uno de los dos medicamentos, introducir un mejor método de trabajo, etc. · 

Las siguientes son fuentes típicas de hipótesis. 
l. La hipótesis proviene de un requisito de calidad. (La experiencia sobre la'; 

calidad alcanzable puede adquirirse produciendo un mayor número de artículos con''. 
cuidado especial.) 

2. La hipótesis se basa en valores conocidos de experiencias pasadas. 
3. La hipótesis resulta de una teoría que se des~a verificar. 
4. La hipótesis es una conjetura pura causada por observaciones ocasionales. 
Se comenzará con un ejemplo introductorio sencillo que ilustrará los conceptos 

básicos .. 

Ejemplo 1. Prueba de una hipótesis. 

EJ nacimiento d~ un solo bebé puede considerarse como un experimento con dos resultados posibles,¡:a1 ~. 

saber. H: Nacimiento de un niño y N: Nacimiento de una niña. Intuitivamente, debe sentirse que ambos\' 
resultados son más o menos equiprobables Sin embargo, en la literatura especializada a menudo se 
afinna que los nacimientos de niños son un tanto más frecuentes que los de niñasº Con base en esta 
situación, desea probarse la hipótesis de que los dos resultados H y N tienen la misma probabilidad .. Si la 
probabilidad del resultado H se denota por p, entonces la hipótesis a probar es p = 50% = O. 5. Debido a • 
las afim,aciones mencionadas, se elige la altemativap > 0.5 

Para la prueba se usa una muestra den = 3000 bebés de una ciudad con aproximadamente 250 000 
habitantes; 1 578 de tales bebés eran niños 

Si la hipótesis es verdadera, se espera que en una muestra den= 3000 nacimientos haya aproximada
mente 1 500 niños. Si la alternativa se cumple. entonces en promedio se esperan más de 1500 niños. Por 
tanto. si el número de niños observados en la realidad es mucho mayor que 1500, entonces este hecho 
puede usarse como una indicación de que la hipótesis puede ser falsa, y rechazarla 

Para realizar la prueba se procede como sigue. Primero se detennina un valor crítico e Debido a la 
alternativa, e será mayor que 1 500 { Un poco más adelante se proporcionará un método para determinar 
e). Luego, si el número de niños observados es mayor que c. se rechaza la hipótesis. Si ese nUmero no es 
mayor que e, no se rechaza la hipótesis 

La cuestión fundamental ahora es cómo debe elegirse e, es decir, en dónde debe trazarse la línea 
divisoria entre las pequeñas desviaciones aleatorias y las grandes desviaciones significativas. Personas 
diferentes pueden tener distintas opiniones. y para contestar la pregunta deben usarse argumentos mate
máticos, que en este caso son muy sencillos 1 como se mostrará a continuación 

e se detennina de modo que si la hipótesis es verdadera, entonces la probabilidad de observar más de 
e niños en la muestra de .3000 nacimientos sencillos es un número muy pequeño, denominado ex. Se 

) . J' ) .• ·.1 )¡ j, 1, 
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acostumbra tomar ex= 1 % o 5%. Al elegir ex= 1 % (o 5%) se corre el riesgo de que aproximadamente en 
1 de IOO casos (en 20, casos, respectivamente) se rechace la hipótesis aun cuando sea verdadera. Más 
tarde se volverá a este punto. Se elegirá ex= 1 % y se considerará la vatiable aleatotia 

X= Número de nlños en 3000 nacimlentos. 

Suponiendo que la hipótesis es verdadera, el valor critico". se obtiene a partir de la ecuación 

(1) P(X > c)p=O.S = a = 0.01. 

(Esta suposición se indica por medio del. subíndice p = 0.5.) Si el valor observado 1578 es mayor que e, 
se rechaza la hipótesis. Si 1578 ;¡¡ e, no s.e rechaza la hipótesis. 

Para determinar e a partir de { 1) debe conocerse la distribución de X. Para el objetivo que se persigue, 
la disttibución binomial es un modelo suficientemente exacto. Por tanto, si la hipótesis es verdadera, 
entonces X tiene una disttibución binomial conp = 0.5 y n = 3000. Esta disttibución puede aproximarse 
por la distribución normal con mediaµ= np = 1500 y variancia cr2 = npq = 750; ver la sección 23. 7. (Para 
simplificar se hará caso omiso del tém1ino 0.5 en { 11), sección 23.7.] La curva de la densidad se muestra 
en la figura 508. Entonces, aplicando ( 1) se obtiene 

(
e - 1500) P(X > e) = 1 - P(X ;::a e) = J - <I> V750 = O.O!. 

En la tabla A8 del apéndice 5 se obtiene (e· 1500)/ mü = 2.326. Por tanto, e= J 564. Como 1578 > e, 
se rechaza la hipótesis y se afirma que p > 0 . .5, es decir, se afinna que el nacimiento de niños es más 
frecuente que el de niñas. Así se completa la prueba. 

99% 

1450 1500 

No rechazar la hipótesis Rechazar la hipótesis 

1% 

e= 1564 

1600 
:,;-

Figura 508. Densidad (aproximada) de X en el ejemplo 1 si la ,hipótesis es 
verdadera. Valor crítico e = 1564. 

Términos estándares 

La hipótesis a probar algunas veces se denomina hipótesis nula, y una contrasuposi
ción ( corno p > 0.5 en el ejemplo 1) se denomina hipótesis alternativa o, brevemente, 
alternativa. El número a (o 100 a %) se denomina nivel de significancia de la 
prueba y e se denomina valor crítico. La región que contiene los valores para los que 
se rechaza la hipótesis se denomina región de rechazo o región crítica. La región de 
valores para los cuales no se rechaza la hipótesis se denomina región de aceptación. 
Una elección frecuente de a es 5%. 

), ), J, ) ), 
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Clases de alternativas (figura 509) 

Sea 9 un parámetro desconocido en una distribución, y suponer que se desea proba 
la hipótesis e= e

0
• Entonces hay tres tipos principales de alternativas> a saber~ · 

(2) 

(3) 

(4) 

(2) y (3) se denominan alternativas unilaterales, y (4) se denomina alternativa 
bilateral. (2) es del tipo considerado en el ~jemplo 1 (en donde 9

0 
= p = 0.5 y e= p > 

0.5); e está a la derecha de 9
0 

y la región de rechazo se extiende desde e hasta oo(fi. ;: 
gura 509, parte superior). Esta prueba se denomina prueba lateral derecha. En el · 
caso de (3), el número e está a la izquierda de 9

0
, la región de rechazo se extiende 

desde e hasta = (figura 509, parte central) y la prueba se denomina prueba lateral 
izquierda. Las pruebas de ambos tipos se denominan pruebas unilaterales. En el ., 
caso de (4) se tienen dos valores críticos e, y c

2 
(> c

1
), la región de rechazo se extien

de desde c 1 hasta - 00 y desde c2 hasta=, y la prueba se denomina prueba bilateral. 
Los tres tipos de alternativas revisten importancia práctica. Por ejemplo, (3) puede 

aparecer en relación con la prueba de la resistencia de u11 material. e puede ser 
entonces la resistencia requerida, y la alternativa caracteriza una debilid~d indesea
ble. Por supuesto, se acepta el caso de que el material sea más resistente que lo reque
rido, y por consiguiente no es necesario prestarle atención especial. ( 4) puede ser 
importante, por ejemplo, en relación con el diámetro de un eje. Así, e puede ser el 
diámetro requerido, y ejes más delgados son tan malos como los mÍs gruesos, de 

Reglón de aceptación 
No rechazar la hipótesis 
(Aceptar la hipótesis) 

Región de rechazo 
(Reglón crítica) 
Rechazar la hipótesis 

Región de rechazo 
(Reglón critica) 
Rechazar la hipótesis 

Reglón de aceptación 
No rechazar la hipótesis 
(Aceptar la hlpi;,tesls) 

R9gión de rechazo 
(Reglón critica) 
Rechazar la hipótesis 

Reglón de aceptación 
No rechazar la hipótesis 
(Aceptar la hipótesis) 

Región de y,chazo 
(Reglón critica) 
Rechazar la hipótesis 

e, 
Figura 509. Prueba en el caso de la alternativa (2) (parte superior de la figura), 

alternativa (3) (parte central) y alternativa (4). 

) i ) ) \ 
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modo que es necesario observar las desviaciones indeseables cori respecto a e 
O 

en 
ambas direcciones. 

Tipos de errores en las pruebas 

Las pruebas casi siempre implican riesgos de tomar decisiones falsas: 

(l) Rechazar una hipótesis verdadera (error del tipo I), 
(II) Aceptar una hipótesis falsa (error del tipo 11). 

Lo anterior es evidente porque a partir de muestras no es posible obtener conclusio
nes absolutamente verdaderas sobre poblaciones. No pueden evitarse estos errores, 
aunque a continuación se mostrará que es posible calcular las probabilidades a y p, 
respectivamente, de su ocurrencia; lo que es más importante, existen formas y me
dios para elegir niveles de riesgos idóneos (es decir, valores de a y ¡3) que es posible 
afrontar dependiendo de la naturaleza del problema. (Recuerde por la sección 24.6: 
¿Se trata de una cuestión de mojarse o no, o se trata de un problema de vida o muer
te?) Lo anterior se analizará de manera sistemática para una prueba de una hipótesis 
e= 9 0 contra la alternativa que es un solo número4 e,, para simplificar. Se hace e 

1 
> 

9
0

, de modo que se tiene una prueba lateral derecha. Para una prueba lateral izquierda 
o para una prueba bilateral i;:l análisis es bastante semejante. 

Se elige un e> 9 
0 

crítico (como en la parte superior de la figura 509, aplicando 
métodos que serán analizados más tarde) .. A partir de una muestra dada x

1
, • • , , xn, 

entonces es posible calcular un valor 

con una g idónea (cuya elección constituye una cuestión importante en el análisis 
l!_lterior; por ejemplo, se torna g =: (x, + · · , + x)ln en el caso en 9ue 9 es la media), Si 
e> e, se rechaza la hipótesis. Si e> e, se acepta. Aquí, el valor e puede considerarse 
como un valor observado de la variable aleatorü1 

debido a que x
1 

puede considerarse como un valor observado de JS,.i = 1, · · · , n. En 
esta prueba hay dos posibilidades de cometer un error, como sigue .. 

Error del tipo I (ver la tabla 24.8). La hipótesis es verdadera pero se rechaza (por 
tanto, se acepta la alternativa), porque 8 asume un valor 8 > c. Resulta evidente que 
la probabilidad de cometer tal error es igual a 

(S} 1 P(0 > c) 0 = 00 
a. 

s Si la prueba en el siguiente ejemplo muestra que las variancias difieren significativamente, entonces 
elegir dos muestras no demasiado pequeñas del mismo tamaño n, = n, = n (> 30, por ejemplo), usar el 
hecho de que ( 12) es un valor observado de una variable aleatoria aproximadamente nonnal con 
media O y va1iancia 1, y proceder como en el ejemplo 2. 

! 
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a se denomina nivel de significancia dé la prueba, como ya se mencionó. 
1 

~rror del tipo II .(ver 1<;1 tabla 24.8). La hipótesis es falsa pero se acepta porq1'¡" 
e asume un valor e ~ c. La probabilidad de cometer tal error se denota por l3; as{: 

~ 

(6) P(e ;;¡¡ c)O= O¡ = {3. 

Tabla 24.8. Errores del tipo I y del tipo II en la prueba 
de una hipótesis 0 = 0

0 
contra una alternativa 0 = 0 . 

. ' 1 

Verdad desconocida. 

O= ºº o= º1 
cd 0= ºº 

True decision Error del tipo II 
"'O .s P= 1 -a p = /3 
c. o Error del tipo I Deci;ión verdadera u 0= O¡ < P=a P= 1 - /3 

TI = 1 - 13 se denomina poder de la pmeba. Resulta evidente que esta es la probabili
dad de evitar cometer un error del tipo II. 

Las fórmulas (5) y (6) muestran que tanto a como 13 dependen de e, y sería 
conveniente elegir e de modo que estas probabilidades de cometer errores sean lo 
más pequeñas posible. Sin embargo, en la figura 51 O se muestra que estos son requi
s:i.!os contradictorios porque, a fin de que a decrezca es necesario desplazar e a la 
derecha, pero entonces crece l3. En la práctica 'primero se elige a (5%, y algunas 
veces 1 %), luego se determina e y finalmente se calcula l3. Si 13 es grande, de modo 
que el pod~r r¡ = 1 - 13 es pequeño, entonces debe repetirse la prueba, eligiendo una 
muestra mas grande, por razones que se presentarán dentro de poco. 

Si la alternativa no es un solo número sino que es de la forma (2)-(4), entonces 
13 se vuelve una función de e. Esta función 13(6) se denomina característica de ope
ración (CO) de la prueba y su curva se denomina curva CO. Resulta evidente que en 

Densidad de /J si 
la hipótesis 
es verdadera 

,-----.. ,,,..,.-- Densidad de /¡ si 
/ '--._ la alternativa es 

, verdadera 

',,, 
....... ...._ __ 

ºº 61 
Reglón de aceptación -¡--- Reglón de rechazo (Región crllica) 

Figura 51 O. Ilustración de los errores del tipo J y II al probar la hipótesis e= e
0 

contra una alternativa e = e, (> e
0
). 

PRUEBA DE HIPÓTESIS. DECISIONES 741 

este caso 11 = 1 - 13 también depende de 0, Y esta función ri(S) se denomina función 
de poder de la prueba. 

Por supuesto, a partir de una prueba que conduce a la aceptación de cierta hipó
tesis e 

O 
no se concluye que esta es la única hipótesis posible o la mejor hipótesis 

posible. Por tanto, las expresiones "no rechazar" o "dejar de rechazar" son quizá 
mejores que el término "aceptar". 

Pruebas en el caso de la distribución normal 

Los siguientes ejemplos explicarán pruebas de hipótesis importantes desde el punto 
de vista práctico. 

Ejemplo 2. Prueba para la media de la distribución normal con variancla conocida. 

Sea X una variable aleatoria nonna1 con variancia cr2 = 9, Usar una muestra de tamaño n = 10 con media 
.X ¡.ara probar la hipótesisµ= µ 11 = 24 contra los tres tipos de alternativas, a saber 

(a) J.L > J.Lo (b) J.L < J.Lo (e) J.L 9' /.Lo· 

Solució11. Se elige el nivel de significanción o:= 0.05. Se obtendrá una estimación de la media a partir de 

Si la hipótesis es verdadera, X es nonnal con media µ = 24 y variancia a'ln = 0 .. 9, ver el teorema 2, 
sección 24 .. 6. Por tanto, el valor critico e puede obtenerse a partir de la tabla A8 en el apéndice 5 
Caso (a). e se detennina a partir de p( X >e)".,.= o:= 0.05, es decir, 

- (e - 24) P(X ;;ii c),,.= 24 = <I> ~ = 1 - a = 0.95. 

La tabla A8, apéndice 5 da (e - 24) / , 0.9 = 1.645, y e= 25.56, que es mayor que µ 11, como en la 
parte superior de la figura 509. Si i: :iá 25.56, se acepta la hipótesis. Si i > 25.56, se rechaza. El poder 
de la prueba es ( figura 5 1 1) 

TJ(J.L) = P(X > 25.56),,. = 1 - P(X ;:a 25.56),. 

(7) 

(
25.56 - µ,) 

= 1 - <I> ~ = J - <1>(26.94 - 1.05¡.,). 

Caso (b) El valor critico e se obtiene a partir de la ecuación 

- (e - 24) P(X ;:a <)µ=24 = <I> ~ a = 0.05. 

La tabla A8, apéndice 5 da e= 24 - L56 = 22.44. Si i ;,: 22.44, se acepta la hipótesis. Si i < 22.44, se 
rechaza. El poder de la prueba es 

(8) TJ(J.L) = P(X ;;ii 22.44),,. = <1>(2
2
·~ J.L) <1>(23.65 - 1.05,t). 

"'J/1).c'::), 1")/"j).''"';;).·'''":), '\J, ,'f\ '"), 1~("~(1v/"~i·i\'":i;/'11) ,r,iDr ·~, t:íJJ>, ~/1"0, d.i;), (,!gr·7t'), '''D, ''ZJ. ''J) G)¡ ';~ \8, "IS>,,,,§, ::~ '':~ ''P ·). ) ), ')( 
,...,..,.,.,.,....-,...-.,.-n-,~= ... ~·~--,.,r,-,,"'"'"l'O"':"""':t:"~i'''.,.,...,...,.-'7,..-:-,:-,--¡-~· 

1 



¡ ) 
(· 

742 

1 

1 
1 .-
! ( ( f ( e ( (' r· ( ( 

ESTADÍSTICA MATEMÁTICA¡¡ 

Caso (e). Como la distribución nonnal es simétrica. se eligen c1 y e, equidistantes deµ= 24, por ejem
plo, c1 = 24 - k y e,= 24 + k, y k se detennina a partir de 

P(24 - k ;;¡¡ X ;;¡¡ 24 + k),,_ 24 - a = 0.95. 

La tabla A8, apéndice 5 da k l ./o9 = 1. 960, k = 1.86. Por tanto, c 1 = 24 - 1 .86 = 22 .. 14 y e,= 24 + 1.86 
= 25.86. Si X no es menor que c1 y no es mayor que c1, se acepta la hipótesis. En caso-contrario se 
rechaza. El poder de la prueba es (figura 511) 

71(µ) = P(X < 22.14),, + P(X > 25.86),, P(X < 22.14),, + r·.;_ P(X ;;¡¡ 25.86),, 

(9) c¡,(22.14 - µ) _ <j:,(25.86 - µ) 
+ v'o:.9 v'o:.9 

= 1 + <1>(23.34 - 1.05µ) - <1>(27.26 - 1.05µ). 

Por consiguiente, la caracteristica de operación J3(µ) = 1 - T](µ) (ver antes) es (figura 512) 

/3(µ.) = <1>(27.26 - 1.05µ) - <1>(23.34 - 1.05µ). 

Si se toma una muestra más grande, por ejemplo de tamaño n = JOO (en vez de 10), entonces a'ln = 0.09 
(en lugar de 0.9) y ios valores criticos son e,= 23.41 y e,= 2459, como puede comprobarse fácilmente. 
Así, la característica de operación de la pnieba .es -

/3(µ) (
24.59 - µ) (23.41 - µ) 

<l> VD.09 - <l> VD.09 

= <1>(81 .. 97 - 3.33µ) - <1>(78.03 - 3.33µ). 

En la figura 512 se muestra que la curva CO correspondiente es más pronunciada que para n = 1 O Lo 
,anterior significa que el incremento den mejoró la prueba. En cualquier caso práctico, n se elige lo más 
peq1:1eño posible, aunque tan grande que la prueba muestre desviaciones entreµ y 1,1

11 
que revistan interés 

práctico. Por ejemplo, si se tiene interés en desviaciones de± 2 unidades, por la figura 512 se observa 
que n = 1 O es demasiado pequeño porque cuando µ = 24 - 2 = 2:,1 o µ = 24 + 2 = 26, entonces J3 es casi 
el 50%. Por otra parte, se observa que n = 100 basta para ese fin. 

Ejemplo 3. Prueba para la media de la distribución normal con variancla desconocida. 

Se midió la resistencia a la tensión de una muestra den = 16 cuerdas de cáñamo (con diámetro de 3 
pulgadas). La media de la muestra fue .x' = 4482 kg, y su desviación estándar fue s = 1 15 kg (N. C 
Wiley. 41 st Annual Meeting of the American Society for Testing Materials). Suponiendo que la resis
tencia a la tensión es una variable alcato1ia nonnal, pobar la hipótesis µ

11 
= 4500 Kg contra la alternativa 

t 
r¡(µ) 

0.5 

o 
21 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
I 

//' .... 

/ 

27 
µ--,... 

Figura 511. Poder () en el ejemplo 2, caso (a) (línea discontinua) y caso (e). 
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1

[ PL m\ 

~ 1
1 \ \=10 

º·' 1 "" '°' \ 
o 1 ,),\, 1 

21 23 µ 0 25 27 
µ-

Figura 512. Curvas de la característica de operación (curvas CO) en el ejemplo 2, 
caso (e), para dos tamaños de mueslra diferentes n. 

µ 1 = 4400 kg. Aquí, µ
11 

puede ser un valor proporcionado por el fabricante, mientras que µ 1 puede ser 

resultado de alguna experiencia previa 

Solución. Se elige el nivel de significancia ex= 5°/o, Si la hipótesis es verdadera, el1tonces por el teorema 
3 de la sección 24 6 se concluye que la variable aleatoria 

T=VnX-µo 
s 

X - 4500 
4 s 

tiene una distribución t con n - 1 = 15 grados de libertad. La prueba es lateral izquierda. El valor critico 
e se obtiene a partir de la ecuación 

P(T < c),,
0 

= a = 0.05. 

La tabla AJO del apéndice 5 da e= -1.75 A partir de la muestra, como un valor observado de T se 
obtiene t = 4(4482 - 4500)/115 = -0.626 Se ve que t > e y se acepta la hipótesis. Para obtener valores 
numéricos del poder de la prueba se requieren tablas denominadas tablas t no centrales de Student; esta 
cuestión no será abordada aquí 1 

Ejemplo 4. Prueba para la varlancia de la distribución normal. 

Usar una muestra de tamaño n = 15 y la variancia de la muestra s' = 13 de una población nonnal para 
probar la hipótesis cr2 = cf = JO contra la alternativa 0'2 = cr/ = 20, 

S0l11ció11. Se elige el nivel de significancia cr = 5%. Si la hipótesis es verdadera, entonces 

Y= (n - 1) ~ rr/· 14 
52 

= l.4S2 
JO 

tiene una distribución ji cuadmda con n - 1 = 14 grados de libertad, por el teorema 4 de la sección 24 .. 6. 
Por 

P(Y> e) (X 0 .. 05, es decir, P(Y;;; e) 0.95, 

y la tabla A 11 del apéndice 5 con 14 gmdos de libertad se obtiene e= 23.68. Este es el valor crítico de Y. 
Por tanto, a S" = cro' Y/(n - 1) = O. 714 Y corresponde el valor critico e·= O. 714 · 23.68 = 16.91. Comos'< 
e·, se acepta la hipótesis 

e e, ( 
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Si la alternativa es verdadera, la variable 

52 
Y1 = 14-a-¡2 

0.7S 2 

tiene una distribución ji cuadrada con 14 grados de libertad. Por tanto, el poder de la prueba es 

lJ = P(S2 > c*).,:,= 20 = P(Y1 > 0.7c*).,:z. 20 = 1 - P(Y1 ;;, 11.84).,:,= 20 = 62% 

y se observa que el riesgo del tipo JI es muy grande, a saber, 38%. A fin de disminuir este riesgo debe 
incrementarse el tamaño de la muestra. 1 

Ejemplo 5. Comparación de las medias de dos distribuciones normales. 

Usando una muestra x P • , • , x,,
1 

de una distribución nonnal con media desconocida µ1 y una muestra 
y 11 " • • ,Y,,:i de otra distribución nomml con media desconocida µ2, desea probarse la hipótesis de que las 
medias son iguales, µ1 =~'contra una alternativa, por ejemplo·, µ1 >µ:!.No es necesario conocer las variancias, 
aunque se supone que son iguales . ., Dos casos revisten importancia práctica: 

Caso A. la muestras son del mismo tama,io. Además. cada valor de la primera muestra corresponde 
precisamente a un valor de la otra, ya que de !a misma persona o cosa resultan valores correspondientes 
(comparación pareada); por ejemplo, dos mediciones de la misma cosa por dos métodos diferentes, o 
dos mediciones de los dos ojos del mismo animal; de manera más general, pueden provenir de pares de 
individuos o cosas semejantes, por ejemplo. gemelos idénticos, pares de neu~áticos delanteros usados 
del mismo automóvil, etc. Entonces, deben fonnarse las diferencias de valores correspondientes y, apli
cando el método del ejemplo 3, probar la hipótesis de que la población que corresponde a las diferencias 
tiene media O, Si puede elegirse, ese método es mejor que el que se proporciona a continuación. 

Caso B. Las dos muestras son independientes y no necesariamente tienen el mismo tamaño. Entonces es 
posible proceder como se indica a continuación; se supone que la a1te111ativa es µ 1 > µ 2• Se elige un nivel 
de significancia a. Luego se calculan las medias de las muestras .i: y .Y, así como (ll 1 - 1 )s1', y (n, -
1 )s/, er:i dondes/! y s./· son las variancias de las muestras, Usando la tabla A 10, apéndice 5 con n 1 + n2 -

2 grados de libertad, ahora e se determina partir de 

(10) P(T;;, e) = 1 - a. 

Por último, se calcula 

(11) 
~l!¡ll2(ll¡ + /l2 - 2) X y 

lo = "1 + "2 ·V(n¡ - J)s12 + (n2 

Puede demostrarse que este es un valor observado de una variable aleatoria que tiene una distribución I 
con n

1 
+ n, - 2 grados de libertad, siempre que la hipótesis sea verdadera. Si /11 ;,. e, se acepta la hipótesis. 

Si t0 > O, se rechaza. 
Si la alternativa es µ 1 ~ µ 1

, entonces ( l O) debe sustituirse por 

c10•¡ P(T;;, c1) = 0.5a, P(T;;, c2) = 1 - 0.5a. 

Observar que para muestras del mismo tamaño n1 = n, = n, la fórmula ( 11) se reduce a 

(12) lo = Vn X - y 
Vs12 + "22 

6 Después del trabajo pionero del experto en estadística y biólogo inglés KARL PEARSON ( 185 7-
1936), fundador de la escuela inglesa de estadística, y de W. S. OOSSET (ver la nota de pie de página 
en la sección 24.6), el experto en estadistica inglés Sir RONALD A YLMER FISHER ( 1890- 1962), 
profesor de eugenesia en Londres (1933-1943) y de genética en Cambridge, Inglaterra (l 943-1957), 
tuvo una gran influencia en el desarrollo ulterior de la estadística moderna. 
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Para ilustrar los cálculos se considerarán las dos mue~tras 

y 
105 
89 

108 
92 

86 
84 

103 
97 

103 
103 

107 
!07 

124 
111 

105 
97 
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que indican el rendimiento relativo de soldadores de hoja de lata en dos condiciones de trabajo diferentes 
(J .. J. B. Worth, Journal qf Industrial Engineering 9 ( 1958), 249-253). Suponiendo ·que las poblaciones 
correspondientes son nonnales y tienen la misma variancia, se probara la hipótesis ~.t

1 
= µ

2 
contra la 

alternativa µ 1 ~ µ,. (La igualdad de las variancias se probará en el siguiente ejemplo.) 
Solució11. Se encuentra · 

x = 105.125, y= 97.500, s¡2 = 106.125, sz2 = ,84.000. 

Se elige el nivel de significancia a= 5%. Por ( JO'), con 0 . .5 = 25%, 1 - O.So: = 97.5% y la tabla A I O del 
apéndice 5 con 14 grados de libertad, se obtiene c 1 =-2.15 y e,= 2. 15, Al aplicar la fórmula ( ¡ 2) con 11 
= 8 el obtiene el valor 

10 = v'8 · 7.625/\!190.125 = 1.56. 

Como e,;,. /11 Se,, se acepta la hipótesis µ 1 =µ,de que bajo ambas condiciones el rendimiento medio es 
el mismo 

El caso A es válido para el ejemplo, ya que los dos primeros valores muestrales corresponden a un 
cierto tipo de trabajo, los dos siguientes se obtuvieron en otro tipo de trabajo, etc. Así, es posible usar las 
diferencias 

16 16 2 6 o o 13 8 

de valores muestrales correspondientes y el método del ejemplo 3 para probar la hipótesis µ = O, donde 
µ es la media de la población correspondiente a las diferencias. Como alternativa lógica se tomaµ = O. 

La media de la muestra es d = 7.625, y la variancia de la muestra es s' = 45,,696. Por tanto 

1 = Y8 (7.625 - 0)/\!45.696 = 3. 19. 

Por P( T $ e 1) = 2.5%, P( T S e,) = 97 .5% y la tabla A I O del apéndice 5 con n - 1 = 7 grados de libertad se 
obtiene c 1 = -2.37, e,= 2.37 y se rechaza la hipótesis porque t = 3.19 no está entre c1 y e,. Por tanto, en 
esta prueba, en la que se usó más información (aunque las mismas muestras), indica que la diferencia en el 
rendimiento es significativa_ 

Ejemplo 6. Comparación de las variancias de dos distribuciones normales. 

Utilizando las dos muestras del último ejemplo, probar la hipótesis cr,' = a,'; suponer que las poblacio
nes correspondientes son normales y la naturaleza del experimento sugiere la alternativa a 1

2 > 0 2
2 

So/11ció11. Se encuentran .s 1
2 = 106,125, s/ = 84,000" Se toma el nivel de significancia ex= 5°/o Usando 

P( V;,. e)= 1 - a= 95% y la tabla A 12 del apéndice 5, con (n, - 1, n, - 1) = (7, 7) grados de libertad, se 
determina e= J,,79, Por último, se calcula v

11 
= s/ls

2
2 = l ,26, Como v

11 
;;i e, se acepta la hipótesis. Si v11 > e, 

debe rechazarse 
Esta prueba se justifica por el hecho de que v

11 
es un valor observado de una variable aleatoria que 

presenta la denominada distribució11 F con (n 1 - 1, n, - 1) grados de libertad, en el supuesto de que la 
hipótesis es verdadera. (La demostración se encuentra en la obra citada en el apéndice I como referen
cia [G3 ].) La distribución F con (m, n) grados de libertad fue introducida por R. A Fisher'' y tiene la 
función de distribución F(z) = O si = < O y 

(13) 

z 
F(z) = Kmn J ¡(m-2)12(mf + ll)-(m+n)/2 dt 

o 
(z ¡¡; O), 

1 

._:;
1 

>). ".;. J .l, ·:'1, '·.:::'t, .. )' .. ':;}t 1,!i,. t):>i .,0í.'i1 .,¡;;,, r:1 ,, , 
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en donde K"'" = m""'n"''í( 1 /2m + 1 /2n)/í( l /2m)í( 112n) (Con respecto a í, consultar el apéndice 3.) 1 

Esta larga sección contiene las ideas y conceptos fundamentales sobre prueba de 
hipótesis, junto con aplicaciones típicas, y quizá el estudiante quiera repasarla rápi
damente antes de continuar, ya que en las siguientes secciones se abordarán una 
adaptación de tales ideas a tareas que revisten gran importancia práctica y pruebas 
resultantes en relación con el control de calidad, la aceptación (o rechazo) de bienes 
producidos, etc. 

Problemas de la sección 24.7 

l. Probarµ= O contraµ> O, suponiendo nonnalidad y usando la muestra 1, -1, 1, 3, -8, 6, 
O (desviaciones del azimut [múltiplos de 0.01 radianes] en alguna revolución de un saté
lite). Elegir a= 5%. 

2. Aplicando los datos de Buffon de la tabla 23. I (sección 23.2), probar la hipótesis de que 
la moneda es legal, es decir, que las caras y las cruces tienen la misma probabilidad de 
ocurrencia, contra la alternativa de que las caras son más probables que las cruces. (Elegir 
a= 5%.) 

3. 

4. 

s. 

6. 
7. 

8. 

9. 

Realizar la misma prueba que en el problema 2, usando los datos de Pearson de la tabla 
aL 
Suponiendo nonnalidad y una variancia conocida cr' = 4, probar la hipótesis µ = 30.0 
contra la alternativa (a)µ= 28.5, (b) µ = 30. 7, usando una muestra de tamaño I O con 
media x = 28 . .5 y eligiendo a= 5% .. 

¿Cómo cambia el resultado del problema 4(a) si se usa una muestra más pequeña, por 
ejemplo, de tamaño 4, y los otros datos ( .x = 28 . .5, a= 5%) pennaneceli iguales? 

Determinar el poder de la prueba en el problema 4(a). 

¿Cuál es la región de rechazo en el problema 4 en el caso de una prueba bilateral conµ= 
5%? 

Usando el ejemplo 1 de la sección 24.4, probar la hipótesisµ= 0.80 pulg (la longitud 
indicada en la caja) contra la alternativaµ.; 0.80 pulg. (Suponer normalidad y elegir 
a= 5%.) 

Una empresa vende aceite en latas que contienen 1000 g de aceite por lata, y tiene interés 
en conocer si el peso medio difiere de manera significativa con respecto a 1000 gen el 
nivel del 5%, en cuyo caso la máquina llenadora tiene que ajustarse. Establecer una hipó
tesis y una alternativa y ejecutar la prueba, suponiendo nonnalidad y usando una muestra 
de 20 operaciones de llenado que tiene una media de 996 g y desviación estándar de 5 g. 

10. Si una muestra de 50 neumáticos de cierto tipo tiene una vida útil de 32 000 millas y 
desviación estándar de 4 000 millas, ¡,puede afirmar el fabricante que la vida media ver
dadera de tales neumáticos es superior a 30 000 millas? Establecer y probar una hipótesis 
correspondiente a un nivel del 5%, suponiendo normalidad. 

11. Si al efectuar mediciones simultáneas de voltaje eléctrico usando dos tipos distintos de 
voltímetro se obtienen las diferencias (en volts) 0.8, 0.2, -0.3, 0.1, O.O, 0.5, O. 7, 0.2, 
¿puede afinnarse al nivel del 5% que no existe diferencia significativa en la calibración 
de los dos tipos de instrumento" (Suponer normalidad.) 

6 Después del trabajo pionero del experto en estadística y biólogo inglés KARL PEARSON (1857· 
1936), fundador de la escuela inglesa de estadística. y de W .. S. GOSSET (ver la nota de pie de página 
e~ la sección 24.6), el experto en estadística inglés Sir RONALD A YLM ER FISHER ( 1890-1962), 
profesor de eugenesia en Londres ( 1933-1943) y de genética en Cambridge, Inglaterra ( 1943-1957), 
tuvo una gran influencia en el desarrollo ulterior de la estadística moderna, 

) 
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12. Si un medicamento estándar cura aproximadamente al 70% de las personas que padecen cierta 
enfennedad y un nuevo medicamento curó a 148 de los 200 primeros pacientes en los que se 
experimentó, ¿es posible concluir que el nuevo medicamento es mejor? (Elegir a= 5%.) 

13~ Suponer que en eJ pasado !a desviadón estánd2.r de !es peses de Ciertos paquetes de 25.0 
oz llenados por una máquina era de 0.4 oz. Probar la hipótesis H

0
: o = 0.4 contra la 

alternativa H,: o> 0.4 (un incremento indeseable), usando una muestra de ] O paquetes 
con desviación estándar 0.5 oz y suponiendo nonnalidad. (Elegir a 5%.) 

14. Suponer que en un equipo eléctrico que opera con baterías es menos costoso reemplazar 
todas las baterías a intervalos fijos que reemplazar cada batería individualmente cuando 
pierde poder, en el supuesto de que la desviación estándar de la vida útil es menor que 
cierto límite, por ejemplo, menor que 5 horas. Establecer y aplicar una prueba idónea, 
usando una muestra de 28 valores de vidas útiles con desviación estándar s = 3.5 horas y 
suponiendo nonnalidad; elegir a.= 5%. 

15. La marca de gasolina A fue usada en 9 automóviles semejantes bajo condiciones idénti
cas. La muestra correspondiente de 9 valores (millas por galón) tuvo una media de 20.2 y 
desviación estándar de 0.5. En las mismas condiciones, con la marca de gasolina B de alta 
potencia se obtuvo una muestra de 1 O valores con media 21.8 y desviación estándar 0.6. 
¿El millaje de Bes significativamente mejor que el de A? (Probar al nivel del 5%; suponer 
normalidad.) 

16. Las dos muestras 50, 90, 100, 90, 1 1 O, 80 y 1 1 O, r I O, 120, 11 O, 130, 11 O, 120 son valores 
de las diferencias de temperaturas (ºC) del hie1To en dos etapas de la fundición, tomadas de 
dos crisoles diferentes. ¿La variancia de la primera población es mayor que la de la segunda? 
(Suponer nonnalidad. Elegir a= 5%.) 

17. Usando muestras de tamaños 10 y 16 con variancias s
1
2 = 50 y s

2
2 = 30, y suponiendo 

nonnal idad de las poblaciones correspondientes, probar la hipótesis H
0

: cr, 2 = cr
2 

2 contra la 
alternativa 0 1

2 > cr,'. Elegir a= 5%. 

18. Suponiendo nonnalidad y variancias iguales, y usando muestras independientes con n, = 
9, .i = 12, s, = 2, 112 = 9, ji = 15, s, = 2, probar H

0
: µ

1 
= µ 2 contraµ, ;é ¡1

2
; elegir a= 5%. 

19. Demostrar que para una distribución normal los dos tipos de errores en una prueba de la 
hipótesis H0 : µ = µ 0 contra la alternativa H,: µ = µ

1 
pueden hacerse tan pequeños como se 

quiera (no cero) al tomar una muestra suficientemente grande. 

20. Graticar las curvas CO en el ejemplo 2, casos (a) y (b). 

24.8 CONTROL DE CALIDAD 

Las ideas sobre pruebas pueden adaptarse y extenderse de varias maneras a fin de 
atender necesidades prácticas necesarias en ingeniería y otros campos. Esto se mos
trará en las secciones restantes para algunas de las tareas más importantes que pueden 
resolverse por métodos estadísticos. Como prin1era área de problemas, se analizará el 
control de calidad industrial. 

Ningún proceso de producción es tan perfecto que todos los productos sean com
pletamente iguales. Siempre existe una pequeña variación causada por un gran nú
mero de pequeños factores incontrolables y, por tanto, debe considerarse como una 
variación aleatoria. Es importante asegurarse de que los productos tienen valores 
requeridos (por ejemplo, longitud, resistencia o cualquier propiedad que puede ser 
importante en un caso particular). Con este fin se ejecuta una prueba de la hipótesis 
de que los productos tienen la propiedad requerida, por ejemplo ¡1 = µ0, en donde µ 0 
es un valor requerido. Si se hace esto después de que se ha producido un lote comple
to (por ejemplo, un lote de 10 000 tornillos), la prueba dirá qué tan buenos o qué tan 
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malos son los productos, pero es evidente que es demasiado tarde para modificar los' 
resultados indeseables. Es mucho mejor efectuar la prueba mientras se está realizan
do el proceso de producción. Lo anterior se lleva a cabo a intervalos regulares de 
tiempo (por ejemplo, cada 30 minutos o cada hora) y recibe el nombre de control de 
calidad. En cada ocasión se torna una muestra del mismo tamaño, en la práctica, de 3 
a 1 O artículos. Si se rechaza la hipótesis, se suspende el proceso de producción y se 
busca el problema que provoca la desviación. 

Si se detiene el proceso de producción, aun cuando se este llevando a cabo co
rrectamente, se comete un error del tipo L Si no se suspende el proceso, aun cuando 
algo no marche bien, se comete un error del tipo II (ver la sección 24. 7). 

El resultado de cada prueba se marca en forma gráfica sobre lo que se conoce 
como diagrama de control. Este procedimiento fue propuesto por W. A. Shewhart ,:· 
en 1924 y hace particularmente eficaz al control de calidad. 

Diagrama de control para la media 

En la parte superior de la figura 513 se proporcionan una ilustración y un ejemplo de 
un diagrama de control. En este diagrama de control para la media se indican el 
límite inferior de control LIC, la recta central de control RC y el límite superior 
de control LSC. Los dos límites de control corresponden a los valores críticos e, y c

2 
del caso (e) del ejemplo 2 en la sección 24.7. Tan pronto como una media de la 
muestra cae fuera del intervalo definido por los límites de control, se rechaza la hipó
tesis y se afirma que el proceso de producción está "fuera de control", es decir, se 
afirma que ha ocurrido una desviación en el nivel del proceso. Es necesario hacer 
algo siempre que un punto se sale de los límites. 

Si los límites de control se eligen demasiado holgados, no es posible detectar des
viaciones del proceso. Por otra parte, si los límites de control se consideran demasiado 
restringidos, no es posible dejar avanzar el proceso debido a la búsqueda frecuente de 
problemas inexistentes. El nivel de significancia usual es a= 1 %. Con base en el teore
ma 2 de la sección 24.6 y en la tabla AS del apéndice 5, se observa que en el caso de la 
distribución normal los límites de control correspondientes para la media son 

(1) 1 LSC = µ.0 - 2.58 7n , LIC = µ.0 + 2.58 7n . 1 

Aquí se supone que se conoce cr. En caso de que no se conozca cr, es posible calcular 
las desviaciones estándar de las 20 o 30 primeras muestras y tornar su media aritmé
tica como una aproximación de cr. La línea quebrada que une las medias de la figura 
513 es meramente para mostrar los resultados de manera efectiva. 

Diagrama de control para la variancia 

Además de la media, a menudo se controlan la variancia, la desviación estándar o el 
intervalo de variación ("rango"). A fin de establecer un diagrama de control para la 
variancia en el caso de una distribución normal puede aplicarse el método del ejem
plo 4 de la sección 24. 7 para determinar los límites de control. Se acostumbra utilizar 
sólo un límite de control, a saber, un límite superior de control. A partir del ejemplo 
4 de la sección 24.7, se observa que este límite es 
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Figura 513. Diagramas de control para la media (parte superior de la figura) y la 
desviación estándar en el caso de la muestra de la tabla 24.9. 

(2) 1 LSC 

en donde e se obtiene de la ecuación 

P(Y> e)= a, es decir, P(Y ;á e) = 1 - a 

y la tabla de la distribución ji cuadrada (tabla A 11 en el apéndice 5) con n - 1 grados 
de libertad; aquí a(5% o l %, por ejemplo) es la prob¡,bilidad de que un valor obser
vado s2 de S2 en una muestra sea mayor que el límite superior de control. 
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Tabla 24.9. 
Doce muestras de cinco valores cada una 
(diámetro de pequeños cilindros, medidos en milímetros) 

Número 
de muestra 

Valores muestrales x s R 

1 4.06 4.08 4.08 4.08 4.10 4.080 0.014 0.04 
2 4.10 4.10 4.12 4.12 4.12 4.112 0.011 0.02 
3 4.06 4.06 4.08 4.10 4.12 4.084 0.026 0.06 
4 4.06 4.08 4.08 4.10 4.12 4.088 0.023 0.06 
5 4.08 4.10 4.12 4.12 4.12 4.108 0.018 0.04 

6 4.08 4.10 4.10 4.10 4.12 4.100 0.014 0.04 
7 4.06 4.08 4.08 4.10 4.12 4.088 0.023 0.06 
8 4.08 4.08 4.10 4.10 4.12 4.096 0.017 0.04 
9 4.06 4.08 4.10 4.12 4.14 4.100 0.032 0.08 

10 4.06 4.08 4.10 4.12 4.16 4.104 0.038 O.JO 

11 4.12 4.14 4.14 4.14 4.16 4.140 0.014 0.04 
12 4.14 4.14 4.16 4.16 4.16 4.152 0.011 0.02 

Si se deseara un diagrama de control para la variancia con ambos límites de 
control, LSC y LIC, entonces estos límites serían 

(3) y LSC 

en donde e, y e, se obtienen de las ecuaciones 

a 
P(Y ::s c 1) = -- 2 (4) y 

2 

y la tabla Al I en el apéndice 5 con 11 - 1 grados de libertad. 

Diagrama de control para la desviación estándar 

De manera semejante, a fin de establecer un diagrama de control para la desviación 
estándar se necesita un límite superior de control 

(5) LSC 

que se obtiene a partir de (2). Por ejemplo, en la tabla 24.9 se tiene 11 = 5. Suponiendo 
que la población correspondiente es normal con desviación estándar o = 0.02 y to· 
mando o = 1 %, entonces con base en la ecuación 

P( Y ;;;á e) = 1 - a = 99% 

! ) ) 
e, e, e: ('. e) (": (': ( ( ( 
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y la tabla Al I en el apéndice 5 con 4 grados de libertad, se obtiene el valor crítico e 
= 13.28 y, por (5), el valor correspondiente 

LSC = 
O. 02 "'v'13.28 

V'4 
= 0.0365, 

que se muestra en la parte inferior de la figura 513. 
A partir de (3) se obtiene un diagrama de control para la desviación estándar, con 

límites de control tanto superior como inferior. 

Diagrama de control para el intervalo de variación ("rango") 

En vez de controlar la variancia o la desviación estándar, a menudo se controla el 
rango R (= mayor valor muestral menos menor valor muestral). Puede demostrarse 
que en el caso de la distribución normal la desviación estándar es proporcional a la 
esperanza de la variable aleatoria Rº para la cual Res un valor observado, por ejem

plo, cr = A"E(R"), en donde el factor de proporcionalidad A" depende del tamaño de la 
muestra 11 y tiene los valores 

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

u!E(R*) 0.89 0.59 0.49 0.43 0.40 0.37 0.35 0..34 0.32 

n 12 14 16 18 20 30 40 50 

u!E(R*) 0.31 0.29 0.28 0.28 0.27 0.25 0.23 0.22 

Como R depende sólo de dos valores muestrales, proporciona menos informa
ción sobre la muestra que s. Resulta evidente que mientras mayor sea el tamaño n de 
la muestra,' más infoffi:\ación se pierde al usar R en vez de s. Una regla empírica es 
usar s cuando 11 es mayor que I O. 

Problemas de la sección 24.8 

l. Suponer que una máquina para llenar latas con aceite lubricante se ajusta de modo que 
genere llenados que constituyen una población normal con media igual a I gal Y desvia
ción estándar de 0.03 gal. Establecer un diagrama de control del tipo mostrado en la 
figura 513 para controlar la media (es decir, encontrar LIC y LSC), suponiendo que el 
tamaño de la muestra es 6 .. 

2. (Diagrama de control tres sigma) Demostrar que, en el problema 1, el requisito del 
nivel de significancia ex= 0 . .3% conduce a LIC = µ - 3cr I 'J;; y LSC = + 3cr I ..¡;; Y 
encontrar los valores numéricos correspondientes. 

3. ¿Qué tamaño de muestra debe tomarse en el problema I si se desea que LIC y LSC estén 
un poco más próximos entre sí, por ejemplo, LSC- LIC = 0.05, sin modificar el nivel de 
significancia? 

4. ¿Cómo cambia el significado de los límites de control ( I) si se aplica un diagrama de 
control con estos límites en el caso de una población que no es nonnan 

5. ¿Cómo debe modificarse el tamaño de la muestra al controlar la media de una población 
normal, si se desea que LSC - UC disminuya hasta la mitad de su valor original? 

6. ¿Qué LSC y LIC deben usarse, en vez de ( I ), si en lugar de x se emplea la suma x, _+ 
+ x,, de los valores muestrales? Detenninar estos límites en el caso de la figura 5 1 J 
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7. De un lote de producción de tomillos se tomaron I O muestras de tamaño 2. Los valores ' 
(longitud en milímetros) son 

Muestra número 1 

Longitud 
27.4 
27.6 

2 

27.4 
27.4 

3 

27.5 
27.7 

4 

27.3 
27.4 

5 

27.9 
27.5 

6 

27.6 
27.5 

7 

27.6 
27.4 

8 

27.8 
27.3 

9 

27.5 
27.4 

10 

27.3 
27.7 

Suponiendo que la población es normal con media 27.5 y variancia 0.024 y usand.o (1 ), 
establecer un diagrama de control para la media y trazar la gráfica de las medias de las 
muestras sobre tal diagrama. 

8. Graficár las medias de las I O muestras siguientes (espesor de arandelas, valores codifica
dos) sobre un diagrama de control para medias, suponiendo que la población es nonnal 
con media 5 y desviación estándar 1.55. 

Tiempo 8:00 8:30 9:00 9:30 10:00 1.0:30 11:00 11:30 12:00 12:30 

3 3 5 7 7 4 5 6 5 5 
Valores 4 6 2 5 3 4 6 4 5 2 

muestrales 8 6 5 4 6 3 4 6 6 5 
4 8 6 4 5 6 6 4 4 3 

9. Trazar la gráfica de los intervalos de variación de las muestras del problema 8, sobre un 
diagrama de control de los mismos. 

10. Trazar la gráfica de A,,= cr/E(R') como una función den. ¿Cuál es la razón por la que A.,, es 
una función monótona decreciente de 11? 

11. Dado que la presencia de un punto fuera de los límites de control para la media indica proble
mas, ¿con qué frecuencia se estaría cometiendo la equivocación de buscar problemas inexistentes 
si se utilizan (a) límite,; una sigma, (b) límites dos sigmas? (Suponer normalidad.) 

12. ¿Cómo se indicaría el desgaste progresivo de la herramienta en la operación de un tomo 
automático por medio de un diagrama de control para la media? Contestar la misma pre
gunta para un cambio repentino en la posición de la herramienta en esa operación. 

13. (Número de defectuosos) Encontrar fórmulas para LSC, RC y LIC (correspondientes a 
límites 3 cr) en el caso de un diagrama de control para el número de defectuosos, supo
niendo que en un estado de control estadístico la fracción de defectuosos es p. 

14. (Diagrama de control de atributos) De una población de recipientes se tomaron 20 
muestras de tamaño I OO. Los números de defectuosos (recipientes con fugas) en esas 
muestras (en el orden observado) fueron 

3 7 6 4 5 4 9 7 O 5 6 13 4 9 O 2 12 8 

Por experiencia previa se sabia que la fracción promedio de defectuosos es p = 5% siem
pre que el proceso de producción se desarrolle correctamente. Utilizando la distribución 
binomial, establecer un diagrama de fracción de defectuosos (también denominado diagra
ma p), es decir, considerar LIC = O y determinar el LSC para la fracción de defectuosos 
(en porcentaje), usando los límites de tres sigma, donde cr2 es la variancia de la variable 
aleatoria X= Fracción de defectuosos en una muestra de tama,io I OO. ¿El proceso está 
dentro de los límites de control? 

15. (Número de defectos por unidad) Se utiliza un diagrama, denominado diagrama c o 
diagrama de defectos por unidad, para el control del número X de defectos por unidad 
(por ejemplo, el número de defectos por I O metros de papel, el número de remaches perdi
dos en el ala de un avión, etc.) (a) Establecer fórmulas para RC, LIC y LSC correspondien·· 
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tes aµ± 3 cr, suponiendo que X tiene una distribución de Poisson. (b) Calcular RC, LIC y 
LSC en un proceso de control del número de imperfecciones en vidrio Iamin.ado; suponer 
que este número es 2.5 por lámina en promedio cuando el proceso está bajo control. 

MUESTREO DE ACEPTACIÓN 

El muestreo de aceptación es otro procedimiento de prueba que reviste importancia 
práctica. Se aplica en la producción en masa cuando un productor suministra a un 
consumidor lotes de N artículos. En una situación de este tipo es necesario tomar la 
decisión de aceptar o rechazar un lote individual (por ejemplo, una caja de tomillos), 
dependiendo de la calidad del lote. A menudo esta decisión se basa en el resultado de 
la inspección de una muestra de tamaño n, tomada del lote, y en la determinación del 
número de artículos defectuosos (denominados por brevedad defectuosos) que hay 
en la muestra, ~s decir, artículos que no satisfacen las especificaciones (tamaño, co
lor, resistencia o cualquier característica que se considera importante). Si el número 
de defectuosos x en la muestra no es mayor que un número especificado e (< n), se 
acepta el lote. Si x > e, se rechaza el lote. e se denomina número permisible de defec
tuosos o número de aceptación. Resulta evidente decir que el productor y el consu
midor deben convenir en cierto plan de muestreo, es decir, en cierto tamaño n de la 
muestra y en un número de aceptación c. Un plan de este tipo se denomina plan de 
muestreo simple porque se basa en una sola muestra. Posteriormente se menciona
rán planes de muestreo doble en los que se utilizan dos muestras. 

Sea A el evento de que se acepte un lote. Es evidente que la probabilidad correspon
diente P(A) no sólo depende de n y de e, sino también del número de defectuosos en el 
lote. Sea M este número. Además, el número x de defectuosos en una muestra dada es un 
valor observado de una variable aleatoria X Suponer que se muestrea sin reemplazo; 
entonces X tiene una distribución hipergeométrica (ver la sección 23.6), de modo que 

(1) P(A) = P(X ;§ e) = ± (M) (N M)/(N) 
x=O X n X /l • 

Si M ~ O (no hay ningún defectuoso en el lote), entonces X debe asumir el valor O y 

P(A) = G) (:) / (:) = l. 

Paran y e fijos y M creciente, la probabilidad P(A) disminuye. Si M = N (todos los 
artículos del lote son defectuosos), entonces X debe asumir el valor n y se tiene P(A) 

= P(X~ e) porque e< n. 
La razón e = MIN se denomina fracción de artículos defectuosos en el lote. 

Observar que M= NS, y que (1) puede escribirse con:io 

(2) P(A; 8) = L 
x,,;o 

Dado que 9 puede asumir uno de los N + 1 valores O, IIN, 2/N, · · · , NIN, entonces la 
probabilidad P(A) está definida únicamente para estos valores. Paran y e fijos, la grá
fica de P(A) puede trazarse como una función de 9. Éstos son N + 1 puntos. Así, por 
estos puntos puede hacerse pasar una curva suave que se denomina curva caracte
rística de operación fcurva CO) del plan de muestreo considerado. 
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Ejemplo 1. Plan de muestreo simple. 

Suponer que ciertas brocas se empacan en cajas de 20 y se aplica el siguiente plan de muestreo simple·: se 
extrae una muestra de dos brocas y la caja correspondiente se acepta si y sólo si las dos están en buenas 
condiciones. En este caso, N = 20, n = 2, e= O y (2) asume la fonna 

Los valores numéricos son 

8 0.05 

P(A; 8) LOO 0.90 

En la figura 5 14 se muestra la curva CO. 

0.10 

0.81 

(20 - 208)(19 - 208) 

380 

0.15 0.20 

0.72 0.63 

En la mayor parte de los casos prácticos, e es pequeño (menor que 10%). En, muchos casos, el tamaño 
N del lote es muy grande ( 1000, 1 O 000, etc.), de modo que la distribución hipergeométrica dada en ( l) y 
(2) puede aproximarse por la distribución binomial con p = e. Entonces, sin es tal que ne es moderado 
(por ejemplo, menor que 20), esa distribución puede aproximarse por la distribución de Poisson con 
mediaµ= ne. Así, por (2) se tiene que 

(3) 
f-L X 

P(A; 8) - e-µ. ¿ x! 
x=O 

Ejemplo 2. Plan de muestreo simple. Distribución de Polsson. 

(f.L n8). 

Suponer que para lotes grandes se utiliza el siguiente plan de muestreo simple: se toma una muestra de 
tamaño n = 20. Si contiene no más de un defectuoso, se acepta el lote. Si la muestra contiene dos o más 
defectuosos, el lote se rechaza. En este plan, por (3) se obtiene · 

P(A; 8) - e-200(! + 208). 

En la figura 515 se mnestra la curva CO correspondiente 11 

Errores en el muestreo de aceptación 

Debido a que el muestreo de aceptación es una prueba, como acaba de verse, es 
necesario preguntarse cómo encaja en el circulo de ideas sobre las pruebas; en parti
cular, debe averiguarse qué sucede con respecto a los errores y analizarse el proble
ma práctico relacionado de elegir n y c. 

En el muestreo de aceptación, el productor y el consumidor tienen intereses dife
rentes. El productor puede establecer que la probabilidad de rechazar un lote "bueno" 
o "aceptable" sea un número pequeño, denominado o:. El consumidor (comprador) 
puede demandar que la probabilidad de aceptar un lote "malo" o "inaceptable" sea un. 
número pequeño ~- De modo más preciso, suponer que las dos partes acuerdan que 
un lote en el que e no sea mayor que un cierto número e 

O 
es aceptable, en tanto que un 

lote en el que 9 es mayor o igual que cierto número 9
1

, es inaceptable. Entonces, o: es 
la probabilidad de rechazar un lote con 9;;;, 9

0 
y se denomina riesgo del productor. 

Esto corresponde a un error del tipo I en la prueba de una hipótesis (sección 24. 7). P es 
la probabilidad de aceptar un lote con 9 ~ 9

1 
y recibe el nombre de riesgo del consumi

dor. Esto corresponde a un error del tipo II en la sección 24.7. En la figura 516 se 
muestra un ejemplo ilustrativo. 9

0 
se denomina nivel de calidad aceptable (NCA) y 91 

i i ) 1 
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P(A; 8) 

t 1 ~ 
P(A; f!J 

05 

0.5 1 
e--

0 .. 5 

0.2 
e-

Figura 514. Curva CO del plan de muestreo 
simple con n = 2 y e;::;, O para lotes de tamaño 

N=20. 

Figura 515. Curva CO del 
ejemplo 2. 

es el porcentaje de tolerancia de defectuosos del lote (PTDL) o nivel de calidad 
rechazable (NCR). Un lote con 9

0 
<e< 9

1 
puede denominarse_ lote indiferente. 

Con base en la figura 516 se observa que los puntos (90, 1 - a) y (9 I' ~) están 
sobre la curva CO. Es posible demostrar que para lotes grandes pueden elegirse 90, 9 1 

(>9
0
), o: y p y, luego, determinar n y e tales que la curva CO pase inuy cerca de esos 

puntos establecidos. Se han publicado planes de muestreo para o:, P, 90 y 9 1 especifi
cados; consultar la obra citada en el apéndice 1 como referencia [G5]. 

Este análisis sobre las relaciones conceptuales entre el muestreo de aceptación y 
las pruebas en general puede completarse y resumirse en la siguiente tabla: 

Muestreo de aceptación 

Nivel de calidad aceptable (NCA) 9 = 9
0 

Porcentaje de tolerancia de defectuosos por 
lote (PTDL) 9 = 9 1 
Número permisible de defectuosos e 
Riesgo o: del pro,ductor de rechazar un lote 
con 9;:. 9

0 

Riesgo ~ del consumidor de aceptar un lote 
con e;;:; el 

Pru_eba de hipótesis 

Hipótesis e= 90 

Alternativa 9 = 9 1 

Valor crítico e 
Probabilidad o: de cometer un error del 
tipo I (!livel de significancia) 
Probabilidad P de cometer un error del 
tipo II 

-~~~~~~~~~~~~~-----l~~~~~~~~~~~~~~~~ 

Rectificación 

El procedimiento de muestreo por sí mismo no protege al consumidor suficiente
mente bien. De hecho, si se permite al productor volver a presentar un lote rechazado 
sin decir que éste ya ha sido rechazado, entonces inclusive lotes malos serán acepta-

www.elsolucionario.net
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dos finalmente. Para proteger al consumidor contra ésta y otras posibilidades, el produc
tor puede acordar con el consumidor que un lote rechazado sea rectificado, es decir;: 
que se inspeccione el 100%, artículo por artículo, y que todos los artículos defectuosos 
en el mismo se eliminyn y reemplacen por no defectuosos.7 Suponer que una planta 
produce 100 9% artículos defectuosos y que se rectifican los lotes rechazados. Enton- . 
ces, K lotes de tamaño N contienen KN artículos, KN 9 de los cuales son defectuosos. 
KP(A; 9) de los lotes se aceptan; éstos contienen un total de KPN 9 artículos defectuo
sos. Los lotes rechazados y rectificados no contienen artículos defectuosos. Por tanto, 
después de la rectificación, la fracción de defectuosos en 'los K lotes es igual a KPN 91 
KN= 9P(A; 9). A esta función de 9 se la denomina caHdad saliente promedio (CSP) 
y se denota por CSP(9). Así, 

(4) AOQ(O) = OP(A; O). 

Dado un plan de muestreo, a partir de P(A; 9) y la curva CO pueden obtenerse fácil
mente esta funciór. y su gráfica, la curva de calidad saliente promedio (curva CSP). 
En la figura 517 se muestra un ~jemplo. 

Es evidente que CSP(O) =O.También, CSP(l) = O porque P(A; 1) =O.Por ésto y 
CSP ~Ose concluye que esta función debe tener un máximo en algún 9 = 9*. El valor 
correspondiente CSP(9*) se denomina límite de la calidad saliente promedio (LCSP). 
Ésta es la peor calidad promedio que es de esperar se acepte con el procedimiento de 
rectificación. 

Resulta que varios planes de muestreo simple pueden corresponder al mismo 
LCSP; ver la obra citada en el apéndice I como referencia [G5]. Por tanto, si el LCSP 
es todo lo que preocupa al consumidor, el productor tiene cierta libertad para elegir 
un plan de muestreo y es posible que elija un plan que minimice la cantidad de muestreo, 
es decir, el número de artículos inspeccionados por lote. Este número es 

nP(A; O) + N(I - P(A; O)) 

en donde el primer término corresponde a los lotes aceptados y el último a los recha
zados y rectificados; de hecho la rectificación requiere la inspección de todos los N 
artículos del lote y 1 - P(A; 9) es la probabilidad de rechazar un lote. 

Planes de muestreo doble. Por último, se mencionará que es posible ahorrar trabajo 
de inspección aplicando un plan de muestreo doble, en donde la muestra de tamaño n 
se divide en dos muestras de tamaños n, y n2 (en donde n, + n

2 
= n). Si el lote es muy 

bueno o muy malo, entonces es posible que se decida aceptar o rechazar utilizando 
sólo una muestra, de modo que la otra resulta necesaria en el caso de un lote de 
calidad intermedia únicamente. La referencia [G5] contiene planes de muestreo do
ble aplicando inspección de rectificación del tipo siguiente (en donde x

1 
y x2 son los 

números de defectuosos en esas dos muestras). 
l. Si x,;;;; e" se acepta el lote. Si x 1 > c2, se rechaza el lote. 
2. Si e, <x

1
;;;; c

2
, usar también la segunda muestra. Si x

1 
+ x

2
;;á c

2
, se acepta el lote. 

Si x 1 + x
2 

> c
2

, se rechaza el lote. 

7 Por supuesto, la rectificación es impo.sib1e si la inspección es destructiva, o si no merece la pena por 
ser demasiado costosa en comparación con el valor del lote. El lote rechazado debe entonces venderse 
a un bajo precio o desecharse. 
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P(A; 6) 

95% 

50% 

1 

Riesgo del productor 
a=5% 

Riesgo del consumidor 
P= 15% 

15% --~--------------
! 

o ºº =1% 

Buen / 
material 1 

Zona de 
Indiferencia 

61 
= 5% 

/ Mal 
1 material 

Figura 516. Curva CO, riesgos del productor y del consumidor. 

Curva CO 

0.5 

LCSP 

9---,... 

Figura 517. Curva CO y curva CSP para el plan de muestreo de la figura 514. 

Problemas de la sección 24.9 

l. Grandes lotes de hojas de afeitar se inspeccionan mediante un plan de muestreo simple en 
el que se usan una muestra de tamaño 20 y el número de aceptación e= 1. ¿Cuáles son las 
probabilidades de aceptar un lote con 1 %, 2%, 10% de defectuosos (hojas romas)? Usar 
la tabla A6 en el apéndice 5. Trazar la gráfica de la curva CO. 

·) ':?)/) ) '0; '.:i ). . ::·, 
~~ 
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l. Grandes lotes de baterías para calculadoras de bolsillo se inspeccionan mediante el si
guiente plan: se extraen aleatoriamente n = 30 baterías de un lote y se prneban. Si esta 
muestra contiene cuando mucho e= 1 batería defectuosa, se acepta el lote. De lo contrario, 
se rechaza. Trazar la gráfica de la curva CO del plan, usando la aproximación de Poisson. 

3. Trazar la gráfica de la curva CSP del problema 2. Determinar el LCSP, suponiendo que se 
aplica rectificación. 

4. Hacer el trabajo requerido en el problema 2 si 11 = 50 y e= O. 
S. En el ejemplo 1, ¿cuáles son los riesgos del productor y del consumidor si NCA es 0.1 y 

NCR es 06? . 

6. Encontrar la aproximación binomial de la distribución hipergeométrica en el ejemplo I y 
comparar los valores aproximado y exacto. 

7. Se extraen muestras de cinco tomillos de un Jote con fracción de defectuosos 8. El lote se 
acepta si la muestra (a) no contiene ningún tomillo defectuoso, (b) contiene cuando mu
cho un tomillo defectuoso. Usando la distribución binomial, encontrar, trazar y comparar 
las curvas CO. 

8. Calcular P(A; 8) en el ejemplo I si el tamaño de la muestra se incrementa den= 2 an= 3,y los 
otros datos permanecen iguales. Calcular P(A; O. I O) y P(A; 0.20) y comparar con el ejemplo J. 

9. ¿Por qué es imposible que una curva CO tenga una porción vertical que separe la buena 
calidad de la mala calidad? 

10. Graficar y comparar planes de muestreo con e= 1 y valores crecientes den, por ejemplo, 
n = 2, 3, 4. (Usar la distribución binomial.) 

11. De cada Jote se extraen muestras de tres fusibles y un lote se acepta si en la muestra 
correspondiente se encuentra no más de un fusible defectuoso. Elaborar una critica de 
este plan de muestreo. En particular, determinar la probabilidad de aceptar un lote que sea 
50% defectuoso. (Usar la distribución binomial.) 

12. Si en un plan de muestreo simple para grandes lotes de bujías para automóvil el tamaño de 
la muestra es 100 y se desea que NCA sea 5% y el riesgo del productor 2%, ¿qué números 
de aceptación e elegiría el lector? (Usar la aproximación normal.) 

13. ¿Cuál es el riesgo del consumidor en el problema 12 si se desea que NCR sea 12%? 

14. Trazar la gráfica de las curvas CO y CSP del plan de muestreo simple para grandes lotes 
con n = 5 y e= O, y encontrar el LCSP. · 

15. Encontrar los riesgos en el plan de muestreo simple con n = 5 y e= O, suponiendo que el 
NCA es 8 0 = 1 % y el NCR es 8 , = 15%. 

1-. 10 BONDAD DE AJUSTE. PRUEBA 'X,2 

Hasta el momento se han analizado pruebas para parámetros desconocidos (µ, o, 
etc.) en distribuciones de las que se conocía ei tipo o éste no importaba porque se 
contaba con una gran muestra, de modo que por el teorema del límite central (sección 
24.6) también era posible aplicar a otras distribuciones métodos diseñados para la 
distribución normal (¡con la precaución idónea!). Sin embargo, ¿qué puede hacerse 
si se desea probar sí una distribución es de cierto tipo, por ejemplo, normal? Esto 
significa que se desea probar que cierta función F(x) es la función de distribución de 
una distribución a partir de la cual se tiene una muestra x,, · · · , x". Esta importante 
tarea práctica se denomina prueba de la bondad de ajuste: ¿ Qué tan bien la función 
de distribución muestra! F(x) se ajusta a la función de distribución hipotética F(x)? 

Resulta evidente que la función de distribución muestra! F(x) es una aproxima
ción de F(x), y si se aproxima a F(x) "suficientemente bien", entonces se acepta la 
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hipótesis de que F(x) es la función de distribución de la población. Si F (x) se desvía 
"demasiado" de F(x), se rechaza la hipótesis. 

Para tomar esta decisión, debe saberse cuánto puede diferir F (x) de F(x) si la 
hipétesis es verdadera. Por tanto, primero debe introducirse una cw-itidad que mida 
la desviación de F(x) con respecto F(x) y es necesario conocer la distribución de 
probabilidad de esta cantidad, en el supuesto de que la hipótesis es verdadera. Luego 
se procede como se indica a continuación: se determina un número e tal que, si la 
hipótesis es verdadera, una desviación mayor que e tiene una pequeña probabilidad 
preasignada. Sin embargo, si ocurre una desviación mayor que e, se tiene una razón 
para dudar de que la hipótesis es verdadera, por lo que es rechazada. Por otra parte, si 
la desviación no excede a e, de modo que F (x) es una aproximación suficientemente 
buena de F(x), se acepta la hipótesis. Por supuesto, si se acepta la hipótesis, esto 
significa que no se tiene evidencia suficiente como para rechazarla Y no se excluye la 
posibilidad de que existan otras funciones que no se rechazarían en la prueba .. En este 
sentido, la situación es bastante semt,jante a la expuesta en la sección 24. 7. 

Tabla 24.10. Prueba de ji cuadrada para la hipótesis de que F(x) es la función de 
distribución de una población a partir de .la cual se tomó una m1,1est.ra x,, · · ·, x. 

Primer paso. Subdividir el eje x en K intervalos 1
1

, / 2, • • • , IK de modo que cada 
intervalo contenga por lo menos 5 valores de la muestra dadax,, · · ·, x". Determi
nar el número b. de valores muestrales en el intervalo f¡, en donde/= 1, · · ·, K. Si 
un valor muestial está en un punto frontera común de dos intervalos, sumar 0.5 
a cada uno de los dos b correspondientes. 
Segundo paso. Usand~ F(x), calcular la probabilidad P¡ de que la variable 
aleatoria X en consideración asuma cualquier valor en el intervalo f¡, en donde 
j = 1, · · · , K. Calcular 

(Éste es el número de valores muestrales teóricamente esperados en 11 si la 
hipótesis es verdadera.) 
Tercer paso. Calcular la desviación 

(1) 

Cuarto paso. Elegir un nivel de significancia (5%, I % u otro semejante). 
Quinto paso. Determinar la solución e cie la ecuación 

P(x2 ;;áé e) = 1 - ex 

a partir de la tabla de la distribución ji cuadrada con K - 1 grados d~ !ibertad 
(tabla A I J, apéndice 5). Si se desconocen r parámetros de F(x) y se utilizan sus 
estimaciones de máxima probabilidad (sección 24.5), entonces usar K - r - 1 
grados de libertad (en vez de K- !). 

Si Xo' e, aceptar la hipótesis. Si x/ > e, rechazar la hipótesis. 

1 
;¡ 
1, 
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En la tabla 24.1 O se presenta una prueba de este tipo, que fue introducida por R;: 
A. Fisher. Esta prueba se justifica por el hecho de que si la hipótesis es verdadera· 
entonces X/ es un valor observado de una variable aleatoria cuya función de distribu~ 
ción se aproxima a la de la distribución ji cuadrada con K - 1 grados de libertad (o 
con K - r - 1 grados de libertad, si se estiman r parámetros) conforme n tiende a' 
infinito. El requisito de que cuando menos cinco valores muestrales deben estar e · 
cada. intervalo, _mencionado en la tabla 24.1 O, es un resultado del hecho de que, par: 
n fimto, esa variable aleatoria sólo tiene aproximadamente una distribución ji cuadra
da. En la obra citada en el apéndice 1 como referencia [G3] puede consultarse una 
demostra?i.ón de lo ~terior. Si la muestra es tan pequeña que no puede cumplirse 
este requ1s1to, es posible continuar con la prueba, aunque entonces el resultado debe 
usarse con mucho cuidado. 

Ejemplo 1. Prueba de normalidad. 

Probar si la población de la cual se tomó la muestra de In tabla ,24,2, sección 24 .. J, es nomml. 

Solución. Las estimaciones de máxima probabilidad paraµ y o' son µ = i = 364.7 y o'= 712.9. El 
cálculo de la tabla 24.11 da Xo' = 2. 790, Sé toma ex= 5%. Como K = JO y se estimaron r = 2 parámetros 
es necesario usar la tabla Al 1, apéndice 5, con K - r- 1 = 7 grados de libertad, con lo que se encuent,; 
e= 14.07 como la solución de P(x.' :ii e)= 95%. Como Xo' < e, se acepta la hipótesis de que la población 
es nonnal. 1 

Tabla 24.11. Cálculos en el ejemplo l. 

xj - 364.7 cpcj _ 364.7) Términos xi 
26.7 26.7 ej bj en (1) 

-oo, · · 325 -co ... -1.49 0.0000 · · · 0.0681 6.81 6 0.096 
325 · · · 335 - 1.49 · · · - 1.11 0.0681 · · · 0.1335 6.54 6 0.045 
335 · · · 345 -1.11 · -0.74 0.1335 · · · 0.2296 9.61 11 0.201 
345 · · · 355 -0.74 · · · -0.36 0.2296 · · · 0.3594 12.98 14 0.080 
355 · · · 365 -0.36 · · · 0.00 0.3594 · · · 0.5000 14.06 16 0.268 
365 · · · 375 0.00 · · · 0.39 0.5000 · · · 0.6517 15.17 15 0.002 
375 · · · 385 0.39 · · · 0.76 0.6517 · · · o. 7764 12.47 8 1.602 
385 · · · 395 0.76 · · · 1.13 o. 7764 · · · 0.8708 9.44 10 0.033 
395 · · · 405 1.13 ... 1.51 0.8708 · · · 0.9345 6.37 8 0.417 
405 · · · co 1.51 · · · co 0.9345 · · · 1.0000 6.55 6 0.046 

x/ = 2.790 

Problemas de la sección 24.10 

l. Si al lanzar un dado 180 veces se obtuvo l, ·, ·, 6 con las frecuencias absolutas 25, 3 J, 33, 
27, 29, 35, ¿es posible afinnar en el nivel del 5% que el dado es legal? 

2. Resolver el problema l si la muestra ~s 39, 22, 41, 26, 20, 32. 

3. En un experimento clásico, R. Wolflanzó un dado 20 000 veces y obtuvo 1 . · 6 con las 
frecuencias absolutas 3407, 363 1, 31 76, 291 6, 3448, 3422. Probar si el dado 'era legal, 
usando a= 5%. 

,"'.') : 
'!.•; /'') :'"') : 'º') ,"::¡ 7) <''.¡ º:) ) : ·1 ) :) .: ), ) \ ~:,:;¡ ·''.), ), ~!''")/º), ·' '·\ )( 

PRUEBAS NO PARAMÉTRICAS 761 

4. Si al lanzar 100 veces una moneda se obtienen 40 caras y 60 cruces, ¿es posible afirmar en 
el nivel del 5% que la moneda es legal? 

5. Si al lanzar 1 O veces una moneda se obtiene la misma razón que en el problema 4 ( 4 caras 
y 6 cruces), ¿la conclusión es la misma que en ese problema? Primero hacer una conjetu
ra, luego realizar los cálculos. 

6. Un fabricante afinna que en el proceso de producción de hqjas de afeitar, sólo el 2.5% de 
éstas son romas. Probar tal afirmación contra la alternativa de que son romas más del 
2.5%, usa~do una muestra de 400 hojas en las que 17 son romas. (Usar a= 5%.) 

7. En una tabla de dígitos aleatorios, los dígitos pares y los impares deben f:!parecer aproxi
madamente con la misma frecuencia, Probar este hecho usando como muestra los 50 
dígitos del renglón O de la tabla A9, apéndice 5. (Usar a= 5%.) 

8. Al lanzar 50 veces una moneda, ¿cuál sería el número mínimo de caras (mayor que 25) 
que conduciría al rechazo de la hipótesis de que la moneda es legal, en el nivel del 5%? 

9. Entre las 13 hrs y las 14 hrs de cinco días consecutivos (de lunes a viernes), cierta gaso
linera atendió a 92., 60, 66, 62 y 90 clientes, respectivamente. Probar la hipótesis de que el 
número esperado de clientes durante esa hora es el mismo en esos días.) (Usar a= 5%.) 

10. De una gran producción de remaches de cada una de tres máquinas se tomaron tres mues
tras de 200 remaches cada una. Los números de remaches defectuosos en las muestras 
fueron 7, 8 y J 2. ¿Es significativa esta diferencia? (Usar a= 5%.) 

11. Usando la muestra que se proporciona, probar que la población correspondiente tiene una 
distribución de Poisson. x es el número de partículas alfa por intervalos de 7.5 segundos 
observadas por E. Rutherford y H. Geiger en uno de sus experimentos clásicos realizados 
en 191 O, y a(x) es la frecuencia absoluta (= número de periodos durante los cuales se 
observaron exactamente x partículas). 

X a(x) X a(x) X a(x) 

o 57 5 408 10 10 
1 203 6 273 11 4 
2 383 7 139 12 2 
3 525 8 45 ,a;l3 o 
4 532 9 27 

12. ¿Puede afinnarse que el tráfico en los tres carriles de una autopista (en una dirección) es 
aproximadamente el mismo en cada uno de ellos si al contar se obtienen 910, 850, 720 
automóviles en los carriles derecho, de enmedio e izquierdo, respectivamente durante el 
mismo intervalo? 

1.3. Si se sabe que el 25% de ciertas varillas de acero producidas por un proceso estándar se 
romperian al someterlas a una carga de 5 000 lb, ¿puede afirmarse que un nuevo proceso 
produce la misma razón de ruptura si se encuentra que en una muestra de 80 varillas 
producidas por el nuevo prpceso, 27 se rompieron al someterlas a la carga mencionada? 

14. ¿Era nonnal la muestra de la tabla 24.4, sección 24.3, tomada de una población nonnal? 

15. Comprobar los cálculos en el ejemplo 1. 

24. 11 PRUEBAS NO PARAMÉTRICAS 

Las pruebas no paramétricas, también denominadas pmebas sin distribución, son 
válidas para cualquier distribución; por tanto, son prácticas en casos en los que el tipo 
de distribución es desconocido, o se conoce pero de modo que no se cuenta con ningu-
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na prueba diseñada específicamente para estos casos. En esta sección se explicará 
la idea básica de tales pruebas, que se basan en "estadísticos de orden" y son muy 
sencillas. Si pudiera elegirse, las pruebas diseñadas para una distribución específi
ca, por lo general proporcionan m"'jores resultados que las pruebas no paramétricas; 
por ejemplo, esto es válido para las pruebas en la sección 24. 7 para la distribución 
normal. 

Se analizarán dos pruebas en términos de ejemplos típicos. Al deducir las distri
buciones usadas en la prueba, es esencial que las distribuciones de las que se muestrea 
sean continuas. (Las pruebas no paramétricas también pueden deducirse para distri-
buciones discretas, aunque es algo más complicado.) · 

Ejemplo ·1. Prueba del signo para la mediana. 

Una mediana es una solución .x = µ de la ecuación F(x) = 0.5, en donde Fes la función de distribución. 
Suponer que ocho operadores de radio fueron sometidos a una prueba, primero en recintos sin aire 

acondicionado y después en recintos c.on aire acondicionado durante el mismo .periodo de tiempo, y que 
las dife~encias de los errores (con aire acondicionado menos sin aire aco'ndicionado) fueron 

9 4 o 6 4 o 7 11 

Probar la hipótesis µ = O ( es decir, que el aire acondicionado no tiene ningún efecto sobre los resulta
dos) contra la aJtemativa .µ' > O (es decir, que en los recintos sin aire a.condicionado se obtienen rendi
mientos inferiores), 

Solución. Se elige el nivel de significancia ex= 5%. Si la hipótesis es verdadera, entonces Ía probabilidad 
p de obtener una diferencia positiva es la misma que para una diferencia negativa,, Por tanto, en este caso, 
p = O. 2, y la variable aleatoria 

X= Número de valores positivos entren valores 

tiene una distribución binomial conp = 0"5, La muestra dada tiene 8 valoresº Se omiten los valores O, que 
no contribuyen a la decisión. Entonces quedan seis valores, todos positivos. Como 

P(X = 6) = (!) (~.5) 6 (0.5)º = 0.0156 = 1.56% < a, 

entonces se rechaza la hipótesis y se afinna que el nUmero de errores cometidos en los recintos sin aire 
acondicionado es significativamente superior, de modo que es necesario considerar la instalación de aire 
acondicionado 1 

Ejemplo 2. Prueba para una tendencia arbitraria. 

Se utiliza cierta máquina para cortar trozos de alambre. Cinco trozos conse.cutivos tienen las longitudes 

29 JI 28 30 

Usando esta muestra, probar la hipótesis de que no hay tendencia alguna, es decir, que la máquina no 
tiende a producir trozos cada vez mas largos o cada vez más cortos .. Suponer que el tipo de máquina sugiere 
la alternativa de que hay una tendencia positiva, es decir. la tendencia de cortar trozos cada vez más largos. 

Solución. Se cuenta el nümero Pe transposiciones en Ja muestra. es decir, el número de veces en los que 
un valor mayor precede a uno menor: 

29 precede a ?-B ( 1 transposición), 

31 precede a 28 y a JO (2 transposiciones). 

) \ ') ) ) 
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Los tres valores muestrales restantes siguen en orden creciente Por tanto, en la muestra existen J + 2 = 3 
transposiciones, A continuación se considera la variable aleatoria 

T= Número de transposiciones, 

Si la hipótesis es verdadera (no hay tend~ncia), en.tonce_s_ cada una de las 5 ! = I.W pennutaciones de los 
cinco elementos 1 2 3 4 5 tiene la misma probabilidad ( 1/120). Estas permutaciones se disponen según su 
número d~ transposiciones: , 

T = O T= T=2 T = 3 

2 3 4 5 2 3 ? 4 2 4 3 2 5 4 3 

1 2 4 3 5 2 5 3 4 1 3 4 5 2 

1 3 2 4 5 3 2 5 4 1 3 5 2 4 

2 1 3 4 5 3 4 2 5 1 4 2 5 3 
4 2 3, 5 1 4 3 2 5 

2 1 3. 5 4, 1 5 2 3 4 

2 1 4 3 5 2 1 4 5 3 
2 3 1 ~ 5 2 1 5 3 4 etc. 
3 2 4 5 l 3 5 4 

2 3 4 1 5 
2 4 1 3 5 
3 1 2 5 4 

3 1 4 2 5 
3 2 1 4 5 
4 1 2 3 5 

Con base en lo anterior se obtiene 

P(T-;ái 3) = rtü + 4 + ..JL + JlL i2z9o 24%. 
120 120 120 

Por tanto, se acepta la hipótesis. 
Los valores de la función de distribución de Ten el caso en que no hay tendencia se muestran en la 

tabia AJ 3, apéndice 5. El método y aquellos valores se refieren a distri!>uciones continuas. Enton~es, 
teóricamente es posible esperar que todos los valores de una muestra sean diferentes. En la práctica, 
algunos valores 1nuestrales todavía pueden ser iguales debido al redondeo: Si m valores son iguales, se 
suma m(m - 1)/4 (= valor medio de la~ transposiciones en el caso de las pennutaciones de m elementos), 

es decir, 1/2 por cada par de valores iguales, 3/2 por cada tema, etc. 

Problemas de la sección 24.11 

l. ¡,Sop mejores los filtros para aire del tipo A que los del tipo B si en diez ensayos los A 
dieron aire más limpio que los Ben siete casos, los B dieron aire más limpio que los A .en 
1 caso, mientras que en dos de los ensayos los resultados para los A Y los B fueron prac-

ticamente iguales? · 

2. Probar si un interruptor termostático está ajustado correctamente a 20ºC contra la alterna
tiva de que su ajuste es demasiado bajo. Usar una muestra de 9 valores, de los cuales 8 son 

menores que 20°C y 1 es mayor que 20ºC. 
3. Probar ¡:¡ = O contra ¡:¡ > O, usando 1, -1, 1, 3, -8, 6, O (desviaciones del azimut (múltiplos 

de O.O I radianes] en alguna revolución de un satélite). 

4. A cada uno de I O pacientes se les administraron dos sedantes diferentes A y B. En la tabla 
siguiente se muestra el efecto (aumento del tiempo de sueño, medido en horas). Aplican
do la prueba del signo, investigar si la diferencia es significativa. 
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A 
B 

1.9 
0.7 

0.8 
-1.6 

1.1 
-0.2 

O. 1 
- 1.2 

-0.1 
-0.1 

4.4 5.5 
3.4 3.7 

1.6 4.6 
0.8 o.o 

3.4 
2.0 

Diferencia L2 2.4 1.3 L3 o.o 1.0 1.8 0.8 4.6 1.4 

5. Suponiendo que las poblaciones correspondientes a las muestras del problema 4 son nor
males, aplicar la prueba explicada en el ejemplo 3, sección 24. 7. 

6. ¿Un proceso de producción de tubos de plástico de longitud µ = 2 metros, requiere ajuste 
si en una muestra, 4 tubos tienen la longitud exacta, I 5 son más cortos y 3 son más largos 
que 2 metros? (Usar la aproximación normal de la distribución binomial; ver la sección 23, 7.) 

7. Realizar las cálculos del problema 6 sin usar el teorema del límite de De Moivre-Laplace. 
8. Plantear una prueba d~I signo para el cuartil inf~rior q,, (definido por la condición F(q,,) 

= 0.25). 
9. ¿Cómo procedería el lector en la prueba del signo si la hipótesis es µ = µ0 (cualquier 

número) en vez de µ = O? 
10. ¿Los aumentos en el precio de la leche conduce_n a una disminución en las ventas si las 

cifras diarias [galones] (ordenadas según el aumento diario a los precios) son como se 
muestra a continuación? 

79 76 42 60 65 49 34 56 28 

11. ¿La reacción de un proceso químico depende de la temperatura? (Probar contra una ten
dencia positiva.) 

Temperatura [ºC] 1 O 20 30 40 60 80 

Reacción kg/min 0.6 1.1 0.9 1.6 1.2 2.0 

12. Probar la hipótesis de que para cierto tipo de voltímetro las lecturas son independientes de 
la temperatura 7IºC], contra la alternativa de que tienden a aumentar con T. Usar una 
muestra de valores obtenidos al aplicar una tensión constante: 

Temperatura T [ºC] 10 20 30 40 50 

Lectura V [volts] 99.5 IOLI 100.4 IOÓ.8 1'01.6 

13. En un experimento de alimentos para cerdos, se registraron las siguientes ganancias en 
peso [Kg] de I O animales (ordenadas según cantidades crecientes de alimento suministra
das diariamente): 

20 17 19 18 23 16 25 28 24 22. 

Probar que no hay tendencia contra una tendencia positiva, 
14. ¿La cantidad de fertilizante incrementa el rendimiento de trigo X [kg/parcela]? Usar una 

muestra de valores ordenados según cantidades cada vez mayores de fertilizante: 

41.4 43.3 39.6 43.0 44.1 45.6 44.5 46.7. 

15. Aplicar la prueba del ejemplo 2 a los datos siguientes (x = contenido de disulfuro de un 
cierto tipo de lana, medido en porcentaje del contenido en las fibras no reducidas; y = 

contenido de agua de saturación de Ja lana, medido en porcentaje). 

X 1 10 50 80 100 55 15 30 40 

37 33 y 50 46 36 39 43 42 
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Hasta el momento se han estudiado experimentos aleatorios en los cuales se observó 
una sola cantidad (variable aleatoria) y se obtuvieron muestras cuyos valores eran 
simples números. En esta última sección del capítulo se analizarán experimentos en 
los que se observan o miden dos cantidades de manera simultánea, de modo que se 
obtienen muestras de pares de valores (xi' y 1), (x

2
, y

2
), • • • , (x", y). En la práctica es 

posible distinguir entre dos tipos de experimentos, como se muestra a continuación. 

l. En el análisis de correlación, las dos cantidades son variables aleatorias y se 
tiene interés en las relaciones existentes entre ellas. Algunos ejemplos son la relación 
(se dice "correlación") entre el desgaste X y el desgaste Y de los neumáticos delante
ros de un automóvil, entre las calificaciones Xy Y de los estudiantes en matemáticas 
y física, respectivamente, entre la dureza X de las placas de acero en el centro y la 
dureza Y cerca de los bordes, etc. (No se analizará esta rama de la estadística.) 

2. En el análisis de regresión, una de las dos variables, por ejemplo x, puede 
considerarse como una variable ordinaria porque puede medirse sin error apreciable 
o porque es posible asignarle valores deseados. x se denomina variable indepen
diente o, algunas veces, variable controlada porque es posible controlarla (fijarla 
en valores elegidos). La otra, Y, es una variable aleatoria, y se tiene interés en la 
dependencia de Y con respecto ax. Ejemplos típicos son la dependencia de la presión 
sanguínea Y con respecto a la edad x de una persona o, como se dirá a continuación, 
la regresión de Y sobre x, la regresión de la ganancia de peso Y de ciertos animales 
sobre la ración diaria de alimento x, la regresión de la conductividad calorífica Y del 
corcho sobre el peso específico x del mismo, etc. 

En general, en un experimento usualmente se eligen x 1, • • ·, x" y luego se obser
van los valores correspondientesy1, ···,Y,, de Y, de modo que se obtiene una muestra 
(x,, y,), · · · , (x,,, y), Así, en análisis de regresión la dependencia de Y sobre x es una 
dependencia de la mediaµ de Y sobre x, es decir, tal queµ= µ(x) es una función en el 
sentido usualmente aceptado. La curva de µ(x) se denomina curva de regresión de Y 
sobre x. 

En esta sección se analizará el caso más sencillo, el de una recta cuando 

(1) µ.(x) = Ko + K¡X· 

Entonces, es posible que se desee situar las valores muestrales como n puntos en el 
plano xY, ajustar una recta que pase por ellos y usar esta recta con el fin de estimar ¡1(x) 
en valores de x que revisten interés, de modo que se sepa qué valores de Y pueden 
esperarse para tales valores de x. No es posible ajustar a "simple vista" la recta, ya que 
sería subjetivo; es decir, los resultados de personas distintas serán diferentes, especial
mente si los puntos están dispersos. Así pues, se requiere un método matemático con el 
que se obtenga un resultado único dependiente sólo de los n puntos .. Un procedin1iento 
ampliamente usado es el método de los mínimos cuadrados desarrollado por Gauss. 
En la situación que se está manejando, este-método puede plantearse como sigue: 

Principio de los minimos cuadrados. La recta debe ajustarse a través de los puntos 
dados, de modo que la suma de los cuadrados de las distancias de esos puntos a la 
recta sea mínima, en donde la distancia se mide en la dirección vertical (la dirección y). 

1 
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A fin de obtener unicidad, se requiere una condición adicional. Para ver est""'' 
considerar la muestra (O, 1 ), (O, -1 ). Entonces todas las rectas y= k x con cualquier k 
satisfacen el principio. (¿Puede el lector ver por qué?) La siguiente

1 
suposición imp!i~ 

ca la unicidad, como se verá. 

Suposición general (A 1) 

Los valores x 1, • • • , x. en la muestra dada (x1, y 1), • • • , (x,,, y.} no son todos iguales. 
A partir de una muestra dada (x,, y 1 ), • • • , (x., r.), a continuacíón se determinará 

una recta por minimos cuadrados. La ecuación de esta recta se escribe como 

(2) 

y se denomina recta de regresión de la muestra porque es la contraparte de la recta 
de regresión de la población. 

Así la distancia vertical (medida en la dirección y) de un punto (x
1
, Y) de la 

muestra a la recta (2) se define como 

( ver Fig. S 18). 

Por tanto, la suma de los cuadrados de tales distancias es 

(3) 
n 

q = ¿, (yi - ko - k1x)2. 
j=l 

t 
;y 

Figura s·1 B. Distancia vertical del punto 
(xi' Y) a la recta y= k0 + k,x. 

En el método de mínimos cuadrados ahora es necesario determinar k
0 

y k, de modo 
que q sea mínimo. Por cálculo se sabe que una condición necesaria para lo anterior es 

aq aq 
(4) ak = O y ak = o. 

o l 

Se verá que, a partir de esta condición, para la recta de regresión de la muestra se 
obtiene la fórmula 

(5) 1 Y - Y = k1 (x -.:. x) 1 

en donde .x y Y son las medias de los ,valores x y y en la muestra de este caso, 

(6) 1 
- (x + · · · + xn) 11 1 

y 
1 
- (y + ... + Yn), 
11 1 

( 
¡ 

r ( e (.··· e e· e, n ('!. (;',([: 

PARES DE MEDICIONES. AJUSTE DE RECTAS 767 

y la pendiente k,, denominada coeficiente de.regresión, se define como 

(7) 1 
k = Sxy 1 

1 r 2 
1 u 1 1 

en donde la "covariancia de la muestra" está dada por 

(8) 

y 

(9) l n ¡ [ n l ( n )2] s2=--,2,(x.-x)2=-- ,2,x.2 __ ¿,xj . 
1 n-1 J n-1. 1 n. 

j=l J=l J=l 

Por(-?) se observa que la recta de regresión de la muestra pasa por el punto (x,y), por 
el que está determinada,junto con el coeficiente de regresión (7). Para la muestra de 
este caso, es posible denominar a s2 variancia de los valores x [de manera semejante 
a (2) en la sección 24A], aunque es necesario tener en cuenta que x no es una variable 
aleatoria, sino una variable ordinaria. 

Deducción de (5) y (7). Al derivar (3) y aplicar (4), primero se obtiene 

en donde se suma sobre} desde 1 hasta n. Luego se divide entre 2, cada una de las dos 
sumatorias se escribe como tres sumatorias y se consideran las que contienen a Y¡ Y 
x¡Y

1 
a la derecha. Así se obtienen las "ecuaciones normai'es" 

(10) 

nk0 + k 1 ¿,xi = ,2,Yj 

ko,2,Xj + k¡,2,x/ = ,2,XjY,¡· 

Éste es un sistema lineal de dos ecuaciones en las dos incógnitas k0 y k 1• El determi
nante de sus coeficientes es [ver (9)) 

n 
¿,xj ( )2 2 '°' - 2 = n¿,x.2 - ¿x. = n(n - l)s1 = n¿,,(xj-x) 
" 2 J J ¿,,Xj 

que es diferente de cero debido a la suposición (Al), de modo que el sistema tiene 
una solución única. Al dividir la primera ecuación entren y aplicando (6), se obtiene 

1 

-.11· ., 
' 
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k
0 
= Y - k1~· Junto con y= k

0 
+ k1x, lo anterior da (5). Para obtener (7), el sistema se' 

resuelve aplicando la regla de Cramer o por eliminación, con lo que se encuentra ;' 

(1 I) 

ENTR 

Tabla 24.12. 
Regresión de la disminución del volumen y [%] 
de piel sobre la presión x atmósferas 

Valores dados Valores auxiliares 

xi Yj x/ XjYj 

4,000 2.3 16,000,000 9,200 
6,000 4.1 36,000,000 24,600 
8,000 5.7 64,000,000 45,600 

10,000 6.9 J00,000,000 69,000 

28,000 19.0 216,000,000 148,400 

(C. E. Weir, Journ. Res. Nat. Bureau of Standards 45 (1950) 
468.) ' 

Así se obtiene (7)-(9) y se completa la deducción. 
[El estudiante puede demostrar la igualdad de las dos expresiones en (8) y (9); 

ver el problema I O.] 1 

Ejemplo 1. Recta de regresión. 

Se midió la diminución en el volumen y[%] de piel para ciertos valores fijos de alta presión x [atmósfe
ras]. ~~s resultados se muestran en las dos primeras columnas de la tabla 24.12, Encontrar la recta de 
regres1on de y sobre x. 

Solución. Se ve que n = 4 y se obtienen los valores x = 28 000/4 = 7 000, y = 19.0/4 = 4,75. 

s¡2 = .!.(216000000 - 280002) = 20000000 
3 4 3 

s = .!_ ( 148 400 _ 28 000 · 19) = 15 400 
:ry3 4 3'• 

Por tanto, k, = 15 400120 000 000 = 0,00077 y la recta de regresión es 

y - 4.75 = 0.00077(.x - 7000) or y = 0.000 77x - 0.64. 1 

Intervalos de confianza en análisis de regresión 

Si se de~ea_ obt~~er intervalos de confianza es necesario establecer suposiciones so
bre la d1stnbuc1on de Y (que no se han establecido hasta el momento; ¡los mínimos 

.,) i ) ( ) ) <' '¡ ·,1 . ) l, J, ~í ), ),·!, !, :)( '\ ')i 
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cuadrados constituyen un "principio geométrico", en donde no se im¡:ilÍcan probabi
lidades!) Se supone normalidad e independencia al muestrear: 

Suposición (A2) 

Para cada xfUa la variable aleatoria Y es normal con media 

(12) 

y variancia a 2 independiente de x. 

Suposición (A3) 

Las n ejecuciones del experimento mediante el que se obtiene una muestra (xi' y 1), • • • , 

(x , y ) son independientes. 
" ~

1 
en ( 12) se denomina coeficiente de regresión de la población, porque puede 

demostrarse que con las suposiciones (A 1 )-(A3) la estimación de máxima probabili
dad de K

1 
es el coeficiente de regresión k1 de la muestra definido por ( 11 ). 

Con las suposiciones (A 1 )-(A3 ), ahora es posible obtener un intervalo de con

fianza para K
1
, como se muestra en la tabla 24.13. 

Tabla 24.13. Determinación de un intervalo de confianza para k 1 en (1) bajo las 

suposii,iones (Al)-(A3) 

Primer paso. Elegir un nivel de confianza y (95%, 99%, u otro semejante), 

Segundo paso. Determinar la solución e de la ecuación 

(13) F(c) = !O + -y) 

a partir de la tabla de la distribución t con n - 2 grados de libertad (tabla A 1 O en 
el apéndice 5; 11 = tamaño de la muestra). 
Tercer paso. Usando una muestra (x,,y

1
), • • ·, (x,,,y,,), calcular (11- 1 )s

1 
a partir 

de (9), (n - 1 )s,!' a partir de (8), kl a partir de (7), 

(14) 

y 

(15) 

n 

(n - l)s/ = ~ y/ 
J=l 

(n - l)(s/ - k/s/). 

Cuarto paso. Calcular K = cJ q0 /(n - 2)(11- l)s~. El intervalo de confianza es 

(16) CONF {k1 - K ;;á K1 ;;á k1 + K}. 

) ' ) 
¡ ' 

1 
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Ejemplo 2. Intervalo de confianza para el coeficiente de regresión. 

Usnndo In muestra de la tabla 24 .12, dotenninar un intervalo de confianza para K aplicando el métod d 
la tabla 24.13 

1 0 

e 

Solución. Primer ¡,a.so. Se elige y= O. 95 
Seg1111do paso. La· ecuación ( 13) ~sume la fonna F(c) = O. 975 y la tabla AJ O en el apéndice 5 ' 
= 2 grados de libertad proporciona e= 430. ' con n -2 
Tercer paso. Del ejemplo I se tiene 3 s/ = 20 000 000 y k 1 = 0.00077. Con base en la tabla 24. 12 se calcula 

192 
3s2

2 = 102.2 - - = 11 95 4 . • q0 = 11.95 - 20 ooo ooo · 0.00077 2 = o .. 092. 

Cuarto paso. Así, se obtiene K = 4.30.JO 092 / 2 · 20 000 000 = O 000 206 y 

CONF {0.00056;;; K¡;;; 0.00098}. 

Problemas de la sección 24.12 

l. Ajustar una recta a simple vista. Calcular la distancia de detención de un automóvil que se 
desplaza a 35 millas por hora. 

x = Velocidad (mph) 20 30 40 50 

y= Distancia de detención (pies) 50 95 150 210 

En cada caso, encontrar y trazar la recta de regresión dey sobrex. 

2. (3, 3.5), (5, 2), (7, O), (9, 3) 3. (- 1, 1), (O, 1. 7), (1, 3) 

4. (11, 22), (15, 18), (17, 16), (20, 9), (22, 10) 

5. Numero de revoluciones (por minuto) x y potencia y [hp] de un motor diese!. 

X 1 400 500 600 700 750 

Y 580 1030 1420 1880 2100 

6. Defonnación x [mm] y dureza de Brinell y [kg/mm'l de cierto tipo de acero. 

X 1 6 9 1 J 13 22 26 28 33 35 

Y 68 67 65 53 44 40 37 34 32 

En cada caso, encontrar un intervalo de confianza del 95% para el coeficiente de regresión K" 

usando la muestra dada y considerando que se cumplen las suposiciones (A¡) y (AJ). 
1 

7. x = Humedad del aire[%], y= Dilatación de la gelatina [%J. 

10 20 30 40 

0.8 '1.6' 2.3 2.8 

8. La mu,¡stra del problema 5. 

9. La muestra del problema 6. 

10. Deducir la segunda expresión paras,' en (9) a partir de la primera. 

Cuestionario y problemas de repaso,del capítulo 24 

l. ¿Por qué Y cómo se aplicó la teoría de probabilidad en estadística? 

2. ¿Qué son las estimaciones puntuales? ¿Y las estimaciones por intervalos? 

CUESTIONARIO Y PROBLEMAS DE REPASO DEL CAPÍTULO 24 

3. ¿Qué significa "prueba estadística"? ¡,Qué errores ocurren al ejecut~r pruebas? 
4. En general, ¿qué sucede con respecto a los errores en las pruebas si se toman muestras 

más grandes? 
5. ¿En qué casos se usó la distribución t? 
6. ¿Qué es la prueba x'? Proporcionar un simpie eje111piu úc memoria. 
7. ¿Qué son las pruebas no parnmétricas? ¿Cuándo es necesario aplicarlas? 

8. ¿Qué se entiende por pruebas unilaterales y bilaterales? Proporcionar ejemplos. 

9. ¿Qué se entiende por "bondad de ajuste"? 
10. El control de calidad es un tipo de prueba, Explicar este hecho, 
l l. En el muestreo de. aceptación se usan principios de pruebas. Explicar· este hecho. 

12. ¿Qué es el nivel ·de signiticancia de una prueba? ¿Cómo debe elegirse? 

1.3. ¿Qué es el poder de una prueba'.' ¿Qué debe hacerse si es bajo? 
14. ¿También es posible aplicar pruebas de la distribución nonnal a otras distribuciones? 

Explicar este hecho. 
15. De memoria, explicar la idea de estimación de máxima probabilidad. 
lb. ¿Por qué en general pueden obtenerse mejores resultados en la ejecución de pruebas si se 

toman muestras más grandes? 
17. ¿De qué manera la longitud de un intervalo de confianza depende del tamaño de la mues-

tra'? ¿Y del nivel de confianza? 
18. ¿Qué es el principio de minimos cuadrados de Gauss (que descubrió cuando tenia 18 años 

de edad)? 
19. ¿Por qué simplemente no se ajusta a simple vista una recta que pasa por puntos dados? 

20. ¿Por qué se toman muestras? 
21. Para ilustrar que s2 mide la dispersión, calcular s2 para las dos muestras 108, 11 O, 112 Y 

100, JI O, 120 y comparar los resultados. 
22. Trazar un histograma de la muestra 2, 1, 4, 5 y adivinar .:i' y s mediante la inspección del 

histograma Luego, calcular x, s2 y s 
Encontrar la media, la variancia y el intervalo de variación de las muestras: 

23. 1 JO 

24. 43 

25. 1.6 

120 

51 

1.8 

100 

50 

l. 7 

90 

47 

L5 

46 

100 110 130 110 90 100 

1.4 1.2 1.7 1.6 

Encontrar las estimaciones de niáxima probabilidad de la media y la variancia de una distribu

ción nonnal, usando la muestra: 

26. 5 4 6 5 3 5 7 4 6 5 8 6 
27. 12 16 15 17 16 15 16 14 17 10 18 15 16 14 20 18 

28. Detenninar un intervalo de confianza del 95% para la mediaµ de una población nonnal 
con variancia o'= 16, usando una muestra de tamaño 400 con media 53 

29. ¿,Qué sucede a ta longitud del intervalo del problema 28 si se reduce el tamaño de la 

muestra a 100? 
30. Detenninar un intervalo de confianza del 99% para la media de una población nonnal con 

desviación estándar 2.2, usando la muestra 28, 24, 31, 27, 22. 
31. ¿Qué intervalo de confianza se obtiene en el problema 30 si se supone que se desconoce 

la variancia? 
32. Suponiendo nonnalidad, encontrar un intervalo de confianza del 95% para la variancia 

8 

partir de la muestra 145,3, 145 .. 1, 145A, 146.2, 
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Suponiendo que las poblaciones a panir de l:I que se obtuvieron las siguientes muestras so 
normales, detenninar un intervalo de confianza del 95% para la media ¡r de la población. 

33. Contenido de nitrógeno[%] del acero O. 74, O. 75, O. 73, O. 75, O. 74, O. 72. 

34. Un muestra de diámetros de 10 empaques con media 437 y desviación estándar 0.157 cm.,. 

35. Densidad [g/cm'] del carbón de hulla 1.40, 1.45, 1.39, 1.39, 1.44, 1.38. 

36. ¿Qué tamaño de muestra es necesario usar en el problema 34 si se desea obtener un i 
intervalo de confianza de longitud 0.1? · 

37. El calor especifico del hierro se midió 41 veces a una temperatura de 25"C. La muestra · 
tenía una media de 0.106 [cal/g "C] y desviación estándar 0 .. 002 [cal/g "C].. ¿Qué puede 
afinnarse con una probabilidad de 95% sobre el posible tamaño del error si se usa esa ·• 
media de la muestra para calcular el verdadero calor especifico del hierro? 

38. Detenninar un intervalo de confianza del 95% para el porcentaje de automóviles que 
circulan en una autopista y tienen mal ajustados los frenos, usando un muestreo aleatorio 
de 1000 automóviles detenidos en un retén en esa autopista, de los cuales 188 tienen mal 
ajustados los frenos. 

Suponiendo que las poblaciones a partir de la que se obtuvieron las siguientes muestras son 
normales, determinar un intervalo de confianza del 99% para la variancia p 2 de la población. 
39. Dureza de Rockwell de brocas para herramienta 64.9, 64.1, 63.8, 64.0 

40. Una muestra de tamaño 11 = 128 con variancia s 2 = 1.921. 

41. Usando una muestra de JO valores con media 14.5 tomada de una población nonnal con 
variancia cr' = 025, probar la hipótesisµ"= 15.0 contra la alternativaµ,= 14.5 en el nivel del 5%. 

42. En el problema 41, cambiar la alternativa aµ;,, 15.0 y ejecutar la prueba como antes. 

43. Encontrar el poder de la prueba en el problema 41. 

44. Usando una muestra de 15 valores con media 36 . .2 y variancia 0.9, probar la hipótesis µ
11 

= 35.0 contra la alternativaµ,= 3 7.0, suponiendo nonnalidad y tomando a= 5%. 

45. Usando una muestra de 20 valores con variancia 8.25 de una población nonnal, probar la 
hipótesis cr; = 5.0 contra la alternativa cr, 2 = 8 .. 1, eligiendo a= 5%. 

46. Una empresa vende pintura en botes que contienen 1 kg de pintura por bote, y está intere
sada en conocer si el peso medio difiere significativamente de 1 kg, en cuyo caso debe 
ajustarse la máquina llenadora. Establecer una hipótesis y una alternativa y ejecutar la 
prueba, suponiendo nonnalidad y usando una muestra de 20 operaciones de llenado que 
tiene una media de 991 g y desviación estándar de 8 g. (Elegir a= 5%.) 

47. Si una muestra de 100 neumáticos de cierto tipo tiene una vida media de 26 000 km y 
desviación estándar de 2000 km, ¿puede el fabricante afinnar que la verdadera vida me
dia de tales neumáticos es mayor que 25 000 km? Establecer y probar la hipótesis corres
pondiente eligiendo a= 1 %. 

48. Tres especímenes de concreto de alta calidad tienen una tesistencin a la compresión de 
357, 359 y 413 [kg/cm2], y para tres especímenes de concreto nonnal los valores fueron 
346, 358 y 302. Probar la igualdad de las medias de la población, µ 1 = µ 2, contra la 
alternativa µ 1 > µ,. (Suponer nonnalidad e igualdad de las variancias. Elegir a= 5%.) 

49. Usando muestras de tamaños 1 O y 5 con variancias s,' = 50 y s,' = 20, y suponiendo 
nonnalidad de las poblaciones correspondientes, probar la hipótesis H": cr

1
2 = o,' contra la 

alternativa cr 1
2 > cr ,', Elegir a= 5%. 

50. Establecer un diagrama de control (encontrar el LIC y el LSC) para la media de una 
distribución normal (longitud de tomillos) con media 5.00 cm y desviación estándar 0.03 
cm, para una muestra de tamaño n =· 8. 

51. En un diagrama de control, ¿qué efecto sobre LSC - LIC se obtiene para la media tiene si 
se duplica el tamaño de la muestra? ¿Y si se cambia de a= 1 % a a= 5%? 

RESUMEN DEL CAPÍTULO 24 7i;3 

52. Las siguientes muestras de tornillos (longitud en pulgadas) se tomaron de una producción 
de sal.ida: 

Muestra No. 

Longitud 
3.49 
3.50 

2 

3.48 
3.47 

3 

3.52 
3.49 

4 

3.50 
3.51 

5 

3.51 
3.48 

6 

3.49 
3.50 

7 

3.52 
3.50 

8 

3.53 
3.49 

Suponiendo que la población es nonnal con media 3.500 y variancia 0.00.04, establecer un 
diagrama de control para la media y sobre éste trazar la gráfica de las medias de la muestra. 

53. Un consumidor verifica empaques por medio de un plan de muestreo simple en el que se 
usa un tamaño de muestra igual a 40 y un número de aceptación de 1. Usando la tabla A6 
del apéndice 5, calcular la probabilidad de aceptación de lotes que contienen los siguien
tes porcentajes de empaques defectuosos: 0.25%, 0.50%, 1 %, 2%, 5%, 10%. Graficar la 
curva CO. (Usar la aproximación de Poisson.) 

54. Lotes de tubos de cobre se inspeccionan según un plan de muestreo simple en el que se 
usa un tamaño de muestra igual a 30 y un número de aceptación de 1. Graficar la curva 
CO del plan, usando la aproximación de Poisson. 

55. Graficar la curva CSP en el problema 54. Determinar el LCSP, suponiendo que se aplica 
rectificación. 

56. Realizar el trabajo requerido en el problema 54 si 11 = 35 y e= O. 
57. Si en cierta semana los clientes que asistieron a un banco de lunes a viernes fueron 2680, 

1600, 2020, 2250, 3650, ¿es posible afirn1ar al nivel del 1 % que la variable aleatoria X= 
Número de clientes diarios tiene la misma probabilidad (0.2) para cada día de la semana? 

58. Repetir la prueba del problema 57 para el modelo más razonable de qué las··cinco proba
bilidades son 0.22, 0.14, 0.16, 0 .. 18, 0.30, respectivamente, eligiendo a= 1 %. 

59. ¿Una cortadora automática tiene la tendencia de cortar trozos metálicos cada vez más largos si 
las longitudes de los especímenes subsecuentes [pulg] fueron 10.1, 9.,8, 9.9, l 0.2, 10,6, 10.5? 

60. ¿La muestra 4.8, 4. 7, 4.9, 5 .. 1, 4.6, 5.0 (ordenada según cantidades crecie~tes de irriga
ción) indica que la producción de maíz por metro cuadrado aumenta con el incremento de 

irrigación? 

Resumen del capítulo 24 

Estadística matemática 

Para un experimento en el que se observa alguna cantidad (número de de_fec
tuosos estatura de las personas, etc.) hay asociada una variable aleatona X 
cuya distribución de probabilidad está definida por una función de distribución 

(1) F(x) = P(X ;;;; x) (Secc. 234) 

que para cada x proporciona la probij.bilidad de .. qué X asuma cualquier valor 
que no excedax. En estadística se consideran muestras aleatorias xi'· · , x,, de 
tamaño 11 mediante la ejecución del experimento n veces (secciones 242, 24.3). 
El objetivo es, a partir de las propiedades de muestras, obtener conclusiones 
sobre propiedades de la distribución de la X correspondiente (sección 24.1 ). Lo 
anterior se lleva a cabo calculando estimaciones puntuales o intervalos de con
fianza, o efectuando una prueba para parámetros (µ y cr' en la distribución 
normal, p en la distribución binomial, etc.), o por medio de una prueba para 

funciones de distribución. 

"1,"'') t'"J ,"") {") ,~ ,"') ,;'>r.) e~ t:) «º:, ,·''),''"), ··"'): :'i), "''D. :,s,r,;;J, ,,:0 /~).'.::".)(_'''\ '9t'\:?:\<)(?\~:);f")( '.''\\:J\t)(':\ i')\ (J\ ,:) ,:') ')1 ), 
'·· '·...-.,.,---~·,:,,.~.......,..-~-. ~-.~ .,.~-.-:,~r-.,,,.. ........ ~_,,.,..,...~,......-.,..,.~-·r:1~....,..,.~..,,,,.._~=~~,.1n;,......-,~Q~:;,~....,,r..-~'r.'O"'r,,;,-l"'i':'"~-, .• ,-·e 

1 ~, \ 
:, 1 ) 

·'1 ·:/. ··"', ..··1 e 

'· ! ( 

1 



,:-, --
) __ 

~.'! _./· -

e ( ( ( 

7-74 

( ( ( ( ( ( ( ( ( ( - ( e e ( ; : ' 

ESTADÍSTICA MATEMÁTIC,0::: 

Una estimación puntual (sección 24.5) es un valor aproximado de un 
parámetro en la distribución de X que se obtiene a partir de una muestra. Por 
~jcn1plo, Ja rnedia de la n1uest.ra (sección 24,4) 

(2) 
1 n 1 

X = -;; L xi = -;; (x¡ + ... + xn) 
.1= 1 

es una estimación de la media µ de X, y la variancia de la muestra (sección 
24.4) 

(3) 

n 

" (x - x) 2 
n-1:¿_, j 

J=l 

1 
-- [(x - x)2 + . ' . + (xn - :X)2] 
n - 1 1 

es una estimación de la variancia cr' de X. La estimación puntual puede efec
tuarse por medio del método de máxima probabilidad básico (sección 24.5). 

Los intervalos de confianza (sección 24.6) son intervalos 9 1 ;;á 9 ;;á e, con 
puntos extremos calculados a partir de una muestra tal que con una elevada 
probabilidad y que puede elegirse (95%, por ejemplo), se obtiene un intervalo 
que contiene el valor verdadero desconocido del parámetro 9 en la distribución 
de X. Este intervalo se denota por CONF { 9 1 ;;á 9 ;;á e,}. 

En una prueba para un parámetro se prueba.una hipótesis 9 = 9
0 

contra una 
alternativa 9 = 9

1 
esta notación no guarda ninguna relación con la 9

1 
anterior y 

luego, con base en una muestra, la hipótesis se rechaza (o no se rechaza) en 
favor de la alternativa (sección 24. 7). Como cualquier conclusión sobre X que 
se obtenga a partir de muestras, lo anterior puede implicar errores que condu
cen a una decisión falsa, como sigue. Existe una pequeña probabilidad (que es 
posible elegir, por ejemplo 5% o 1 %) de que se rechace una hipótesis verdade
ra, y existe una probabilidad (que es posible calcular y disminuir tomando 
muestras más grandes) de que se acepte una hipótesis falsa. ex se denomina 
nivel de significancia y 1 - /3, poder de la prueba. Entre muchas aplicaciones, 
la prueba se utiliza en control de calidad (sección 24.8) y en muestreo de 
aceptación (sección 24.9). 

Si se .desconoce no solamente un parámetro sino también el tipo de distribu
ción de X, es posible usar la prueba ji cuadrada (sección 24.1 O) para probar la 
hipótesis de que alguna función F(x) es la función de distribución desconocida 
de X Lo anterior se lleva a cabo determinando la discrepancia entre F(x) y la 
función de distribución F(x) de una muestra dada. 

Las pruebas no paramétricas o "libres de distribución" son pruebas que se 
aplican a cualquier distribución, ya que se basan en ideas combinatorias .. En la 
sección 24.11 se analizaron dos de tales pruebas. 

Por último, en la sección 24.12.se abordaron muestras que constan de pares 
de valores, según se presentan si de manera simultánea se consideran dos can
tidades, y se proporcionó una introducción al análisis de regresión. Una de 

.) :·1 

e, e· f¡ 1_ f~, -C} e, ( (: (, r,, ( ( / 
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estas dos cantidades es una variable ordinariax y la otra, una variable aleatoria 

Y cuya media depende de x, 

A partir de una muestra dada (x,, y,), · · · , (x,,, y,,) es posible obtener como 
análoga la recta de regresión de la muestra 

(4) y - y = k 1 (x - :X) 

con ; = ( .1r)ln, y= ( y)ln , por medio del principio de mínimos cuadrados de 

Gauss. 
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Respuestas a los 
problemas impares 
Problemas de la sección 10.1, página 25 

l. 2'1T, 2'1T, 7r, 'IT, 2, 2, 1, 1 

19. O 

17. O (n par ), 2/n (n impar) 

21. n[( - l)ne-" - 1)/(1 + n 2) 

23. [( - ¡¡ne" - 1)/(1 + n 2 ) 

25. O (n = O), rrln (n = I, 3, · · ·), -1rln (n = 2, 4, · · ·) 

Problemas de la sección 10.2, página 34 

l. .!. + 3. (cos x - .!. cos Jx + .!. cos Sx - + · · ·) 
2 1r 3 5 

3 . .!. + 3. (sen x + ! sen 3x + .!. sen 5:r + · · ·) 2 1r 3 5. . 

5. _i (cos x - .!. cos 3x + .!. cos Sx - + · · ·) 
1r 3 5 

7. 2 ( sen x - t sen 2x + i sen 3x - ¡ sen 4x + - · · ) 

rr2 
( l 1 1 9. 3 - 4 cos x - 4 cos 2x + 9 cos Jx - 16 cos 4x + - .. ·) 

CC.\ L:,,• 

11. 2 [('IT2 

- ~) senx - ('IT2 
- ~) sen 2x + ('IT2 

- ~) sen 3:r - + · · ·] 
1 13 2 23 3 3 3 · 

2 . 1 2 1 2 
13. ; sm x + 2 sen 2x -

9
'1T sen 3:r - 4 sen4x + 

25
7r sen5x + 

15. - sen x - - sen 3x + - sen Sx - + · · · 4 ( 1 1 ) 
1r 9 25 

Problemas de la sección 10.3, página 37 

l. ; ( sen 'ITX + i sen3rrx + i sen5nx + · · -) 

4 ( rrx 1 31rx I Srrx 
3. 1 + ; sen 2 + 3 sen -

2
- + 5 sen 2 + 

783 
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5. i + : 2 ( COS 1TX - ¡ COS 21TX + ~ COS 31TX - + • • -) 

7. -
4
1 

- \ (cos 1TX + -
9
1 

cos 31Tx + · · ·) + J. (sen 1TX - .!. sen z.,,.x + "'."' ... ·) 
1T 1T 2 ~ 

9. - : 2 ( cos 1TX + i cos 37rx + · · -) + ; ( 2 sen 1TX - i sen 27rX + ,-· :· ;-) 

12 ( 1 1 1 ) 11. 1 -- 1T2 COS 1TX - 4 COS 21TX + 9 COS )1TX - l6 COS 41TX + - ' • · 

13. 4 (-
2
1 

-
1
• ) COS 2?T.X - ) 

1
• 4 I . .. • . ·) COS 1TX - S0 COS 61TX -

17. Escribir , por x en el Ejemplo I y hacer,= x- 1. 

Problemas de la sección 10.4, página 42 

l. Par: lx31, x 2 cox nx, cosh x. Impar .x cox n.x, se.nh x, xlxl. 

3. Impar 5. Impar 7. Par 9. Ninguna de ambas cosas 11. Ninguna de ambas cosas 

13. 1/(1 - x 2) + x/(1 - x 2) 15. cosh kx + senl1 kx 

k 2k ( 1 1 25. 2 + :;; cos x - 3 cos 3x + 5 cos 5x - + .. ·) 
27 •. ; ( sen x - i sen Jx + 2

1

5 sen 5.x - + · · ·) 

29. 1T
6

2 
- i cos x - ~ cos 2x + _.±_ cos 3x 2 4 

.,,. 
2

2 33.,,. + 42 cos 4x - 53.,,. cos 5x + 

1r2 1 1 1 
31. 12 - cos X + 4 CDS 2x - 9 cos 3.x + 16 cos 4x - + ... 

Problemas de la sección 10.5, página 46 

l. - sen- +·- sen - + - sen + · · · 4k ( 1rx I J,rx 1 51rx ) 
.,,. L 3 L 5 

2L2 
[( 4 )' 1TX 1 21TX (J 4 ) )1TX J 47rX 

3. --:;;- 1 - .,,.2 sen L - 2 sen L + 3 - 3 3.,,.2 sen L - 4 sen L + 

5. 
2

L (sen~ + .!. sen 
2

"x + .!. sen 3"x + , ·· ·) 
1r • L 2 L 3 L. 

7. (1 + ;) senx - ~ sen2x + (i -
9
2
.,,.) senJx - ¡ sen4x + 

9. 4
L (_!_ sen~ - _!_ sen J,rx + _!_ sen 51rx - + · · ·) 

7T2 ¡ 2 L. 32 L. 52 l. 

L. 4L ( 1TX 1 3,rx 1 51Tx ) 
11. 2 - .,,.2 cos --¡: + 9 cos T + 25 cos T + · · · 

L 2 4L 2 ( 1TX ) 27rX . J 37TX 1 4,rx 
13. 3 - -;F cos --¡: - 4 cos T .:¡. 9 cos T - 16 cos T + - . '-) 
15 . .!. - I (cos ~ - .!. cos 3

rrx + .!. cos 5
1rx - + .. ·) 

27T l. 3 L 5 L. 

RESPUESTAS A LOS PROBLEMA~ IMPARES 

1 2L 
17. ªo= -L(e/. - )), ªn = lz· 2·2l(-l)neL - )] . + n .,,. 

2 4 ( 1 21TX ) 47rX ) 61TX 
19. ; - ; 1-3 cos 7 + 3-5 cos L + 5 . 7 cos L + 

Problemas de la sec.ción 10.6, página 49 

l. Use (7). 

5. i i ( - l)n ei= 
n 

n""'-cc 
nro· 

.,,.2 
9. 3 + 2 ~ 

'J.i m ) 
3. - - L ~ e<2n+lli,,: 

1T 211 + 1 n- -l;lll 

.. 1 
1. 7f + ; 2: - ei= 

11 p= -m 

11..io 

Problernas qe la sección 10.7, p;:ígina 52 

3, y = C 1 <;os w/ + C2 sen wt + A(w) sen t, A(w) = J/(w 2 - 1), 
A(0.5) s= - 1,33, ,4.(0,7) = -1.96, A(0.9) = -5.;3, ;\.(1,1) = 4,8, 
A(l.5) = 0.8, A(2) = 0.33, A()O) = 0.01 

N a 
5. y =.C1 coswt + C;zsenwt + L ~¡;osnt 

n~l 

7. y = C 1 cos ¡,,t + C 2 s~n wt 

1r 4 ( 1 1 
+ zw2 + ; w 2 _ 1 <;os t + ?(w2 _ ?-> cos ;3t + 

9. y 
1 - n 2 ne 
-D-- ªn cos nt + D p

11 
sen nt, D = (1 - n 2

)
2 + n2c2 

p. y 
Je 8 

64 + 9c 2 i;:os 3/ - 64 , + 9c2 sin 3t 

13, y= 
m [<- ])ne (- l)n(I - n2) J L ~D cos nt - 3b . sen ni , f;\ ;= O - n2)2 + n 2c 2 

n=l n n 11 ·n 

m 240(10 - 11 2) L (An cos nt + Bn sen nt), An = (- l)n+l 
112

P , 
n=l n 

15. I = 

( - l)n + 12400 
B = · D · , Dn = (10 - n 2)2 + 100112 

n n n 

Problemas de la sección 10.8, página 56 

J. F = i [senx + .!. sen3x + ··,+_!_sen Nx] 
1r 3 N 

(Himpar) 

S. F ;= 2 ( sen x - ~ sen 2x + · · · + 
E* = 8, 5, 3.6, 2.8, 2.3 

(-l)N+l ) 
.N S!!f]N.t; • 

_) ,) .,·~ tp 
' 

i 
) 
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7T2 ( 1 ¡ (-l)N+l ) 
7. F = 3 - 4 cos x - ;¡: cos 2x + 9 cos 3x - · · · + N 2 cos Nx , 

E* = 4. 14, 1.00, 0.38, 0.18, 0.10 

F = I sen x + .!. sen 2x - ~ sen 3x - sen 4x + ~ sen 5x + · · · , 9
• 7T 2 9tr 4 257T 

E*=~;- ?T[:2 + ¡ + 81: 2 - / 6 + 62;7T2 + · · ·l 1.311,0.525, 

0.509, 0.313, 0.311 

15. Usar la serie de Fourier cos 3 x = i cos x + i cos 3x. 

Problemas de la sección 10.9, página 65 

9. I f 00 

[(1 - ~) sen w + 3: cos w] cos wx dw 
1r

0 
w w w 

2 J"" [ª sen aw cos aw ·- 1 J 11. ; 
0 

--w-- + w 2 cos xw dw 

13. A = I J"" cos w~ dv = e-w (w > 0), 
?T

0 
l+v 

f(x) = f 00

e-w cos wx dw 
o 

15. f(ax) = Jao J"" (p) dp ~(w) cos axw dw = A - cos xp -, en donde wa = p. 
o n a a 

Si de nuevo se escribe w en vez de p, se concluye el resultado. 

d
2
A 2 r"" 17. Al derivar ( 1 O) se obtiene -- = - - f*(v) cos wv dv, f*(v) 

dw2 rr.o 
v 2f(v), y 

Re concluye el resultado. 

Problemas de la sección 10.1 o, página 70 

l. \,/fi; (sen 2w - 2 sen w)lw 
7. e- w y:;¡¡::j_ 

3. y;¡¡;;. (aw senaw + cos aw -- 1) / w2 

9. \,/fi; [(2 - w 2) cos w + 2w sen w 2]/w3 

11. y:;¡fj_ si O < w < ?T, O si w > rr 

13. y:;¡¡::j_ cos w si JwJ < rr/2, O si JwJ > ?Tl2 

17. "1./:;:Ji e -w cos w 19. No 

Problemas de la sección 10.11, página 77 

l. 1/(1 + iw)\/2"; 3. \,/fi; (2 - w)- 1 sen (2 - w) 

5. [-1 + (1 + iaw)e-iªw]lw2 vz:;;: 7. ¡yz¡;;. (cos w - 1)/w 

Capítulo 10 (cuestionario y problemas de repaso), página 82 

1 2 ( 1 1 ) 17. 2 - ; sen x + 3 sen 3x + 5 sen 5x + · · · 

2 ( 2 1 I 2 19.; senx - 2 sen2x + 3 sen3x + 5sen 5x - 6 sen6x + .. -) 

( ( ( (, ( ( ( t'' ( ( ( 

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARES 

21. f - ; ( COS X + i- COS Jx + ; 5 COS 5x + " ' -) 

. 1 ~--- sen x -r 
2 

sen .G..A. ! sen 3x + ! sen 4x - + 
3 4 

25. ; ( cos x + i cos 3x + 
2
1

5 
cos 5x + · · ·) 

,r2 2 1 2 1 
27. 12 ; cos x - i:2 cos 2x + 33 ,r cos 3x + 42 cos 4x -

29. ~-- ($en x + _!_. sen3x + _!_. sen5x + · · ·) 7T . 33 53 

31. -; ( sen 1rx + 1 sen 3rrx + i- 5rrx + · · -) 

33. 4 ( 7T 1 1 37T ; sen 2 x - 2 sen rrx + 3 sen 2 x + .. ·) 

35. .!. - _3_ (cos 1rx + .!. cos 31rx + · · ·) - -_
1 

(sen 1rx - .!. sen 2rrx + - · · ·) 
41r2 9 tr 2 

37. -~ (cos 1rx + 7T2 i- cos 3?Tx + · · -) + ; ( 2 sen 1rx - i sen 211:x + - · · -) 

39. _.!. + ~ (cos 1rx 
3 7T2 

- .!. cos 211:x + 
4 

i- COS 3 1TX - + · " ") 

41. tr/4 4.3. 1r3/32 

+ ; ( sen 1rx - i sen 2 rrx + - · · ·) 

47. 5.168, 0.075, 0.075, 0.012, 0.012, 0.004 

+ _'.C_ - --1- cos t + I cos 21 - + · · · 49. y = C 1 cos wt + C2 sen wt 12w2 w2 _ 1 4(w2 - 4) 

Problemas de la sección 11.1, página 89 

25. u = f(x) 

29. u = e(y)e"'2Y 

33. u = e = eonst 

27. u"' = f(y), u = xf(y) + g(y) 

31. u = v(x) + w(y) 

35. u = ex + g(y) 

Problemas de la sección 11.3, página 99 

l. u = 0.02 cos t sen x 3, u = k(cos t sen x - cos 21 sen 2x) 

5. u = ~ (.!. cos 21 sen 2x 
5tr 4 

1 1 

36 
cos 61 sen 6x + 

100 
cos 101 sen IOx - + .. ·) 

7. u = : ( cos t sen x + ; 3 cos 31 sen 3x + ; 3 cos 5 t sen 5x + · · ·) 

9. u = 12k[ ( 
1
~ -

1 
~1r) cos t senx + (~ - 3 ~7T) cos 31 sen 3x + · · ·] 

11. u = 0.1 sen x (cos r - 2 sen 1) 15. 27, 960/1r6 = 0.9986 

17. u = kec(z+y> 19. u = k exp [e(x2 + Y2
)] 

21. u = kyce<"' 23. u = k exp (ex + y/e) 
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Problemas de la sección 11.4, página 104 

9. 17.5n ciclos/s 13. u = f 1(x) + J2(xy) 

15, u= XÍ¡(X - y)+ f2<x - y) l7. u= Í¡(X +y)+ f,¡.(3x + y) 

8L
2 

( (,r)
2 

1rx 1 (37T)2 3 ) 23. u = -:;:;:r cos e L t sen 7,- + J3 cos e L r sen ¡x + ... 

25. u(O, t) = O, u(L, t) = O, u;r(O, t) = O, u:r(L, t) = O 

27{3L- 3 5 7 (' • • - z1r, z7T, z7T, · · · mas exactamente4.730, 7.853, 10.996, .. ·) 

29. f3L = !1r, j1r, !1r, · · · (más exactamente 1.875, 4.694., 7.855, · · ,) . 

Problemas de la sección 11.5, página 116 

3. A/ = (In 2)/10, c 2 = 0.00702L~ 

5. L1 = sen Q. f 7TX e-l 752rr2
ti!OO 

40 ( 2 1 7. u = 7T2 sen U. l 1rx e-O.Ol752rr t - 9 sen 0.3,rx e-O.Ol752(3rrl't + - .. -) 
9. u = :~ (s.en O.J1rx e-o.m752.rr2< + 

3
1
3 

sen o .. 37Tx e-o,01752(3rr>'• + .. -) 

11. Como las temperaturas en los extremos se mantienen constantes, la temperatura tiende a una 
distribución de estado estacio.nario (independie.nte del tie,np,o) u1(x) cuando t ~ oo, y 111 = u, 
+ ( U2 - U,)xll., la ~o lución de ( 1) con cJ11/cJt =Oque satisface. las conqiciones en la frontera. 

15, u =;, 1 17. u = 0.5 cos 2x e-4t 

19. u = :!. - ! (! cos 2x e- 4t + ..!... cos 6x e-36t + .. ·) 
4 rr 4 36 

21. u = ,:!.
8 

+ (1 - I) cos x e-t ~ !. cos 2x e-4< - (l + 2,) cos 3x e-9t + 
1r 1r . 3 97T 

25. w = e-/3< 27, - :7T f !1B": l;'-A~'t 
n=l 

;29. 2.?7, 0.52, O.JQºC 31. u = (sen i1rxsen,h i1ry)/senh1r 

33 , u= ?O i--l-sen(2n - l),rxsenh[(2n - J}ey/24] 
1T n- l 2n - 1 24 senh(2n - 1)1r 

35. u(x, y) = i A sen!!:!!!_ senh n1r(b - y) 
~ .... 1 n a a ' 

2 Jª n1rx An = nh ( b. l ) f(x) sen -,-. dx a se n1r a 
O 

a 

_ &! ; A senh (n1rx/24) mry 
37. u(x, y) - x + .L.J . cos --

24 n=l n senh n,r 24 ' 

1 M I M n 
Ao = 24 J f(y) dy, An = 12 J f(y) cos t: dy 

o o 

39. u= ¿ 
n=O 

1 " 
A 0 = ,- J f(x) dx, 

7T o 
2 " 

An = - J .f(x) cos nx dx, 
7T o 

n = 1, 2, · · · 

i 

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARES 

Problemas de la sección 11.6, página 123 
1 J(b-;r)/, ' 1 J(b+:r)/T 

7. -- e-w' dw - -- e-w• dw 
y; (a-x)lt Vrr (a+x)/,-

2 2 Joo ] 2 2 
11. A(p) = (I 2), B(p) = O, u = - -

1
--2 cos px e-e P I dp 

7T +p 7To +p 

2 sen p ' 2 Joo sen p :L.2 
13. A(p) = ---, B(p) = O, u = - -- cos px e-e P ' dp 

1Tp 1T o p 

Probiemas de ia secdón 11.8, pagina 134 
l. e aumenta, así como la frecuencia. 

5. c1r V260 (eigenfunciones correspondientes F 4,16; /\6,14), etc. 

7. A = ab, b = Ala, (ma- 2 + na 2A- 2Y = O da a 2/b2 = mln. 

9. f 1(x) = 2(4.x - X2), f 2(y) = 2y - y 2 

11. Bmn = ( - om+ 18/mmr (n impar), O (n par) 

13. 4(cos m1r/2 - ( - 1 ¡m¡(cos n1r/2 - ( - l)n)/m 11 ,r2 

, 15. Bmn = ( - l)m+nab/m111r2 

17. Bmn = 4[1 - (-l)"(b + 1)1[1 

= e·~ l)m+n 144a3b3 
19. Bmn m3n31T6 

23. u = k cos 51rt sen 31rx sen 41ry 

21. u = k cos 1rV5 t Sen 1rx sen 2 71)' 

Problemas de la sección 11.9, página 137 

9. u = 30r sen O - IOr3 sen 30 

11. u= 
4:0 (rsen O+ ir3 sen30 + ir5 sen50 + · · ·) 

13. u = ~ r sen O + l r 2 sen 20 - ~ r3 sen 30 - l r 4 sen 40 + 
1r 2 97T 4 

15. u = 2: ~ .i (r cos o + ! r 3 cos 30 + J... r 5 cos so + . · ·) 
2 1r 9 25 

17. u = -rr/2 

19 u = ~ (!:. sen O + - 1
- r 3 sen 30 + -

1
- r5 sen 50 + · · ·) 

• 1T a 3a 3 5a 5 

21. a 2ux•:r• + c 2uy•y• 23. 4x*u:r•:r• + 4y*uy•y• + 2u:r• + 2uy• 

25. 11,,•:,;• + uy•y• 27. Use V2u = O y un = u,. 

Problemas de la sección 11.10, página 144 
5. T = 6.828pR 2J¡2, f 1 la frecuencia fundamental 

9. No 

23. a
1
¡121r = 0.6099 (ver la tabla Al en el apéndice 5) 

1 

~~-i _, ··_) _'~-·-) _1 '2~~-~~-~ -~~:- . ___ } ___ ~' ____ J ,_'} ____ :~ __ :~-·-~ ·) · _ _!_~_} __ '_J_, __ 2~ . .'.'._.!'~~\"'l.''ill ·"Il (;, ¡"}¡"', "'il /t, ''~, "il. "11, "®. •'ll/0, •'P, ·11, ·'0, •'0/cl '''!>, e~, "'' •iiJ!, · ), , ')/9('),· 0, . '), , 9()' 
-· "'""" ==· ··---.-.:-:-rr.""~~ 
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Problemas de la sección 11.11, página 148 

3. u = 160/r + 30 5. u = -40 In r/(ln 2) + 150 

Problemas d~ la sección 11.12, página 153 

5. u= 1 

7. cos 2cj, = 2 cos2 
cj, - I, 2x2 - J = jP2(x) - k, u = jr2P2(cos ct,) - Í 

9. x3 
= gP3 (x) + iP1(x), u = gr3P 3(cos cj,) + irP

1 
(cos cj,) 

11. u = 4r3P 3(cos cj,) - 2r2P 2(cos cj,) + rP
1
(cos ct,) - 2 

17. Este es el análogo del ejemplo I con 55 reempl_azado por I O. 
19. 55(.3/8 + 5/16) = 37.8 

25. u = U 0 cos frrt/lVLC) sen (,rx/1) 

Problemas de la sección 11.13, página 158 

5. U(x, s) = c(s) + x 
x' s2(s + l) r U(O, s) = O, c(s) = O, 

u(x, t) = x(r - 1 + e-') 

9. Set x 2/4c2
r = z2. Usar z como una nueva variable de integración. (~sar fer(oo) = J. 

Capítulo 11 (cuestionario y problemas de repaso), página 164 

21. u = A(x) cos 4y + B(x) sen 4y 

25. u = g(x)(I - e-Y) + J(x) 

29. U = y.f1 (x + y) + f
2

(x + y) 

33. u = f 1 (2x - y) + f
2

(2y - x) 

37. !f cos t sen x - f cos 3r 3<::n 3x 

41. u = ! + ! cos 2x e-41 

23. u := A(y)e- 2x + B(y)e'" - 5 

27. U = f 1 (y) + f 2 (x + y) 

31. ll = f 1(x + y) + J2 (2y - X) 

35. - 0.1 cos 3t sen 3x 

39. u= k 

43. u = sen 0.02?Tx e-0.004572< 
3 7TX 1 37TX 45. u = - sen - e-0.11431 - - sin - e-1-0291 
4 10 4 JO 

47. u= 
20P (sen:!!::. e-00045721 _.!.sen 3,rx e-0.04115< + .. ·) 
1r2 50 9 50 

49. u = 95 cos 2x e-4t 59. u = 275/r - 27.5 

Problemas de la sección 12.1, página 176 

3. 32 - 24i 

11. 31/50 
5. -l1 + ru 

13. 2xyl(x 2 + y2) 
7. -47.2 - 23i 

15. x2 - y2, x2 
9. - JO - 24i 

17. 16 

·';1 

1 .·, 

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARES 

Problemas de la sección 12.2, página 183 

3. 2.5 5. 1 7. 1 9. 8/17 

11. V2(cos !¡,r + i sen !1r) 

15. !(cos f1r + i sen !1r) 

19. ~ 3.042 21. 1r/4 

13. JO(cos 0.927 + i sen 0.927) 

17. 0.563(cos 0.308 + i sen 0.308) 

23. -2 + 2i 

25. -0.227 - 0.974i 27. ±(2 - 2i) 

29. ±1, ±i, ±(1 ± i)/V2 31. ± (1 ± i)/V2 

33 . • Gr,::( k,r + ¡' k,r) k - 1 9 17 v L. cos 12 sen 12 , - , , 

35. 3 + 2i, 2 - i 37. lzl = Vx2· + Y2 e:; lxl, etc. 

.. 39. La ecuación (5) se cumple cuando z1 + z2 = O. Sea z, + z,"' O Y 
c =a+ ib = z 1/( z

1 
+ z,). Por (19) en el problema 37, lal :aí lcl, la - 11 :aí le - 11, De 

esta manera lal + la - 11 :a lcl + le - l j. Resulta evidente que !al + la - 11 e:, 1 · Juntos 
se tiene la desigualdad; multiplicar por lz1 + z2I para obtener (5). 

1 ;;;¡ lci + le - 11 = 1~1 + 1~1 
Z¡ + Z2 Z¡ + Z2 

Problemas de la sección 12.3, página 186 

l. Circunferencia, radio 4, centro 4i. 3. Corona con centro en a. 
5. Franja vertical infinita. 7. Semiplano derecho. 

9. Región entre las dos ramas de la hipérbola xy = 1. 

11. Circunferencia (x - 17/15)' +y'-= (8/15)'. 

Problemas de la sección 12.4, página 191 
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1. 14 + 8i, - J - 2i, 4 - 12i 3. (9 - 13i)/500, - i, (-2 - l li)/1000 

5. 2(x3 - 3xy2) - 3x, 2(3x2y - y 3) - 3y 

7. lwl > 9 9. jarg wl ;;;¡ 3,r/4 

11. Re (z2)/jz21 = (x2 _ y2)/(x2 + y2) = J si y = O y - J si x = O. Respuesta. No. 

13. 6z(z2 + i)2 15. 2i/(I - z) 3 17. O 19. i/2 

21. - 1/27 23. -k(I + i) 

25. 

27. 

29. 

El cociente en (4) es t...x/óz, que es O si ti.x = O, pero I si ti.y= O, de modo que no tiene 
límite cuando 6z ~ O. 
Use Re f(z) = [f(z) + f(z)]/2, Im f(z) = [f(z) - f(z)]/2i. 
Por continuidad, para cualquier t, > O existe un o> O tal que l/(z)-fia)I < D. cuando lz- al 
< D.. Así, lz., - al< o para todo n suficientemente grande, ya que lím z,. =a.Por tanto, l!(z) 
- fia)I <ti.para estos n. 

Problemas de la sección 12.5, página 197 

1. Sí 

11. No 

3. Sí 5. Para z ,;,!, I 

13. f(z) = - iz212 

7. Sí 9. No 

15. f(z) = llz 
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17. f(z) = z 3 19. No 21. No 

23. b = 1, v = - sen x senh y 

29. f' (z) = 11:i = iv:r: = O, u:z: = v:z: = O, por tanto., v,. = u, = O luegq ( 1 ), 
u = const, l.l = cpnst, f = u + iv = consr. · 

Problemas de la sección 12.6, páglna 201 

3. 1.469 + 2.287i, 2.718 5. 3.610 - l.972i,4.113 

7, -23.141, 23.141 9. -i, 1 

11. exp (xª - 3xy2) cos (3x 2y - y 3), exp (xª - 3xy 2) sen (3x 2y - y 3) 

13. e- 2:z: cos 2y, -e-2:z: sen 2y 15. e"''4. e-3niJ4, e-riil4, e3nii4 

17. 5 exp (i are tah !) 19. x > O 

21. y = (2n + 1)1r/4, n = O, ± I, · ' · 

23. z = In 2 + (211 + 1 )7Ti, n = O, ± 1, · · · 

25. No existen soluciones 27. k = 1 

29. (glf)' = (g'f - gf')lg 2 = O,yaqueg'=gJ'=./:gif=k=co11s/porelproblema29, 

sección 12.5. g(O) =/(O)= e0 = 1 se obtiene k = 1, g =f. 

Problemas de la sección 12.7, página 205 

3. -0.303-2.112i 

7. 26.974 - 4.256i 

11. -0.5150 + 0.1738i 

15. J.960 + 3.166i 

19. ± 2,m + i, ± (2n + ])ir - i 

23. Usar el problema 3. 

5. I IOl3i 

9. cosh 31r = 6195.8 

13. -3.725 - O.Sl2i 

17. i(2n + l)rr - (- l)nL8l8i 

21. ± ( ft/3)/ ± 2nTti, n s= O, I, · · · 

Problemas de la sección-12.8, página 209 

5. í In 2 + f 1ri = 0.347 + O. 785i 

9. 4.605 + 3.142i 

7. 1.609 - 2.214i 

11. 2.773 + 3.135i 

13. ±2n1ri, n = O, I, · · · 

17. (-0.644 ± 2n1r)i, n = O, l, · · · 

21. 10.85 - 16.90i 

15. 1.946 + (1 ± 2n)1ri, n = O, I, · · · 

19. (rr - 1 ± 2nrr)i, 11 =O,],··· 

23. < 1 + i)e 21ví 
25. 1.032 + 0.870i 27. -54.05 - 7.70i 

29. (1 + i)/V2 31. 27[cos (In 3) - i sen (In 3)] 

33. V2 e"14 [cos (In V2 - f1r) + i sen (In V2 - f rr)] 
35. exp [(3 + 7Ti)(ln V29 - i are tan 0.4)] = - 276.2 - 436.0i 

37. 3.350 + l.189i 

ew=z+·~ 

), ), ) 
.... . - - ·-... --. ,- - ....... , .... ·~ ..... ~-~_,., .. ,.-..-, , .•. , .. 

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARES 

Problemas de la sección 12.9, página 214 

J. V = U - 2x - 2 3. lw - ] ~ il ;;§i V2 

7. lwl > 16 9. O ;;§; lwl ;;§; 1/4 

5. 2.25 ;;§; lwl < 4.41 

11. 2xy = const 
13. v 2 = 4k2(k 2 + u) 15. lwl = 2 17. lwl ;;§; e, w 7" O 

19. lwl > Ve, O < arg w < 7T 

Capítulo 12 (cuestionario y problemas de repaso), página 214 

21. -32 - 24i 23. / 3 + ,ffii 25. 17 + l.5i 27. 4 

29. 2/5 31. 4 33. 5 35. 1 

37. ±(1 - i)/V2 39. ±(] - 3i) 41. 6V2 e3nii4 43. e-oa21ai 

45. Círcúlo, radio 1/2, centro-! + 3i 47. Semiplano por debajo dey= x 

49. - 1/z 51. cos z 53. No 55. 3x2y - y 3 

57. 1 - i 59. -3.725 - 0.512i 

Problemas de las secciones 13.1-13.2, página 229 

l. z = (1 + 2i)t, O ;;§; t ;;§; 1 

3. z = 4 + 2i + ( - 1 + 3i)t, O ;;§; t ;;§; 1 

5. z = -· 4i + ( - 1 + 6i)t, O ;;§; t ;;§; 7 7. Segmento de recta de O a 3 + 6i 

9. s·emicírculo inferior (radio 2, centro 1 - i) 

11. Parabola y = 3x 2 de ( - I, 3) a (2, 12) 

13. Elipse 4x2 + y2 = 4 

17. t + ilt, 1 ;;::¡; t ;;§; 3 

21. 2b(] + i) 23. O 

29. -27Ti 

37. 1 + i/3 

31. O 

41. 32/3 + 64i/3, 32i, 8 + 128i/5 

15. 3 - 4i + 4eit, O;;§; t ;;§; 27T 

19. 2 cos t + i sen t, O ;;§; t ;;§; 27T 

25. O 27. - 1rr2 

33. - i/3 35. -] - i 

39. ( 7T - i senh21r)i 

43. i, 2i, 2i 49. 5e 3 

Problemas de la sección 13.3, página 236 

5. Sí, por el principio ele deformación 

7. 0,no 9. - 1r, no 11. O, no 13. º· sí 15. O, no 

17. º· sí 19. 21ri 21. o 23. 21ri 25. -7r, 1T 

27. -2rri,0, -41ri 29. -21ri, O 

Problemas de la sección 13.4, página 240 

l. 2 + 2i 

u. o 
3. -2 

13. -senhl 

5. O 

15. -1566i/35 

7. -i/3 9. - 2/rr 

: ) ) 
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Problemas de la sección 13.5, página 244 

l. - rr/2 3. - rri/2 5. -27T 7. o 9. rri 
11. o 13. rr/8 15. o 17. 2 19. -27T tanh 1 
21. 27TiLn4 = 8.710i 23. ?Te-2+2i = -0.1769 + 0.3866i 
25. Usar fracciones parciales. 

Problemas de la sección 13.6, página 248 

l. o 
13. 27Ti 

3. 21r2i 

15. O 

7. -6rri 

19. -2rri 

9. 27Ti 11. O 

21. i1re- 4i 

Capítulo 13 (cuestionario y problemas de repaso), página 249 

17. -2rri 19. 2i 21. O 23. 27Ti 

25. -27Ti 27. i sen 1 29. O 31. 2 sen 1 

33. -f sen rr2 37. -5 + 87Ti 

Problemas de la sección 14.1, página 262 

l. Si, no, ± 1 + 2i 
7. Sí, no, ± 1 

17. Convergente 

23. Convergente 

3. Si, si, O 

9. Sí, no, ± l, ±i 

19. Convergente 

5. No tiene ninguno. 

15. Convergente. 

21. Diverger¡te. 

25. (n + Z)n < .! IR 1 :S lwn+¡I = 11 + 2 < 0.05 n = 5, s = 1.657 
2(11 + 1)2 2' n - l - q 2n(n + l) ' 

Problemas de la sección 14.2, página 268 

l. -4i, 1 

9. 2i/3, 1/3 

17. O, viJj 

3. o, 21-v'; 

11. o, V2 
5. 2i, 5 

13. o, co 

Problemas de la sección 14.3, página 274 

l. 2 3. V5 5. V7Í2 7. 1/6 

Problemas de la sección 14.4, página 280 

l. 1 - z + z2/2 ! - z3/3 ! + - · · · , R = co 

3. 1rz - rr3z3/3! + 7T5z5/5! - + · · · , R = co 

5. l - (z - í7T) 2/2! + (z - í7T) 4/4! - + ... , R = co 

7. J + i<z + 1) + i<z + 1)2 + / 6 (z + 1) 3 + · · · , R = 2 

9. (z - 1) - !<z - 1)2 + i<z - 1) 3 - + · · · , R = 1 

7. -i, co 

15. o, 1 

9. 1/4 

) 

@ @ Qfü, Cfr 0) cg, (:\ C> e e r e · e e r e r> 
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11. -l + 5(z + 1) - lO(z + 1)2 + lO(z + 1) 3 - 5(z + J)4 + (z +J)5 

13. sen 2 z = í - í cos 2z = z2 - 2 3z 4/4! + 25z6/6! - + · · . , R = 00 

15. 1 - (z - f1r) 2/2! + (z - f1r) 4/4! - + · · · , R = co 

27. (2/V-:;;:)(z - z3/3 + z5/2!5 - z7/3!7 + · · ·), R = co 

29. z 3/I !3 - z7/3!7 + z 11/5!1 l - + · · ·, R = 

Problemas de la sección 14.5, página 284 

l. l - z4 + zª - z12 + - · · · , R = 1 

3. 2 + z + 2z 2 + z3 + 2z 4 + · · · , R = 

5. 2z2 - 23z6/3! + 2 5z 10/5! - + .. · , R = 

7. z + z5/2! + z9/3! + · · · , R = co 

9. 2/(z - 2) - 1/(z + 4) 2 = - 17/16 - (15/32)z - (67/256)z2 + 

t7;95 

11. (1 - i)/2 - [(l - i) 2/4](z - 1 - i) + [(l - i) 3!8](z - 1 - i)2 -
R = 2 

+ ... 
R;,,. V2 

13. -i + (z - i) - 7i(z - i) 2 - 9(z - i) 3 + 5i(z - ¡¡4 + (z - ;¡s 

15. 1/3! - (z + 1) 2/5! + (z + 1) 417! - + ... , R = co 

17. i(z - frri) + i(z - f1ri) 3/3! + i(z - f1ri)5/5! + · · ·, R = co 

19. z2 + i 4 + z 6/3 + · · · , R = co 

21. 1 + 2(z - frr) + 2(z - f rr) 2 + j(z - !rr)3 + R = !rr 

23. J - z 2/18 - z3/27 + · · · , R = 3 

Problemas de la sección 14.6, página 293 
l. Usar el teorema 1, 3. R = 1/',/; > 0.56 

5. !sen nlzll ;a, 1; .í: l/n 2 converge 7. !znl ;a, 1; í: n/(n 3 + lzl) ;a, í: l/n 2 

9. ltanhn xi ;a, l, 1/n(n + l) < lln 2 11. lz + 2il ;a, V3 - /5, /5 > O 

13. lzl ;a, 4 - /5, /5 > O 15. En ninguna parte 

17. La convergencia se concluye a partir de la prueba de comparación (sección 14 .. I ). Sean Rn<z) 
Y R,.* los residuos de ( 1) y (5), respe;ctivamente. Como (5) converge, para E > O dado es po
sible encontrar un N( E) tal que R,,* < E para todo 11 > N( E). Como Jf,,(z)I ;;ii M11 para todo zen 
la región G, también se tiene IRnCz)I R,.* < E y por consiguiente IR,, (z)I < E para todo 11 > 
N( E) y todo zen la región G. Esto demuestra que la convergencia de ( 1) en Ges unifonne. 

19. No, ¿por qué'? 21. n = 7, 1 O, 16, 2 7, 65 

Problemas de la sección 14.7, página 301 

• zn- 2 l 1 1 z 
l.¿--=-+-+-+-+ 

n=O 11! z2 z 2! 3! 
00 

2~ l 2 
3. L -- z2n-l = - + 27 + - zª + . . . . R = co 

n=O (2n)! z ~ 3 

5. L (- l)nz2n-I 
n=O 

.! - z + z3 - z5 + - · · ·· , R = z 

www.elsolucionario.net
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oo (-l)n 
7. :E -- zl-2n = z 

n=O (2n)! 

9. L (- J)n+lnzn-7 = ~-
2 3 4 -+---+ zs z4 z3 

i/2 1 í 11. :E !.. (z _ i)"-1 00 cr+l 

n=O 2 - z - ¡ + 4 + 8 (z - i) + . . . ; R = 2 

13. ¿ (-l)n+l 
'1T)2n-3 = 

n=O 
(2n)! (z - ----+.-1 <z - 1r)3 2icz - 'IT) 

15. (z - 1) + 2 - 3/(z - 1) 

17. - ¿ (z + i)n-l = -(z + i)- 1 - 1 - (z + i) - · · · ; R = 1 
n=O 

19. :E z2n 
00 

(- l)n+l 
21. ¿ 2n+! (z - l)n-'1 

n=O 
1 00 zn 

23. - + ¿ --1 - '°' --z zn+ .L, 2n+l 
n-o n=O 

25. ¿ z3n, lzl < 1 ; 
n=O 

00 1 
- L z3n+3 , lzl > 1 

n=O 

27. .:::Z: z4n+2, lzl < 1, - ~ z4n+2' Jzl > 
n=O n=O 

29. ¿ (- l)n(z - l)n, O< lz - 11< I; ¿ (-l)n 
lz - II > 1 

n=O n=O (z 
_ l)n+l' 

00 (- l)n+l(z + !1r)2n-l 
31. ¿ lz + i-rrl > O (211)! ' n=O 

33. (1 - 4z) ¿ z 4n, Jzl < l, Jzl > 1 
n=O 

35. Sean L a .. (z - Zo)n Y L cn(z - z0)" las dos series de Laurent de la misma fun

ción./(z) en la misma corona. Ambas series se multiplican por (z- z
0

)"""·' y se integra a Jo 
largo de un círculo con centro en z11 en el interior de la corona. Corno la serie converge 
unifon11emente, es posible integrar ténnino a ténnino. Así se obtiene 2 ia, = 2 ic,- Por 
tanto, a¡.= e¡. para todo k =O,± 1, .. , 

Problemas de la sección 14.8, página 307 

l. O, ± 1r, ± 21r, · · · (polos simples), oo (singularidad esencial) 

3. O, oo (polo simple) 

5. ± 1, ± i (polos de tercer orden), oo (singularidades esenciales) 

7. -i, 2i (polos de segundo orden), ro (singularidades esenciales) 

9. ·O (polo simple), oo (singularidades esenciales) 

11. O (singularidades esenciales) ±2/rr, ±2/Jrr, ··,(polo simple), 

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARES 

13. oo (singularidades esenciales) 

15. 1, oo (singularidades esenciales), ± 2n1ri (n = O, I, · · · , polo simple) 

17. ±2, ±2i (segundo orden) 

19. O (tercer orden),± 1, ± 1 .. , (segundo orden). 

21. (211 + 1 )/2 (tercer orden). 23. ± 1/ 3 (simple). 

25. O,± 2 , ± 2 , ... (cuarto orden), por (6), sección 12.7. 

27. fiz) = (z - z
0
)"g(x) por (3), y g(z

0
) = O. Por tanto, 1 /g(z0 ) es analítica i;n z = zfl' 

Sea su serie de Taylor 
1 · 1 c0 +c1(z-z 0 )+··· 

- = e + e (z - z ) + · · · . Entonces -- = . . 
g(z) 0 · 1 0 f(z) (z - z 0 )" ' 

797, 

que derpuestra la primera proposición. La multiplicación de h(z) no cambia lo anterior. 

29. Aplicar el teorema J aj(z) - k. 
31. Región entre los meridianos 0° y 90°. 
33. Pequ1:>ño disco esférico centrado en el polo norte. 

35. Cinturón entre dos paralelos, que incluye al e~uador. 

Capítulo 14 (cuestionario y problemas de repaso), pá¡;Jina 308 

21. oo, sen (z - 2) 23. 1/~, Ln (1 + 2¡:) 25. 1/3 

27. oo, e-i' 29. oo, cosh Vz 
31. 1 - 2z + (2z) 2/2! (2¡:)3/3! + - · · · , R = oo 

33. 1/2 + (z + 1)/4 + (z + 1)2/ij + (z + 1)3/16 + R = 2 

35. k - k 2(z - 2 - 3i) + k 3(z - 2 - 3i)2 - + · · · , k = (2 - 3i)/13, R vT:3 
37. 1 + 3z + 6z2 + 1 Oz 3 + · · · , R = 1 

00 

(- l)n+l ( 7T)2n-2 1 1 
39. ¿ (

2
n"+O! z - 2 , z - f > O, 

n=O 

polo de segundo orden 

41. ¿ z11-4, O< lzi < 1, polo de cuarto orden 
n=O 

43 ¿ 1 
l·J > O singularidad esencial 

.• n=O (2n)!z2n-3 , '- , 

"' ( on+l 
45. ¿ ----- (z - 1) 11 - 3 • O< lz - 11 < 1, pote of second order 

~=l n 
00 1 

47. ¿ - z"- 2 , lzl > O, polo simple 
n=l n!n 

ao eí 
49. ¿ - (z - i) 11 -s, lz - il > O, polo de quinto orden 

n! n=O 

Problemas de la sección 15.1, página 316 
l. -3(enz= 1) · 3. -1/J!(enz=O) 

5. i/3 ( en -i), - l 6i/3 ( en 2i) 

9. ±f(en± l)por(5) 

7. 1 (enz ±111t) 

11. 1 (enz=O) 

1 
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RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARES 

13. -9/16,9/16, -9i/16,9i/16(polosdesegundoordenenz = J, -1,i, -i) 

15. 3/17 (enz=-1) 17. O 19. 2,ri 

21. - 6,ri 23. () - ,r3/128),ri 

Problemas de la sección 15.2, página 319 

l. -2,ri 3. -67Ti s. o 7. 10,ri 

11. 2,ri(cosh 1 1) = 3A12i 13. 2,ri 

17. 1Ti 19. 8,ri 21. ,ri sen f = l.506i 

25. -4i 27. o 29. -4i senhf = -2.084i 

Problemas de la sección 15.3, página 324 

l. 4,r/V) 

11. 1T 

3. 2rr/35 

13. rr/V2 

s. 8,r/3 

15. 2,r/3 

7. rr/30 

17. 7T/2 

Problemas de la sección 15.4, página 330 

9. 4,ri/5 

IS. ,r/3 

23. -4i 

9. O 

19. ,r/16 

3. O S. (2,r/V3)e-v:i12 cos í = 1.339 7. 7r/e 

9. O 11. -,r(sen 1)/VJev:i = -0.2700 

13. ,r/l0e2 - 2,r/30e3 IS. ,r 17. -V37r/6 

19. - ,r/2 21. ,r/2 23. (3 - e-"),r/2 = 4.645 

Capítulo 15 (cuestionario y problemas de repaso), página 331 
11. º· sí 13. 5,r/2, sí 15. - l81ri, sí 

19. - 2rri/(n + !)!, si 21. -i/2, no 
25. 7Ti/4, sí 27. 2rr/7 29. 4rr/V3 
33. rr/2 35. o 37. rr/3 

Problemas de la sección 16.1, página 339 

l. u = 1 - !v2 , 4 - t¡¡v 2 , 9 - } 6 v2 , 16 - l 4 v2 

S. El eje v positivo y negativo, respectivamente 

9. jarg wl < 2,r/3 11. rr/2 < arg w < ,r 

15. 3 cos 1 + i st:n 1, - 3 sen r + i cos 1 

17. 1 + ir 1, I - i12 

23. O, ± 1ri/2, ± rri. · · · 

19. - a/2 

25. Por confonnidad. 

Problemas de la sección 16.2, página 345 

l. z = o 3. o, ±1, ±i s. 1 ± -2 

9. ±i 11. w= 4/z, w = (z + 4)/(z + 
fV3i 

1), etc. 

17. O, no 

23. - 64rri, si 

31. rr/60 

39. 7T/2 

3. V = 20 

7. lwi < f¡ 
13. 4ei<, 4ieit 

21. ±2, ±2i 

27. Sólo en tamaño 

7. ±i 

13. w= az/d 

15. lit= (az + b)/(a - bz) 17. z = (2iw - 4i)/(-w + 3) 

) 

(1QC•C r r r r r 

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARES 

( ( 

Problemas de la sección 16.3, página 350 

l. w = 3z + 2 

S. w = ilz 

9. w = iz 

15. w = (2z - i)/( - iz - 2) 

3. w = (z + I)l(-3z + 1) 

7. w = (3iz + 1)/z 
13. z = (-4w + l)/(2w - )) 

19. w = (z4 - i)/( - iz 4 + 1) 

Problemas de la sección 16.4, página 355 

l. 1 ;;§; lwl ;;§; e, O;;;; arg w ;;§; Í7T 3. e< lwl < e 2
, -f1r < arg 

S. Interior de la eHpse u 2/(cos2 2) + v2/(senh' 2) = 1 en el primer cuadrante. 

799, 

7. Corona elíptica acotada por u2/cosh' 1 + v'lsenn' 1 = 1 y 1t2/cosh2 2 + v2/senh' 2 = 1 y corte 
a lo largo del eje imaginario positivo. 

9. t = z' mapea la región dada sobre la franja O< lm 1 < n, y w= e' mapea esta franja sobre el 
semiplano superior. Respi,esta. w = e''. 

11. w' = cos z = O en z = ± (2n + ))7T/2, n = O, 1, · · · 
13. 
17. Semiplano inferior v < O. 

IS. Semiplano superior v > O. 

19. In 2:,; u ;::á In 3, n/4:,; v ;::á n/2. 

Problemas de la sección 16.5, página 360 

l. w se desplaza una vez alrededor de la circunferencia unitaria w = 1. 

S. lzl = 1; In z = In lzl +;e= ;e se mueve 2n cada vez hacia arriba del eje v. 

7. ± 1 (primer orden), dos hojas. 9. O, 2 hojas. 

11. a, 3 hojas. 

15. -1, una infinidad de hqjas. 

19. O, 2 hojas. 

13. O, ± 1, 2 hojas. 

17. -f i, 3 hojas. 

Capítulo 16 {cuestionario y problemas de repaso), página 360 

11. u = tv2 - 1, fv2 - 1 13. lwl = 6.25, jarg wj < rr/4 

15. V= 4u/3 17. ,r/4 < arg w ;;§; ,r/2 

19. El dominio entre las parábolas u = t - v2 y u = 1 - !n2 
21. jarg wj < rr/8 23. u = 1 25. lw + íl = í 27. O, ±i 

29. ±i/V3 31. (±n + t)7T 33. iz 35. z/(z + 
37. 5z 39. 2z/(:. - 1) 41. w = iz 3 + 43. 1V = iz 

45. w= eª' 47. w = z212k 49. 2 :!: V6 

Problemas de la sección 17.1, página 368 

l. et> = 20x + 200 

5. et> = 110 - 50xy 

9. 200 - (1001nr)/ln2 

13. x 2 - y 2 = const 

3. et>= 20(1 - yld) 

7. (110 In r)/ln 2 

11. y = x/2 + e 

15. (x - l/2c) 2 + y 2 = I/4c2 

17. u = e Re [Ln (z - a) + Ln (z + a)] = e In lz2 
- a 21 

2) 
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800, 
RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARES: 

Problemas de la sección 17.2, página 372 

3. <l>(x, y) = U,xy. w = u + iv = iz' mapea R sobre -2 ;;:á u ;;:á O. 

5. Aplicar w = z2
• 

7. Rayos correspondientes en el plano w fon11an ángulos iguales, y el 1m¡peo es confon11e. 

9. z = (22- i)/(-iZ- 2). 

Problemas de la sección 17.3, página 376 · 

l. (100/d)y. Rotar a través de -rr/2. 3. 100 - 2400/-rr 

5. Re F(z) = 100 + (200/-rr) Re (ien- 1 z) 7, T1 + -¡r- 1(T2 ~ T1) Arg (w - a) 

9. T
0
[Arg (w - 1) - Arg (w + 1)]/-rr 15. 120-rr-l Arg z 

17. T
0 

+ 2-rr- 1(T
1 

- T0 ) Arg z 19. 4QO(Arg z)/-¡r 

Problemas de la seccjón 17,4, página 383 

l. V = V 1 = K, Ky = co11st, f(x = co11st 

3. F*(w) = w por Problen1a 1; ,v /(z) = i mapea ese cuadrante sobre el semiplano; 

F(z) = F*(f(z)) = z 2
• 

5. Flujo paralelo en la dirección y negativa, V= ~i. 

7. Flujo paralelo en la dirección de y= -x, V= 1 -i. 

9. V= 3(x2 - y') - 6xyi, V,= O sobre los ejes de coordenadas. 

13. F(z) = [In (z + a)]/2-rr 
17. Las líneas de corriente son circunferencias yl(x2 + j')I = e o x' + (v - k)2 

= k'. 

19. Usar el hecho de que w = cos·' z es el rnapeo w = cos z con los rol.es de los planos z y w 

intercambiados. 

Problemas de la sección 17.5, página 388 
3. <1> = r sin O 5. <I> = 2 - r cos O 
7, <I> = fr5 sen 50 9, <I> = ! - fr 2 cos 20 

p. <I> = 2(rsen O - !r2 sen 20 + !r3 sen30 - + · · ·) 
13. <I> = (4/7T)(r sen O - !ír3 sen 30 + 2

1
5 r 5 sen 50 - + · · ·) 

Problemas de la sección 17.6, página 393 

I. Use (2); F(I) = 9. 3, lzl noesanalítica 

5. Use que le'\ = ex es monótona 
11. Aplicar el teorema 3. 
15. Hacer r = O en esa fórmula. 

7. 2,enz = ±i 

13. Use x = 1 + cos o, y = sen o. 

Capítulo 17 (cuestionario y problemas de repase;,), página 394 

11. <I> = (100 In r)/ln 5 = 62.13 In r 

13. <l> = (10/ln IO)(ln 100 - In r) 

15. <I> = 110[1 - (2/rr)Argz] 

20.00 - 4.34 In r 

17. <I> = -(400i/rr) Ln z 

'\ ), : 'l. 

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARES 

19. <J> = 100 + 80(y - fx) 21. X + y = COl1S/ 

23. 2x(y + 1) = co11st 25. \z - 1 - il = co11st 

27. 10 + (40/-rr)(r sen O + !r3 sen 30 + !-r5 sen 50 + · · ·) 
29. IO-rr2 - 120(r cos O - !r2 cos 20 + fir3 cos 30 - + · · ·) 
31. Flujo en la dirección y, V = ik 

33. (r - 4/r) sen O = COl1SI, V = 1 - 4/z2 

Problemas de la sección 18.1, página 406 

I. 0.9817E02, -O.IOIOE03, 0.4787E-02, -0.1380E05 

ao1, 

3. (1100100)2, (11101.01)2 • (ILll)2 

7. 5.6945, 5.697, 5.70, 5.7 

5. 28.5, 0.15625, 1.71875, -3.40625 

9. 19.95, 0.05, 0.05013; 20, º· 0.05 

15. 18.78685 ;a; d ;a; 18.79695 17. Sumar primero, luego redondear. 

- :_2 + ~ - + ... ) = ~-1.t ~ 
0 2 °2 ª2 ª2 

§ 1 ;;¡; le,¡\ + \er21 ;;¡; f3r1 + f3r2 
ª2 

Problemas de la sección 18.2, página 417 
3. -0.J2, -0.11979264, -0.11979407 7. x5 = 0.736058,x10 = 0.739126 

9. Esto se concluye por el teorema del valor medio de cálculo 

11. 1.834 243 ( = X 4) 13. 1.150 000 ( = X5) 15. 0.904 557 ( = X3) 

19. Xn+I = (2x
11 

+ 7/x/)13, 1.912 931 (= x 3) 

23. 0.904 557 

17, 0.652 919 (= X3) 

21. 1.834 243 
25. ALGORITMO BISECAR (J. a

11
, b

0
, N) Método de bisección 

Este algoritmo calcula un intervalo [a,,, b,,] que contiene la solución de/(x) = O ([conti
nua), o calcula una solución e,,, dado un intervalo inicial [a11, b.,] tal quef(a,,)f(b0) < O. 

ENTRADA: Intervalo inicial a
0

, b
11

, número máximo de iteraciones N. 
SALIDA: Intervalo a,,. bN que contiene una solución, o una solución e,,. 

Paran= O, 1, ... , N - I, efectuar: 

Fin 

Calcular e,,= y (a,,+ b,,). 
Sif(c,,) = O, entonces dar como SALIDA e,, Alto. Procedimiento 

completado 

En caso contrario, continuar. 

Sifia)l{c) < O, entonces a,,+,= a,, y b,t+I = e,,. 

En caso contrario, hacer a
11

+ 1 = c
11 

y b,.+ 1 = b,1• 

SALIDA ª"' b" . Alto, 
Procedimiento completado, 

Fin de BISECAR 
27. [0.40625, 0.43750] 29. [1.90625, 1.93750] 

33. ± 1.189 31. 2.689 

. J '.) ''0 t) ' ) , ) 
( , , / ' 1 ( 

1 
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Problemas de la sección 18.3, página 431 

l. L 0 (x) = -2x + 19, L 1(x) = 2x - 18, p¡(x) = 0.1082.x + 1.2234, 
p 1(9.4) = 2.2405 

3. p 2(x) = x 2 - 2.580.x + 2.580, r().01) = 0.9943, r(l.03) = 0.9835 
(exacto hasta 40) 

5. p 2(x) = -0.1434x2 + l.0895x, p 2 (0.5) = 0.5089, p 2(1.5) = 1.3116 

7. pz(x) = -0.44304.x2 + 1.30896.x - 0.02322, p 2(0.75) = 0.70929 

9. p 2(x) = 1.0000 - 0.0112r + 0.0008r(r - 1)/2 = x 2 - 2.580.x + 2.580, 
r = (x - 1)/0.02; 0.9943, 0.9835, 0.9735 

11. p 2 (x) = 0.27633 + 0.97678(.x - 0.25) - 0.44304(.x - 0.25)(.x - 0.5) 
= - 0.44304x2 + 1.30896.x - 0.02322 

13. pz(x) = 0.9461.x - 0.2868.x(x - 1)/2 = -0.1434x2 + 1.0895.x 

15. o. 722, o. 786 

17. 15!112 = 0.057 839, /5J312 = 0.069 704, etc. 

21. 3.455606, exacto hasta 5D 23. 0.386 4185, exacto hasta 70 

Problemas de la sección 18.4, página 439 

9. -x + x 3, 2(x - 1) + 3(x - ))2 - (x - 1)3 

11. 1 - (x - 1)2 + 2(x - 1)3. 46 + 48(.x - 4) + 17(x - 4)2 - 5(x - 4)3 

13. 1 - x 2 , -2(x - 1) - (x - 1) 2 + 2(x - 1)3, 
- 1 + 2(x - 2) + 5(x - 2)2 - 6(x - 2)3 

15. -ft(x + 2) 2 + !i(x + 2)3 , !i(x + 1) + Í(x + 1)2 - {(x + 1)3, 
1 - fx2 + {x3 , -!l(x - 1) + Í(x - 1)2 - !l<x - 1)3 

17. 1 - 5x2!4 + x4/4 

19. La curvatura es f"(x)/( 1 + .l'(x)')"'. que es igual a f"(x) aproximadamente, si 1/'(x)J es 
pequeño. 

Problemas de la sección 18.5, página 450 
3. 0.5, 0.375, 0.34375 5. O. 782 794 (exacto 0.785 398) 

7. 0.785 392 (exacto 0.785 398) 9. 1.107 147 (exacto 1.107 149) 

11. 0.693 254 (exacto 0.94608) 13. 0.693 771 (exacto 0.693 147) 

15. M 2 = 1/2, M;= -2, -0.002 604;;;; e;;;; 0.010 417, O. 780 190;;;; A(I) ;;;; O. 793 211 

17. (1/x)iv = 24/.x5, M 4 = 24, MZ = 0.75, -0.000 521 ;e, e ;e, -0.000 017 

19. 0.94508, 0.94583 (exacto 0.94608) 21. 0.4612 (exacto 0.4615) 

23. 0.91936 (exacto 0.91973) 

25. h/fe0 + e1 + · · · + "n-l + fen/ ;e, [(b - a)/n]nu = (b - a)u 

27. 0.08, 0.32, 0.176, 0.256(exacto) 29. 0.52, 0.080, 0.304, 0.256 

Capítulo 18 (cuestionario y problemas de repaso), página 451 

21. -0.53678EOO, 0. l 1867E04, -0.60400E- 02, 0.23948E02, 0.33333EOO, 0.12143E02 

23. (7.625)¡0 , (34.5)10 , (3.6875)¡0 25. 49.980, 0.020; 49.980, 0.020008 

27. 17.5565 ;e, s ;a, 17.5675 29. El mismo que para a 

.l \ 

e;i @) ® @) @ @) @:) '-~~ r:m @ @ @ @ 0/ @) @, @í @, @ @ epi o ci o e o o o e 

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARES 

31. - 0.2, - 0.200 32, - 0.200 323 

33. x = (8 + 6x 2 - 3x4) 116 , x 5 = 1.403 007, x 10 = 1.414 557, exacto.Jz 

35. 3.584 631 37. 0 .. 567 143 

39. 0.334 [exacto 0305 (3D)] 

41. 2.95647, 2.96087 43. 2.96111 

45. 1 - x 3 , -3(.x - 1) - 3(x - 1¡ 2 · + 3(x - 1) 3 

47. 0.245, e = 0.005 49. 0.9027 (0.9045 exacto hasta 4D) 

Problemas de la sección 19.1, página 465 

l. X¡ = 2, x 2 = ) 3. X 1 t X2 = -2 

5. Xl = 2, x 2 = 3, x 3 = 2 7.x
1

= -1, x2 =8, x 3 = -5 

803 

9. X¡ = 3.0, X 2 = 4.8, X 3 = 0 11. X¡ = -2.5, X2 = 7.0, x3 = 0.25 

13. x 1 = O, x2 arbitrario, x3 = 5x2 + 10 15. x 1 = 0.4, x2 = -0.01, x3 = 1.1 

17. (1 - l/e)x2 = 2 - 1/e finalmente se vuelve x2/e = 1/e, x 2 = l, 
x 1 = (1 - x 2 )/e = O. 

19. x
1 

= x
2 

= x
3 

= 1; no existe solución 

Problemas de la sección 19.2, página 471 

X¡= 4, [~ ~] [~ :J X¡= -2 e ~] l. 3. 
X 2 = 3, X2 = 1.5 

X¡= 2, 

[: 
o 

:J [: 

2 

:J 5. Xz = 1, 

X3 = -3, 5 o 

X¡ = 0.2, 

[: 
o 

:J [: 

4 

:J 7. Xz = 0.4, 

x3 = 0.8, 5 o 

X¡= -!. 

[i 
o 

:J [: 
9 J 9. X 2 = .1 -6 • 3• 

X3 = 2, 9 o 
11. L y U como en el problema 5 (¿por qué?) 

Xl = 6, 

[! 

o 

:J [: 

2 

:J 13. X 2 = 12, 3 3 

X3 = 4, o 

X¡= 8, 

[! 

o ;][: 3 

i] 15. X 2 = º· 5 5 

X3 = -4, 8 o 

[: -:] 
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[
0.6 

17. 
0.4 [

-0.8 -2.0] 
19. 

-2.8 -2.0 
0.2] 
0.8 

Problemas de la sección 19.3, página 477 

l. Exacto 2, 2, 2 

7. Exacto 2, O, 3, 1 

.3. Exacto 15, 5, 12 

21. [: 

12 

6 

12 

5. Exacto 0.5, 0.5, 0.5 

:J 

9. (a) x<3>T = [0.49982 0.50001 0.50002), (b) x<3>T = (0.50333 0.49985 0.49968) 

-~:~ ~.51], A-l = [. ~-5 -~:~ ~-5] 

0.3 - 1.47 . -0.5 0.3 1.5 

13. xn> = 
[ 

~.49 

-0.51 

15: \/19, 6, 4 17. V2, 1, 1 19. V690, 32, 29 

Problemas de la sección 19.4, página 485 

l. 8, V26, 4 3. 18, V76, 5 5. 7, 5, 4 

9. 6, 4.2 11. 17, 289 

15. l!Axll = 26 < 8 · 15 

13. 100, 104 

17. 289 

21. X¡ = 9, X 2 = -36, X3 = 30; K(A) = 1¡f • 408 = 748 

7. 4, 2, I 

19. 289, 289 

23. By (l 2), 1 = 11111 = IIAA- 111 ;;;;; IIAII IIA- 111 = i<(A). Por la nonna de Frobenius, 
Vn = 11111 ;;¡; i<(A). 

25. llxll00 = lx1 I ;;¡; ;¿ lx;I = llxll1 ;;;;; nlx1 1 = nJlxll
00

, en donde x
1 

es el mayor en valor, 

absoluto. 

Problemas de la sección 19.5, página 489 

l. y = - 11.4 + 5.4x 

5. y = 3.573 - 0.065x 

9. U= -2.1 + 26.31, R = 26.3 

3. y = 8.96 - 0.194x 

7. y= -5.05 + 12.lx 

ll. y= 0.5 + l.5x2 
13. y = - 1 .5 + 1 .5x2 15. y = 6642 + 762.3x - 156. Jx2 
19. C = [cik], cik = xJ- 1, bT = [b0 · .. bm] 

Problemas de la sección 19.7, página 498 

: 

l. 1, 4, I, radios 5, 8, 9 

5. 5, 8, 9, radios 0.02 
11. \Íl22 13. V~l7_o ___ oo_o_6 

) : ), ), ), '\ ''), :) . < ;;, , J, '\) •. 

3. 5, O, 7, radios 4, 6, 6 

9. 111 = 100, 122 = 133 = 
15. 6 ;;;;; ,\ ;;;;; 8; 7 (un eigenvalor) 

'/ ) )¡ )¡ \ : )¡ )¡ ). lr J: >,, .\ ·.\' !), 6)/ r' ), j ). 
1 
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,::'), ), 

Problemas de la sección 19.8, página 501 

1. q = 10, 11.655, 11.656 853; kl ;;;;; 4, 0.138, 0.004 061 

3. q = 0.8, 0.8, · · · ; !el ;;;;; 0.6, 0.6, · · · 

5. q = 6.333, 6.871, 6.976; !el;;;;; 2.5, 1.2, 0.49 

7. 11.656 854 (6 ± V32); errors 1.66, 0.0019, 10- 6 

9. q = 4.917, !el ;;;;; 0.399 11. q = 3, 5 .. 774; \el ;'éí 2.55, 1.337 

13. q = 5/4, 14/9; lel ;'éí Vll/4, VIOl/9 

15. (a) 12, 2, -2; (b) La razón 12/2 es grande. 

17. )'. = Ax = Ax, m 1 - AxTx = ,\~0 , q = m¡lm0 = A, 
rfz2 = ,\2mo, mzlmo - q2 = o·· 

19. - 4. 770 + 4.900 = 0.130 (exacto O) 

Problemas de la sección 19.9, página 505 

[-: 75 

o -:] [-: o i",] 3. o 5. 1.6 

-0.25 o -1 -3 5.2 1.4 

1, O, -1 -1, -1, 4 

_:] [:1, 
o 

_:] [: 

o 

9. -2 11. -1 

8/3 o 

8, -2, -6 20, -1, -1 

[-:, 
o o 

L,J o o 
15. 

-0.4 0.85 

-0.4 -0.4 0.75 0.85 

8.1, 1.6, 0.1, O 

Problemas de la sección 19.1 O, página 516 

[-~ -Vi 

_:] [ 1 l. 3. 
-~ 

o 

[-] -3.605 551 28 o 
5. - ~.605 551 28 5.461 538 46 J.692 307 69] 

3.692 307 69 - 4.461 538 46 

J! J, )/ ) ) -i ) ) ) _) ! )/ "/ ,! -

7. [-:, 

o 

17 

79 -24 

4, -7 ± 24i 

[-1 
o 
o 

13. 
-1 

-1 -1 

9, 4, I, O 

-vTI 

:J 13 

o 

,¡ ) -

605 

1 º] 48 
'' -31 

o o 
o o 

2.5 1.5 

1.5 2.5 

! l 

: 'j 
'¡ 
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,3. 142 857 14 5.938 459 91 

0.190 476 19 7. l:·9,R45991 

LV - 2.494 438 2ó 

9. 
[ 

10.426 483 98 

-4.072 844 87 

o 

- 4.072 844 87 

4.223 244 41 

-1.09361169 

- ~.093 611 69] 

-1.265 113 01 

Capítulo 19 (cuestionario y problemas de repaso), página 517 

21. (6 -3 IF 23. (4 - 1 2]T 25. (2.2 3.0 -0.9]T 

27. Todos los elementos de las matrices triangulares son 1. 

31. [-~: -~ ~] 33. 
[ 

0.5 

- 1.5 

0.5 

-0.5 -1 ] 
0.5 -0.5 35. Exacto -2, 1, 2 

8 2 -2 -1.5 -2 

37. 15, V89, 8 39. 7, v'21, 4 41. 22, VJ42, 8 

43. 104 45. 15 47. 5.6 · 3.5 = 19.6 

49. 1.98 + 0.98x 51. Centros 11.4, 14.4, 14.6; radios 2.6, 3.2, 1.8 

53. Centros I O, 4, 3; radios 0.2, 0 . .3, 0,3 

55. q¡ = 23/3, l•1l ;e; 0.95; q2 = 7.88, 1<'21 ;e; 0.82; q3 = 8.04, 

Je31 ;e, 0.69; q4 = 8.15, Je41 ;e, 0.57 

~roblemas de la sección 20.1, página 533 

l. y= ex; 0.051 521, 0.145 975 (erroresdex5,xl0) 

3. y= 1/(x5 + !); -0.012 735, -0.021 255 (errores dex5,x10) 

5. y = ex; 0.001 275, 0.004 201 (errores dex5, xlO) 

7. Ver el ejemplo 4, Sec. 1.7; 0.001 047, 0.004 935 (errores dex5,x10) 

9. y = e"212
; O, 7 · 10- 9 , 7 · 10-8 , 4 · 10- 7 , 2 · 10-8 , 5 · 10-6 

11. y= xex; errors O, 0.000 190, 0.000 461, 0.000 846, 0.001 385, 0.002 131 

13. Por ejemplo, x = 0.5, y = 0.672 (error - 0.040), 0.6293 (error 0.0029); 
x = 1, y = 0.893 (error - 0.028), 0.8626 (error 0.0021) 

15. y= o, 0.1000, 0.2034, 03109, 0.4217, 0.5348, 0.6494, 0.7649, 0.8806; 
error O, 0.0044, 0.0122, · · · , 0.0527 

17. y = O, 04352, 0.9074; error 0.0145, 0.0258 (aproximadamente 50% del 

correspondiente en el problema 15) 

Problemas de la sección 20.2, página 536 

l. y 4 = 1.173 518, y 5 = 1.284 044, yR = 1.433 364, y 7 = 1.632 374, 
Ya = 1.896 572, y 9 = 2.248 046, y 10 = 2.718 486 

3. Y4 = 0.422 798, y 5 = 0.546 315, y 6 = 0.684 161, y 7 = 0.842 332, 
Ya = 1.029 714, y 9 = 1.260 288, y 10 = 1.555 763 

1 

f • (: (:'_1 e, (T, ('1 e (, ( ( e. e e· e r 
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5. Y4 = 4.229 690, Ys = 4.556 859, Ya = 5.360 657, Y7 = 8 .. 082 563 

11. y 1 = 1.010 050, y 2 = 1.040 811, y 3 = 1.094 224, y 4 = l.173 622, 
y

5 
= 1.284 219, y 6 = 1.433 636, Y7 = 1.632 782, Ya = L897 074, 

y 9 = 2.248 543, y 10 = 2.718 780 

Problemas de la sección 20.3, página 544 

9. y= 3, 2.94, 2.7606, 2.4642, 2.055 606, 1.542 042 

11. Se obtiene la solución exacta. ¿Puede el lector ver por qué? 

807 

13. Se obtiene la solución exacta, excepto por un error de redondeo por ejemplo,y, = 2.761608, 
f()') = 2. 7616 (exacto), etc. ¿Por qué? 

Problemas de la sección 20.4, página 553 

3. u,,,¡Cx, y) = ;k [ux(x, y + k) - ux(x, y - k)]. Luego se sustituye 

1 
u,,(x, y ± k) = 

2
h [u(x + h, y ± k) - u(x - h, y ± k)]. 

5. 75 

7. u(P11 ) = u(P12 ) = 105, u(P21 ) = 155, u(P2:2) = 115 

9. -2, -.5, -5, -62 

11. u
11 

= u 21 = 0.1083, u 12 = u22 = 0.3248; exacto hasta 40: 0.093 7, 0.2999 

13. V3. u
11 

= u
21 

= 0.0859, u12 = u22 = 0.3180. (0.1083, 0.3248 son valores hasta 
4D de la solución de las ecuaciones lineales del problema.) 

15. Sólo 5 pasos. 

Problemas de la sección 20.5, página 559 

3. U¡¡= l,u21 = u 12 = 4,u22 = 16 

9. -4u 11 + u21 + u 12 = -3, u 11 - 4u21 + u22 = -12, u 11 - 4u12 + u22 = 

o, 2u21 + 2ul2 - 12u2:2 = - 14, U¡¡ = U22 = 2, U21 = 4, U¡2 = 1 

Problemas de la sección 20.6, página 565 

l. Cálculos hasta 6D, valores redondeados hasta 30. 

X= 0.2 Exacto X= 0.4 Exacto 

0.04 0.164 0.159 0.255 0.260 

0.08 0.107 0.108 0.175 0.175 

0.12 0.073 0.073 0.119 0.118 

0.16 0.050 0.049 0.081 0.079 

0.20 0.034 0.033 0.055 0.054 
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3. En la respuesta del problema I los valores se proporcionan cómo exactos. La serie con
verge rápidamente. 

5. O, 0.06625, 0.12500, 0.17125, 0.20000, 0.21000, 0.20000, etc. 

7. O, 0.05352, 0.10156 [0.10182 por (9)), 0.13984, 0.16406 (0.16727 por (9)), 0.17266, 
etc. 

9. Use (5) y O = iJu0/é!x· = (u1.i - u _ 1)12h. 

Problemas de la sección 20.7, página 569 
l. Para x = 0.2, OA se obtiene O.O 12, 0.02 (t = 0.2), 0.004, 0.008 (1 = 0.4), 

-0.004, -0.008 (t = 0.6), etc. 

3. u(x, 1) = O, -0.05, -O.JO, -0.15, -0.20, O 

5. O. 190, 0.308, 0.308, O. 190 (0.178, 0.288, 0.288, O. 178 exacto hasta .3D) 

7. O, 0.354, O. 766, 1.271, 1.679, 1.834, · · · (t = 0.1); O, 0.575, 0.935, !. 135, 1.296, 
1.357, · · · (t = 0.2) ' 

Capítulo 20 (cuestionario y problemas de repaso}, página 569 
21. l, 1, 1.02, 1.0608, etc. Errores O, O.O!, 0.021, 0.0334, etc. 

25. y = tan x 

29. y(0.4) = 1.822 798, y(0.5) = 2.046 315, y(0.6) = 2.284 155, y(O. 7) = 2.542 325, 
y(0.8) = 2 .. 829 706, y(0.9) = 3. 160 277, y(I.O) = 3.557611 

35. 1.96, 7.86, 29.46 

37. u(P11 ) = u(P31 ) = 270, u(P21 ) = u(P13 ) = u(P23 ) = u(P
33

) = 30, 
u(P12 ) = u(P32) = 90, u(P22) = 60 

41. 0.06279, 0.09336, 0.08364, 0.04707 

43. 0, -0.352, -0.153, 0.153, 0.352, 0 si I 

- 0.344, 0 if I = 0.24 
0.12 y o, 0.344, 0.166, -0.166, 

Problemas de la sección 21.1, página 1580 

9. g'(r) = -16x¡3(x1 - 4tx¡3) 3 - 4096xz3(x2 - 64tx/)ª = O. Por x
0 

= i + j la 

solución es t 1 = 0.017 909 5 (7D), y z(t1) = 0.928 362i - 0.146 202j. 

Problemas de la sección 21.2, página 584 
5. Contradictorio, no hay solución. 

11. f max = f(O, 5) = 10 13. f min = .f(2, 4/3) = 8 

15. X 1 = 15 toneladas deA 1,x2 = 10 toneladas deA 2, ganancia diaria$ 1400. 

17 . .f max = .f(2!0, 60) = 3750 19. No 

Problemas de la sección 2·1.3, página 589 

l. Se empieza en C (figura 44 7) y luego se intercambian x 1 y x4• 

3· .fm,x = .f( 1i2i° • f~) = W 
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5. X3 = 18 - X¡ - 3xz, X4 = 10 - X¡ - X2, X5 = 24 - 3.x¡ - X2; X¡<-> X5; 

x2 <-> x4 ; .f mnx = f(7, 3) = 780 

7. f max = f(O, 2.5, 2.3) = 7.7 

9. Tomar como básicas a ,:5, x6• Intercambiar x3 H x6, luego x, H x5• 

Ímax = f(2.857, O, 14.286, O)= 314. 

Problemas de la sección 21.4, página 595 

l. x 1 <-> x5 , then x 2 <-> x4 (sin ganancia), Juego x3 +-> x5 . f max = f(IO, 5) = 5500. 

3. f mnx = f(I, l, O) = 12. La solución factible básica x 1 = x 2 = x 4 = x 5 = O, 
x3 = 1 es degenerada. 

5. Intercambiar x 2 Hx5, entonces x3 Hx4.f mo., =.{(3, l) = 7. 

7. Intercambiar x2 H x6 , entonces x3 H x5, entonces x 1 H x,.f mn, = /( 100, 150, 200) = 3200. 

9. Maximizar f = - f. x 4 = 1 ·+ x 1 - x 2 , x 5 = 40 - 5x1 - 4x2, 

Xa = 5 - X¡ - Xz + X3; X¡ .... Xa, Xz .... X4; 1 
-fmin = Ímax = f(2,3) = -4 + 3 = -l;fmin = l. ; 

Capítulo 21 (cuestionario y problemas de repaso}, página 596 

11. 6i + 3j, 0.9153i - 0.8136j, 0.2219i + 0.1109j, 0.0338i - 0.030!j 

25. f min = f(2, 2) = 16 23. f min = f(0.5, 1.5) = 4.5 

27. f max = f(O, 40, 5) = 280 29. Ímax = f(13,0,8) = 188 

Problemas de la sección 22.1, página 603 

[: o o 

f J . 9 [: :J 7. o 
1 o o 
o o o 
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27. e¡ e3 29. 
~ _v_é_rt_ic_e ___ B_o_rd_e_s_in_c_i_d_~n_t_es_ 

e2 e4 

2 
3 
4 

-el' -e2 , e3 , -e4 

el 
ez, -ea 
e4 

Problemas de la sección 22.2, página 61 O 

l. 4 3. 5 5. 4 
.9. La idea es ir hacia atrás. Existe un v,_, adyacente a v, etiquetado como k - 1, etc. Así, el 

único vértice etiquetado como O es s. Por tanto, A(v
0

) = O implica v
0 

= s, de modo que v
0 

-

, v, - ... , v,_, es una trayectorias -t v, de longitud k. 
17. No; no existe ninguna forma de recorrer (3, 4) sólo una vez. 

19. Patrulla de policía, equipo de reparación de la carretera, la mejor ruta del agricultor para 
sembrar sus campos. 

25. De m a I OOm, 1 Om, 2.5111, 111 + 4.6. 

Problemas de la sección 22.3, página 614 

l. (I, 2), (2, 4), (4, 3); 1.2 = 3, 1.
3 

= 9, L
4 

,= 7 

3. (I, 2), (1, 4), (2, 3); L 2 = 2, L
3 

= 5, L
4 

= 5 

5. (I, 4), (2, 4), (3, 4), (3, 5); 1.2 = 4, L
3 

= 3, L
4 

= 2, L
5 

= 8 

7. (I, 5), (2, 3), (2, 6), (3, 4), (3, 5); L 2 = 9, L
3 

= 7, L
4 

= 8, L
5 

= 4, L
6 

= 14 
ll. L 2 = 2, L.3 = 5 

Problemas de la sección 22.4, página 619 

8 
_2 

l. I / 3 
- 4 

-5 

/ 

3. 4 - 2 

, 
5. 1 - 2 5 

' / 3 - 6- 4 

' 3 - 5 
7 

2 
I 

7. (a) L 2 = 4, L 3 = 3; (b) L = 5 9. 1 - 3 - 4 L = 38 ll. Sí 
\ 

5 - 6, 
13. G es conexo. Si G no fuese un árbol, seria un ciclo, aunque este ciclo contaría con dos 

trayectorias entre cualquier par de sus vértices, contradiciendo la unicidad. 

19. Si se añade un borde (u, v) a T, entonces como Tes conexo, existe una trayectoria u -t v 
en T que, junto con (u, v), constituye un ciclo. 

Problemas de la sección 22.5, página 623 

l. (), 2), (), 4), (3, 4), (4, 5), L. = 12 3. (), 4), (3, 4), (2, 4), (3, 5), L. = 20 

5 .. O, 2). (), 3), (), 4), (2, 6), (3, 5), L = 32 

9. Si Ges un árbol 

) ) ) ) 

e r·cc·c·cr,c ( ( e 
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11. Un árbol de expansión más corto de la maxima gráfica conexa que contiene al vértice 1. 

13. d(G) = 24, r(G) = 12 = e(3), centro !3} 
17. Se elige un vértice u y se encuentra el v

1 
más alejado. A partir de v, se encuentra el v

2 
m¡ís 

alejac1D. Se determina w tal qued(w, v
1
) se aproxime lo más posible al va1or de f d(vl' v

2
). 

Problemas de la sección 22.6, página 630 

l. 1 - 2 - 5, t:.f = 2; 1 - 4 - 2 - 5, t:.f = 2, etc. 

3. 1 - 2 - 4 - 6, t:.f = 2; 1 - 2 - 3 - 5 - 6, t:.f = I, etc. 

5 · Í12 = 4,!13 = l,f14 = 4,f42 = 4,!43 = O,fzs = 8,.fas = l,.f = 9 
7. Í12 = 4, Í 13 = 3, Í 24 = 4, ! 35 = 3, ! 54 = 2, f 46 = 6, ! 56 = 1, f = 7 

9. {4, 5, 6}, 28 11. {2, 4, 6}, 50 

13. 1 - 2 - 3 - 7, t:.f = 2; 1 - 4 - 5 - 6 - 7, t:.f = I; 
1 - 2 - 3 - 6 - 7, AJ = 1; f mnx 14 

15. {3, 5, 7}, 22 17. S={l,4},cap(S,T)=6+8= 14 

19. If fij < C;j así como fij > O 

Problemas de la sección 22.7, página 633 

3. (2, 3) y (5, 6) 

5. 1 - 2 - 5, t:., = 2; 1 - 4 - 2 - 5, t:.1 = I; f = 6 + 2 + I = 9 

7. 1 - 2 - 4 - 6, t:., = 2; 1 - 3 - 5 - 6, t:., = 1; f = 4 + 2 + 1 = 7 
9. Considerando sólo bordes con un extremo etiquetado y un extremo sin etiquetar. 

13. 2000 

17. S = {!, 2, 4, 5}, T = {3, 6}, cap (S, T) = 14 

Problemas de la sección 22.8, página 639 

l. No 3. No 5. Sí S = {I, 4, 5, 8} 

7. Sí; una grafica no es bipartita si contiene una subgráfica 1:iipartita .. 

9. 1 - 2 - 3 - 5 

13. (), 4), (2, 3), (5, 7) 

23. No; K 5 no es plana. 

27. 3;enl,4,8 

11. (1, 5), (2. 3) 

15. 3 19. 5 

25. K 3 

29. K 3 

Capítulo 22 (cuestionario y problemas de repaso), página 642 

17 [; : :J 19- l~ : : ] 21-[ : ; ! j 
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23. 27. 

33. 1.2 = 10, 1.3 = 15, L4 = 13 

Vértice 

1 
2 
3 

37. 1 - 2 - 4 - 3 - 5 41. f = 7 

Bordes 
incidentes 

e2, - e3 

-ei, e3 
e1 , - e2 

Problemas de la sección 23.1, página 652 

29. 4 

35. 1 - 4 - 3 - 2 

45. (1, 3), (2, 4) 

1. 4 Resultados: HH, HT, TH, TT (H = cara T = cruz) 

3. 23 Resultados: RRR, RRL, RLR, LRR, RLL, LRL, LLR, LLL. 

5. 10 Resultados: R, BR, BBR, BBBR, etc. 
7. El espacio de tripletas ordenadas de números no negativos. 

9. El espacio de pares ordenados de números X= xi;;; O, Y= y. 

13. No. 

15. No olvidar enumerar S y el conjunto vacío. 

Problemas de la sección 23.2, página 659 
l. 63/64 = 0.98 

3. (a) 0.93 = 72.9%, (b) /hºo · i~ · ff = 72.65% 

s. 1 - 4/125 7. 0.95 4 = 81.5% 

9. 1 - 0.97 4 = 11.5% 

13. :fu + ik - :fu = jHl 
15. P(MMM) + P(MMFM) + P(MFMM) + P(FMMM) = /¡ + 3 · 't'iJ = 1

5
6 

17. 11.68% 

Problemas de la sección 23.3, página 665 

31. 4 

3. De 40320 maneras. 

9. G!) = 635 013 559 600 

5. 19600 

11. J/84, 5/21 

7. 210, 70, 112, 28 

13. 676 000 

15. La idea de la demostración es la misma que en el teorema 1, pero en vei. de ocuparse 11 

posiciones ahora tienen que ocuparse sólo k posiciones. Si se penniten repeticiones, se 
tienen 11 elementos para ocupar cada una de las k posiciones. 

17. 23.5, 0.5, 2%; 39 902,400, 1% 

Problemas de la sección 23.4, página 672 

3. F(x) = O si x ;e; O, F(x) = x 3/27 si O < x ;e; 3, F(x) = 1 si x > 3 

5. Distribución unifom1e especial, f(x) = 0.2 si O < x < 5 y O en caso contrario 

7. 
0

40%, X = 4.25 

,,! i, !: ), \ ), ), 
'· 

) ')¡ ), ), )('), }¡ '), ·'\ ' 
')( ,::yl ), 
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··), )( 

2 

9. P(X > 1200) = J 6[0.25 - (x - 1.5)2
] dx = 0.896. Respuesta. 0 .. 8963 = 72%. 

12 

13. k = 2.5; 50% 11. k = 3, c 1 = 0.464, C2 = 0.965 

17. k = 1.1565; 26.9% 19. X> b, X e;; b, X< e, X ;;a; e, etc. 

Problemas de la sección 23.5, página 678 

l. I, f 5. 3.5, 2.917 7. $23.45 

9. 750, I, 0.002 11. i, 2
1
0, (X - f)V20 

15. E(Xk) = 2/(k + 2), u 2 = 't'iJ 
17, E(Xk) = (bk+I - ak+l)/[(b - a)(k + 1)] 

19. y= 4/2V2 = V2 

Problemas de la sección 23.6, página 684 

1. 0.0625, 0.25, 0.9375, 0.9375 3. 64% 

5. 0.99 10 = 90.4% 7. 1 - e- 02 = 18% 

9. f(x) = 0.5xe-os/x!, f(O) + f(l) = e- 05(1.0 + 0.5) = 0.91. Respuesta 9%.. 

11. 0.265 13. ffi. J~ü, M. zh 
19. G(O) = 1, G'(t) = e-µ. exp [¡.u? 1] µ.e' =; µ.e'G(I), G"(t) = µ.e'[G(I) + G'(t)], 

E(X2) = G"(O) = µ. + µ. 2 , u 2 = E(X2
) - µ. 2 = µ. 

Problemas de la sección 23.7, página 691 

3. 17.29, 10.71. 19.152 J. 0.1587, 0.6306, 0.5, 0.4950 

s. 0.27% 7. 16% 9. 84% 11. 31.1%, 95.5% 

13. Aproximadamente 22 19. U se J"(x) = O. 

Problemas de la sección 23.8, página 701 

l. 1/8, 3/16, 3/8 3. k = 4, P = 9/16 

5. f
2
(y) = 1/({3

2 
- a

2
) si a 2 <y< {32 7. 20.200, aproximadamente 0.007 

9. 27.45 mm, 0.38 mm 
11. lndependientes./i(x) = 0.1e-0 1., si x > 0,h(.l'l = OJ e..o ,,. si y> O, 36.8% 

15. 50% 17. No 

Capítulo 23 (cuestionario y problemas de repaso), página 702 

2J. (a) 0512, (b) Aproximadamente 0.504 23. 1/4 

25. f(O) = 0.80816. f(l) = 0.18367, f(2) = 0.00816 

27. f(x) = 2-x, X= ], 2, · · · 

31. 72 33. 118.019, 1.98. 1.65% 

37. k = 3, e = 0.983 39. O, 2 

47. 76.74 kg 

J, ) ''.), '·) ' )/ :>, ) ) -~ ( -, ..... ( 

29. 0.3, 0 . .2, O 

35. 94.09%. 5.82%, 0.09% 

41. 7/3, 8/9 43. 0.98 15 

49. 16%, 2.25% (ver la figura 496) 

-~ )¡ ~ -{ :t:1 j 2) 
1 

1 

! l 
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RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARES 

Problemas de la sección 24.2, página 711 

l. Los artículos 38, 69, 02, 49, 23, 52, 73, 29, 09, 05 

5. Tomar .Y_; = 2 + 4y¡ con Y; elegido como antes. 

7. x = 0.91 = <l>(z)~eobtienez= 1..341 (TablaA8) 
9. 2.408, 0.545, 1.022 . 

Problemas de la sección 24.4, página 720 

l. x = 3.47, s 2 = 2.98 3. x = 6, s 2 = 13.3 
5. 1, 25 11. 100.25 1.3. 0.02 15. 360 

17. 96, 86, 110, 24 19. 99.2, 234. 7; agrupados: 99A, 254 .. 7 

Problemas de la sección 24.5, página 724 

3. 1 = pk( 1 - p)n-k, p = kln, k = número de éxitos en n ensayes 

5. 7/12 7. p = 1/x 9. µ. = X 

ll. o = n/2. xi = llx 13. o = 1 

Problemas de la sección 24.6, página 734 
3. CONF {23.86 ;;; µ. ;;; 28.93} 5. Se duplica. 

7. Aproximadamente 4, 16 9. CONF {10.07;;; µ.;;; 10.33} 

11. e = 1.96, x = 87, s 2 = 71.86, k = c.s/'-.01 = 0.742, CONF {86;;; µ. ;;;¡ 88}, 
CONF {0.17;;; p ;;; 0.18) 

13. CONF { 0.00044;;; o-2 ;;; 0.00127} 15. CONF {23;;; 0-2;:; 553} 

17. Distribuciones normales, medias -2 7, 81, 133, variancias 16, 144, 400. 

19. Z =X+ Y es nonnal con media 1 05 y variancia 1.25. 
Respuesta. P( 104;;, Z;;, 106) = 63%. 

Problemas de la sección 24.7, página 746 

l. t = V7(0.286 - 0)/4.31 = 0.18 < e = 1.94; no rechazar la hipótesis 

3. e = 6090 > 6019, e = 12 127 > 12 012; no rechazar la hipótesis. 

5. o-2/n = 1, e = 28.36; no rechazar la hipótesis. 

7. µ. < 28.76 or µ. > 31.24 

9. Alternativaµ" 1000, t = /26 (996 - 1000)/5 = -3.58 <e= -2.09 (tabla A I O, 19 grados 
de libertad). Rechazar la hipótesisµ= 1000 g. 

11. Probarµ = O contraµ ;r = O. t = 2.1 1 < e = 2.3 7 (7 grados de libertad). No rechazar la 
hipótesis. 

13. a= 5%, e= 16.92 > 9 0.5'/0A' = 15 .. 06; no rechazar la hipótesis. 

15. t0 = YIO · 9 · 17/19(21.8 - 20.2)/Y9 · 0.6 2 + 8 · 0.52 = 6.3 > e = 1.74 
( 17 grados de libertad). Rechazar la hipótesis y asumir que Bes mejor · 

17. v11 = 50/30 = 1.67 <e= 2.59 (9, 15) grados de libertad ; no rechazar la hipótesis. 

i ) 1 

@ ® @ © @,1 O @ C, O C C· e, e e, c1 e, e¡ e. e¡ e e> o o o @ o o ® (;! 

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARES 

Problemas de la sección 24.8, página 751 

l. LIC = 1 - 2.58 · 0.03/V6 = 0.968, LSC = 1.032 

3. n = 10 

5. Elegir 4 veces el tamaño de la muestra originaL 

7. 2.58v'oJi24/V2 = 0.283, LIC = 27.783, LSC = 27.217 

11. En 30% (5%) de los toasos, aproximadamente 

13. LIC = np + 3Vnp(l - p), RC = np, LSC = np - 3Y np(I - p) 

815 

15. RC = µ. = 2.5, LIC = µ. + 3Vµ = 7, LSC = µ. - 3Vµ, es negativo en (b) 

y se hace LIC = O. 

Problemas de la sección 24.9, página 757 

l. 0.9825, 0.9384, 0.4060 3. 0.028 (en O = 0.054) 

5. 19%, 15% 7. (1 - 0)5, () - 0) 5 + 50(1 - 0)4 

9. Porque n es infinito. 11. (1 - ilª + 3 · }O - })2 = i 
13. 22% (if e = 9) 15. o: = 5%, /3 = .44% 

Problemas de la sección 24.10, página 760 

l. x/ = 2.33 < e = 11.07. Si 3. x0
2 = 94.19 > e = 11.07. Rechaz~r. 

5. x
0

2 = 0.4 < e = 3.84. Afirmar que la moneda es legnL 

7. 20 dígitos impares y 30 pares, X6 = 2 < 3 .84. No rechazar la hipótesis. 

9. ei = npi = 370/5 = 74, x/ = 984/74 = 13 .3, e = 9.49. Rechazar la hipótesis. 

11. Al combinar los tres últimos renglones se obtiene K- r- 1 = 9 (r= 1, ya que se calculó la 
media, '~i;; = 3.87). x' = 12.8 <e= 16.92. No rechazar la hipótesis. 

13. Xo' = 49/20 + 49/60 = 3.27 < e = 3.84 ( 1 grado de libertad, a = 5%, que sostiene la 
atinnación 

Problemas de la sección 24.'11, página 763 

l. Hipótesis: A y 8 son igualmente buenos. Entonces la probabilidad de por lo menos 7 
ensayos favorables a A es +s + 8 +s = 3.5% Rechazar la hipótesis. 

3. +• + 6 ( + )'• + 15 ( .,\- )" = 34% es la probabilidad de cuando mucho 2 valores negativos 
si ¡:¡- = O, que no se r-;,chaza. 

5. Hipótesis µ. = O. Alternativa µ. > O, .x = 1.58, 
t = VIO· 1.58/1.23 = 4.06 > e = 1.83 (o: = 5%). Hipótesis rechazada 

7. (}/\1 + 18 + 153 + 816) = 0.0038 9. Considere,1:i= >1 - µo 
11, P(T;;; 2) = 2.8%. Rechazar. 13. P(T;;; 14) = 7 .8%. No rechazar 

15. P(T ;;§ 2) = 0.1%. Rechazar. 
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Problemas de la sección 24.12, página 770 

l. Aproximadamente 120 pies. 

5. y - 1402 = 4.32(x - 590) 

3 . .Y - J.9 = X 

7. 3s/ = 500, 3s:,;y = 33.5, k 1 = 0.067, 3s/ = 2.268, q0 = 0.023, 

K = 0.021, CONF {0.046 ;;ai K¡ ;;ai 0.088} 

9. 1o = 76, K = 2.37Y76/(7 · 944) = 0.254, CONF {-1.58 ;;ai Ki ;;ai -1.06} 

Capítulo 24 (cuestionario y problemas de repaso), página 770 

21. 4, 100 

25. 1.5625, 0.03696, 0.6 

29. Se duplica. 

33. CONF {0.726 ;;¡¡ µ. ;;¡¡ 0.751} 

23. 106, 160, 40 

27. µ, = 15.5625, ü 2 = 5.3711 

31. CONF {19.2 ;;¡¡ µ. ;;¡¡ 33.6} 

35. CONF {1.373 ;;¡¡ µ. ;;¡¡ 1.451} 

37. CONF {O. 105 ;;ai µ. ;;ai 0.107}; este error es O.OÓJ, aproximadamente. 

39. CONF {0.05 ;;ai u 2 ~ 10} 41:· e = 14. 74 > 14.5; rechazar µ 0• 

43. cp (
14

·
74 

-
14

·
5º) = 0.9357 45. 30.14/3.8 = 7.93 < 8.25. Rechazar. 

Vo.025 

47. t = JToo (26000 - 25000)/2000 = 5 >e= 2.3 7 (tabla A I O). Rechazar la hipótesis µ 0 = 
25000 y confirmar que la afinnación del fabricante está justificada. 

49. v
11 

= 2.5 < 6.0 (9, 4) grados de libertad; no rechazar la hipótesis. 

SI. Disminuye por un factor de 2. Por un factor de 2.58/L96 = 1.32. 

Material auxiliar 

A3. 1 FÓRMULAS PARA FUNCIONES ESPECIALES 

Respecto a tablas de valores numéricos, consultar el apéndice 5. 

Función exponencial e' (figura 519) 

e = 2.71828 18284 59045 23536 02874 71353 

(1) 

Logarit/llo natural (figura 520) 

(2) In (xy) = In x + In y, In (x/y) = In x - In y, In (xª) = a In x 

In x es la inversa de e", y e 10 " = x, e-tn :r = e 10 (l/xl = 1/x. 

Logaritmo base diez log10 x, o simplemente logx. 

(3) log x = M In x, M = log e = 0.43429 44819 03251 82765 11289 18917 

(4) 
1 1 

In x = M log x, M = 2.30258 50929 94045 68401 79914 54684 

log x es la inversa de 10', y 101°'' = x, 10-1°'' = 1/x. 

y 

Figura 519. Función exponencial e'. Figura 520. Logaritmo natural In x. 
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M_ATERIAL AUXILIAR 

Funciones seno y coseno (figuras 521, 522). En cálculo, los ángulos se miden en. radianes, de 
modo que sen x y cos x tienen periodo 2 7t. 

sen x es impar, sen x = sen (-:x), y cos x es par, cos (-x) = cos x. 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

1° 0.01745 32925 19943 radian 

1 radian 57º 17' 44.80625" 

= 57.29577 95131º 

Figura 521. sen x. .Figura 522. cos x. 

{ 
sen lx 

sen 2 x + cos 2 x = 1 

sen(x + y) =senxcosy + cosxseny 

sen(x - y)= senx cos y - cos xseny 

cos (x + y) = cos x cos y - senx seny 

cos(x - y)= cosxcosy + senxseny 

2 sen x cos x, cos 2x = cos 2 x - sen2 x 

{ 

senx = cos (x 
cos x = sen (x 

sen (1r - x) = senx, 

cos 2 x = !(I + cos lx), 

- f) = COS ( f - X) 

+ f) = sen (f - x) 
COS (1T - X) = -COS X 

sen2 x = f(I - cos 2x) 

{ 

senxseny = ![-cos (x +y)+ cos (x - y)] 

cos x cos y = ![cos (x + y) + cos (x - y)] 

senx cos y = ![sen(x + y) + sen (x - y)] 

sen u + senv 2sen~cos~ 
2 2 

COS U + COS V 2 COS U + V COS ~ 
2 2 

cos v - cos u= 2 sen~sen~!:. 
2 2 

A cos x + Bsenx VA 2 + B 2 cos (x ± /j), tan /j = sen 8 
cos 8 

B 
:¡:-

A 

) ) ) ) '¡ ) ·¡ 

o()() e e,@ 0 (' ( e e, e e (~ e. ( e: n e, e e) e 

FÓRMULAS PARA FUNCIONES ESPECIALES 819 

(14) A cos x + B senx = VA 2 + B 2 sen(x ± 8), tan /j 
sen 8 

cos /j 

Tangente, cotangente, secante, cosecante (figuras 523,524) 

1 senx cos x 1 
(15) tan x = -- , cot x = -- , sec x = -- , 

cos x senx cos x 
cscx = -

senx 

(16) 
tan x + tan y 

1 - tan x tan y ' 
tan (x + y) 

y 

Figura 523. tan x. 

tan x - tan y 
tan (x - y) = 

1 + tan x tan y 

y 

5 

-5 

Figura 524. cot x. 

Funciones hiperbólicas (seno hiperbólico senh, etc.; figuras 525, 526) 

y y 

4 

I 
I 

/ 

I 
I 

' / 
I 

/ 
/ 

I 

4 

l 2 

/ 
// 

,,.,,,..,,,,..---
/ 

/ 

2 X -2 / 2 
/ 

---_.,./ 

\ -2 

-4 

X 

X 

Figura 525. senh x (línea discontinua) 
y cosh x. 

Figura 526. tanh x (línea discontinua) 
y coth x. 

www.elsolucionario.net
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(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

lanh x = senhx 
cosh x' 

coth x = cosh x 
senhx 

MA'fERIAL AUXILIAR 

cosh x + senh x = e", cosh x - seph x 

cosh 2 x - senh 2 x = 1 

senh2 x = f(cosh 2x - 1), cosh 2 x = f(cosh 2x + 1) 

{ senh (x ± y) = senh x .cosh y ± cosh x senh y 

cosh (x ± y) cosh x cosh y ± senh x senh y 

h ( ) lanh x ± tanh y 
tan x ± y = 1 ± lanh x tanh y 

Función gamma (figura 527 en la tabla A2 del apéndice 5). La función gamma f(a) está 
definida por la integral 

(24) f(a) (a> O) 

que tiene sentido sólo si a> O (o, si se considera a complejo, para aquéllos a cuya parte real 
es positiva) .. -~} integrar por partes se obtiene la importante relación funcional de la función 
gamma, 

(25) [(a + 1) = af(a). 

A partir de (24) se obtiene fácilmente f( 1) = 1; por tanto, si a es un entero positivo, por 
¡;jemplo k, entonces mediante la aplicación repetida de (25) se obtiene 

(26) f(k + 1) = k! (k =o,!, .. ·). 

r(a) 

u 5 

1 1 
1 1 
1 1 

1 1 u l ¡ 
1 ¡ 1 l 

-4 1 -2 1 2 4 " 

íl 1 

J 
1 
1 -2 

1 
1 
1 

1 1 
1 1 

In 
·-4 

1 

Figura 527; Función gamma. 

FÓRMULAS PARA FUNCIONES ESPECIALES 

Lo anterior muestra que la función gamma puede considerarse como una generalización de /a 
función factorial elemental.[Algunas veces, para r(u) se usa la notación (a - 1 )!, inclusive 
para valores no enteros de a, y la función gamma también se denomina función factoria!J. 

Por aplicación repetida de (25) se obtiene 

f(a + k + 1) f(a + 1) 
f(a) = ---

a 

f(a + 2) 

a(a + 1) a(a + l)(a + 2) · · · (a + k) 

y esta relación puede usarse 

(27) 
[(a + k + 1) 

f(a) = a(a + 1) • • • (a + k) (a,', O, - l, -2, · · ·) 

para definir la función gamma para a(aé-1, -2, ···)negativo, eligiendo parakel menor entero 
tal que a+ k + 1 > O. Junto con (24 ),. entonces con ésto se obtiene una definición de í(a) para 
todo diferente de cero o para un entero negativo (figura 527). 

Es posible demostrar que la función gamma también puede representarse como el límite de 
un ¡>roducto, a saber, mediante la fórmula 

(28) 
n!nª 

f(a) = lím --------:-:------..,. 
n-m a(a + !)(a + 2) · • • (a + n) 

(a,', O, -1, · · ·). 

A partir de (27) o (28) se observa que, para a complejo, la función gamma í(u) es una 
función meroforma que tiene polos simples en a= O, -1, -2, · · · . 

Una aproximación de la función gamma para un gran a positivo está definida por la fórmu
la de ~tirling 

(29) [(a + 1) = yz;.; (;) a 

en donde e es la base del logaritmo natural. Por último, se menciona el valor especial 

(30) rct> = y;_ 

Funciones gamma incompletas 

(31) 

;r; 

P(a, x) = J e- 1,a-l dt, 
o 

Q(a, x) = Jm e- 1,a-l dt 
;r; 

(32) f(a) P(a, x) + Q(a, x) 

Función beta 

(33) 

1 

B(x, y) = f r"- 1(1 - t)Y-1 dt 
o 

Representación en términos de funciones gamma: 

f(x)f(y) 
(34) B(x, y) = f(x + y) 

Función de error (figura 528 y tabla.A4 en el apéndice 5) 

(35) 
2 ;r; 

fer x = -_- f e- 1
' dt y; o 

(a> O) 

(x > O, y> O) 

''01 ")/:)/:), ,C)1 , ? -), c7:)1 ()1 C)¡ (:)1 t), <)\ )¡ !~ D, _<f:!l; íS01)/ "~ i':f~ ,'.;~ ti2~ ,;]g) (~ ~ (;Y}t::J·i 
. ..;;.,.=.;..,.,=~~---------·=--~~=-=· ....-,,_. · .w uo~;.pmo.---·--=~.,.,1,e-,:tt,~~-

!-
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,t~ 
~'''"'''''''''''' -2 -1 1 2 

x--,,... 

-0,5 

-1 

Figura 528. Función de error. 

(36) 

fer(00) = 1,función de error complementaria 

(37) 
2 m 

ferc x = 1 - fer x = --J e-,• dt 
-y:;. :r 

Integrales de Fresnel' (figura 529) 

(38) C(x) = J"'cos (t 2) dt, 
o 

S(x) = frsen (t 2) dt 
o 

C( 00) = .,f,;i'i, S(00 ) = .,f,;i'i, funciones complementarias 

c(x) ~ - C(x) = ¡= cos (1 2) dt 
:r (39) 

s(x) ~ - S(x) = J= sen(t2) dt 
X 

Figura 529. Integrales de Fresnel. 

:x;--,,... 

1 AUGUSTIN FRESNEL (1788-1827), fisico y matemático francés. Respecto a tablas, consultar la 
referepcia [ J ]. 

( 

1 

Cil iZ'' 
1 ) .1 ) 1 

r 0 ó@l'~ff~f 
'1 

DERIVADAS PARCIALES 823 : 

A3.2 

Integral del seno (figura 530 y tabla A4 del apéndice 5) 

(40) ls(x) = J" sen/ dr 
o 1 

ls(cx) = 7tf2,jimción complementaria 

(41) is(x) = ~ - ls(x) 
2 

¡= se;r dt 

r 

:~---~ 
o 5 10 

r-

Figura 530. Integral del seno. 

Integral del coseno (tabla A4 del apéndice 5) 

m 

J (42) ic(x) = ~dt 
t 

X 

Integral exponencial 

J 
m e-< 

(43) le(x) -dt 
t 

:r 

Integral logarítmica 

(44) ll(x) f dt 
0 

In t 

DERIVADAS PARCIALES 

Respecto a fórmulas para diferenciar, consultar la portada interior 

(x > O) 

(x > O) 

Seaz = Jí.x,y) una ftmción real de dos variables independientes, x y y. Si se mantiene constante y, por 
ejemplo y= y

1 
y se considera quex es una variable, entoncesj(;c, y 1) depende sólo dex. Si existe la 

derivada dej{x, y,) con respecto ax para un valor x = x,, entonces el valor de esta derivada se 
denomina derivada parcial defix,y

1
) con respecto ax en el punto (x1,y1) y se denota por 

af 1 az 1 
ax o por ax 

(.:r1,1J1) (r¡,yi) 

Otras notaciones son 

f.(x1 , Y1) y Zr(x1 , y 1); 

que pueden usarse cuando no se utilizan subíndices para otro efecto y no existe peligro de 

confusión. 
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Por tanto, por la definición de derivada se tiene 

(1) i!J.. I = lím .f(x¡ + ilx, Y¡) 

ax (I1, Y1) .u-0 Á.X 

f(x 1, y 1) 

La derivada parcial de z = fi.x, y) con respecto a y se define de manera semejante; ahora se 
mantiene constante .x, por ejemplo igual ax,. y se derivafix1, y) con respecto ay. Así, 

(2) af I az I lím f(x¡, Y1 + t.y) 
iJy (I1, Y1) = ay lx1, Y1) = t:.y-D l,y 

Otras notaciones sonf.Jx,. y 1) y z,(x,. y,). 

f(x 1 , Y¡) 

Resulta evidente q·ue los valores de estas dos derivadas parciales dependen en general del 
punto (x,. y 1 ). Por tanto, las derivadas parciales cJzlcJx y cJzlcJy en un punto variable son funcio
nes de x y y .. La función cJzlcJx se obtiene como en cálculo ordinario, derivando z = j{x, y) con 
respecto ax, considerando ay como constante, y cJzl~ se obtiene derivando z=./(r,y) con respecto 
a y, considerando ax como constante. 

Ejemplo 1 Sea z = f(x, y) = x•y + x sen y. Entonces 

af 
- = 2xv + sen y. ax . i!l_ = x2 + X COS y. ay 

1 

Las derivadas parciales dzldx y cJzldy de una funcíón z = .f{r, y) tienen una interpretación 
geométrica muy simple. La función z =./{x,y) puede representarse por medio de una superficie 
en el espacio. La ecuación y= y, representa entonces un plano vertical que.corta la superficie 
de una curva, y la derivada parcial dzldx en un punto (x,.y,) es la pendiente de la tangente (es 
decir, tan a en donde a es el ángulo que se observa en la figura 53 l) a la curva. De manera 
semejante, la derivada parcial cJzlcJy en (x,. y 1) es la pendiente de la tangente a la curva x = x

1 
sobre la superficie z = J(x, y) en (.x1, y 1). · 

Las derivadas parciales dzldx y dzldy se denominan primeras derivadas parciales o deriva
das parciales de primer orden. Al derivar estas derivadas una vez más se obtienen las segun
das derivadas parciales (o derivadas parciales de segundo orden)'. 

a2J 
a CI) f= ax2 ax ax 

a2J 
a (ªf) Íyx 

(J) ax ay ax ay 
aZf 

a (ªI) Íry ay ax ay ax 

a2J ª el) 
ay2 = ay ay = Íyy· 

Puede demostrarse que si todas las derivadas con que se trabaja son continuas, entonces 
dos derivadas parciales mezcladas son iguales, de modo que entonces no importa el orden de 
derivación (consultar la obra citada en el apéndice I como referencia [ 5).), es decir, 

(4) 
a2z 

=--
ay ax 

' i Precaución! En la notación con subíndices, éstos se escriben en el orden en que se deriva, mientras que 
en la notación"ª" el orden es opuesto · 

J. ) ). .l. 
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.c:·,) 
/ 1 

Figura 53l. Interpretación geométrica de las primeras derivadas parciales. 

Ejemplo 2. Para la función del ejemplo 1, 

f xy = 2x + COS y = f yx• Íw = -x sen y. 1 

Al derivar las segundas derivadas parciales nuevamente con respecto a x y y, respectiva
mente, se obtienen las terceras derivadas parciales o derivadas parciales de /ercer orden de!, 
etc. 

Si se considera una función.f{r,y, z) de tres variables independientes, entonces se obtienen 
las tres primeras derivadas parciales.f,(r,y, z),f,.(x,y, z) y f:(x,y, z). Aquí!, se obtiene al derivar 
.f con respecto ax, considerando a ambas y y z como constantes. Así, por analogía con ( 1 }, 
ahora se tiene 

- = hm 
af I . f(x¡ + /:,.x, Y¡. Z¡) - f(x¡, Y¡. Z¡) 

ax tx,, 111, z,) t:.x-o Á.X 

etc. Al derivar.f,.J,.,/, nuevamente de esta manera, se obtienen las segundas derivadas parciales 
de!, etc. 

Ejemplo 3. Sea f\x, y, z) = x" + y+ z'. Entonces 

Íz = 2x + y e', 

.f:,:x = 2. 

f w = 2, 

) ,) 
' 

") 
• 1 J. ) ·i ,., ) 

1 

.f y = 2y + X e', 

Íxy = Íyx = e', 

f 
11

, = f,y = X e', 

'~. ), .:¡ 

f, = Zz + xy e', 

f= =fu= Y e', 

f,, = 2 + xy e'. 1 

1 
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SUCESIONES Y SERIES 

Consultar también el capítulo 14. 

Sucesiones reales monótonas 

Una sucesión real x
1

, x
2
,, , , x,, se denomina sucesión monótona si es monótona creciente, es 

decir, 

o es monótona decreciente, es decir, 

x,, x,, · · · , x,, se denomina sucesión acotada si existe una constante positiva K tal que lx,,I < K 
para todo n. 

Teorema 1 SI una sucesión real es monótona y acotada, entonces converge. 

Demostración. Sea x,, x2, • • • , x. una sucesión creciente monótona y acotada. Entonces sus 
términos son menores que cierto número By, como x

1 
;;, x. para todo n, están en el intervalo 

x, ::;; x.::;; B, que se denotará por /
0

• Se biseca / 0 ; es decir, se subdivide en dos partes de la misma 
longitud Si la mitad derecha Uunto con sus puntos extremos) contiene términos de la sucesión, 
se denota por /

1
• Si no contiene términos de la sucesión, entonces la mitad izquierda U unto con 

sus puntos extremos) se denota por / 1• Este es el primer paso. 
En el segundo paso se biseca t,, se elige una mitad aplicando la regla mencionada, y se 

denomina /
2

, y así sucesivamente (ver la figura 532). 
De esta manera se obtienen intervalos cada vez más cortos / 0 , /

1
, /

2
, • • • con las siguientes 

propiedades. Cada /m contiene a todos los I. paran> m. Ningún término de la sucesión está a 
la derecha de /m y, como la sucesión es monótona creciente, todos los x. con n mayor que cierto 
número N están en lm; por supuesto en general N depende de m. Las longitudes de los l., tienden 
a cero cuando m tiende a infinito. Por tanto, existe exactamente un número, denominado L, que 
está en todos los intervalos,' y ahora es fácil demostrar que la sucesión es convergente con 
límite l. 

De hecho, dado un E"> O, se elige un m tal que la longitud de l., sea menor que f. Entonces, 
L y todos losx. con n > N(m) están en l., y, por consiguiente, lx. -ll <E para todos estos n. Así 
se completa la demostración para una sucesión creciente. Para una sucesión decreciente la 

' Esta proposición parece evidente, aunque no lo es; puede consideran;e como un axioma del sistema de 
números reales en la forma siguiente. Sean J 1, J,, · · , intervalos cerrados tales que cada JM contiene a 
todos los J,. con n > m, y las longitudes de los ./M tienden a cero cuando m tiende a infinito. Entonces 
existe exactamente un número real que está conterúdo en estos intervalos, Este es el axioma de Cantor
Dedekind, denominado asl en honor de los matemáticos alemanes GEORG CANTOR ( 1845-1918), 
creador de la teoría de conjuntos, y RJCHARD DEDEKIND ( 183 1-1916), conocido por su obra funda
mental sobre teoría de números Respecto a mayores detalles, consultar la obra citada en el apéndice 1 
como referencia [2]. (Se dice que un intervalo I es cerrado si sus dos puntos extremos se consideran 
como puntos que pertenecen al intervalo, Se dice que/ es abierto si sus dos puntos eXtremos se consi~ 
deran fuera del intervalo.) 

) \ ) ) l > 1 1 _ l l 

O G O @ €1 (:;:, O e, O e·, @ e, ci C) @ ®' ® CD C:? @ @ @ ,®.,....,@..,.i;f""''@""'·,;;¡i""''·"'E;"":::t"""?·""""" 

SUCESIONES Y SERIES 

demostración es igual, excepto que es necesario intercambi,:r correctamente "derecha" e "iz
quierda" en la i;onstrucción de estos intervalos. 1 

lo----------

B 

Figura 532. Demostración del teorema 1. 

Series reales 

Teorema 2 Prueba de Leibniz para serles reales. 

Sea x
11 

x
2
," • • , x,. real monótona decreciente a cero; es decir, 

( 1) (b) lím Xm o. 

Entonces la serie con terminas de signo alternos 

converge, y para el residuo R. después del n-esimo termino se tiene la estimación 

(2) 

Demostración. Sea s. la n-ésima suma parcial de la serie. Entonces, debido a ( 1 a), 

de modo que s 
2

::, s., ;á s 
1
• Procediendo de esta manera se concluye que (figura 533) 

(3) 

con lo que se demuestra que las sumas parciales impares constituyen una sucesión monótona 
acotada, así como las sumas parciales pares. Luego, por el teorema 1, ambas series convergen, 

por ejemplo, 

lún s 2n = s*, 

Entonces, comos,,,., - s,,, = x,..,, se observa fácilmente que ( 1 b) implica 

S - s* = lí.m s 2n+l 
n-

f'.or tanto, s· = s y la serie converge con la suma s. 

o. 
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Se demostrará la estimación (2) para el residuo. Comos,, ~ s, por (3) se concluye que 

y también 

Al restar s2,, y s2,,.,, respectivamente, se obtiene 

En estas desigualdades, la primera expresión es igual a x2'>+1' la última es igual a -x,., y las 
expresiones entre los signos de desigualdad son los residuos R,. y R,. _ 1. Por tanto, las des
igualdades pueden escribirse como 

y se observa que implican (2). Así se complet~ la demostración. 1 

/' 
->:2 

t=->:4=1 
s2 S4 S3 s¡ 

Figura 533. Demostración de la prueba de Leibniz. 

-------··---------------·-----

Apéndice 

Demostraciones 
.adicionales 

Sección 12.5, página 728 

Demostración del teorema 2 (Ecuaciones de Cauchy-R/emann) 

Se demostrará que las ecuaciones de Cauchy-Riemann 

( 1) 

son suficientes para que una función compleja 

f(z) = u(x, y) + iv(x, y) 

sea analítica; precisamente, si la parte real u y la parte imaginaria v def{z) satisfacen 
( l) en un dominio Den el plano complejo y las derivadas parcia/es en ( 1) son conti
nuas en D, entoncesf{z) es un analítica en D. 

En esta demostración se escribirán & = 6x + i!:,.y y !:,.f = f{z + &) -./{z). La idea de 
la demostración es como sigue. 

(a) !:,.f se expresará en términos de primeras derivadas parciales de u y v, aplicando 
el teorema del valor medio de la sección 8.8. 

(b) Se hará caso omiso de las derivadas parciales con respecto ay, aplicando las 
ecuaciones de Cauchy-Riemarm. 

(c) Se hará que & tienda a cero a y se demostrará que entonces 4/7& según se 
obtiene tiende a un límite, que es igual a u,,+ iv,, el miembro derecho de (4) en 
la sección 12.5, 

J'(z) = u, + iv"' 

sin importar la forma de aproximación a cero, 

A continuación se proporcionan los detalles. 

(a) Sea P: (x, y) cualquier punto fijo en D. Como Des un dominio, contiene a una 
vecindad de P. Es posible elegir un punto Q: (x + /:i.x, y + !:,.y) en esta vecindad, de 

829 
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modo que el segmento de recta PQ esté en D. Debido a las suposiciones de continui- 1 
dad es posible aplicar el teorema del valor medio de la sección 8.8. Así se obtiene f 

¡ u(x + b.x, y + Ay) 

v(x + /J.x, y + Ay) 

u(x, y) = (Ax)u:r(M1) + (!:,.y)uy(M 1) 

v(x, y) = (/;,.x)v:r(M2 ) + (!:,.y)vv(M2). 

en donde lvf
1 
Y M

2 
(¡en general M

2 
;é M

1 
! ) son puntos idóneos sobre este segmento. La 

primera recta es Re A/ y a segunda es Im 6/, de modo que 

b.f = (/J.x)u:r(M
1

) + (b.y)uy(M 1) + i[(Ax)v:r(M2) + (Ay)vy(M2)]. 

(b) u,.= -v, y v,. = ux por las ecuaciones de Cauchy-Ríemann, así que 

!:,.f = (/J.x)u:r(M
1

) - (!:,.y)vx(M
1

) + i[(A.x)vx(M2) + (Ay)u,,(M2)). 

También, i:12 = t1x + itiy, de modo que en el primer término puede escribirse Ax = i:12 
- itiy y en el segundo, tiy = (tiz- &)/i = -i(tiz - tix). Así se obtiene 

Af = (/J.z - ib.y)u:r(M
1

) + i(b.z - Ax)v:r(M1) + i[(Ax)v:r(M2) + (Ay)u:r(M2)). 

Efectuando las multiplicaciones y reordenando se obtiene 

Ahora, al dividir entre i:12 se obtiene 

(A) 
M ~ ~ 
!:,.z = u:r(M1) + iu:r(M1) -

1
/;,.; {u:r(M1) - u:r(M2)} - ~ {,'z(M1) - v:r(M2)}. 

(c) Por último, se deja que t:.z tienda a cero y se observa que ¡~y/tizl ;;a 1 y jA:x/t:.zj 
;;á 1 en (A). Entonces, '?: (x + &, y+ 6y) tiende a P: (x, y), de modo que M 1 y M 2 

deben tender a P. Tamb1en, como se supone que las derivadas parciales en (A) son 
continuas, tienden a su valor en P. En particular, las diferencias en las llaves { · · ·} en 
(A) tienden a acero. Por tanto, el límite del miembro derecho de (A) existe y es inde
pendiente de la trayectoria a lo largo de la cual t:.z-, O. Se observa que este límite es 
igual al miembro derecho de (4) en la sección 12.5. Lo anterior significa queflz) es 
analítica en todo punto zen D, y así se ha completado la demostración. 1 

Sección 13.3, páginas 762 y 764 

Demostración de Goursat del teorema de la Integral de Cauchy sin la condición de que 

f'(z) sea continua 

Se comenzará con el caso en que Ces la frontera de un triángulo. C está orientado en 
sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj. Al unir los puntos medios 
de los lados, el triángulo se subdivide en cuatro triángulos congruentes (figura 536). 
Sean C

1
, C

11
, C

111
, C

1
v las fronteras de estos triángulos. Se afirma que 

( 1 l r_ f dz = f f dz + r_ f dz + T. f dz + f .f dz. 
C C1 Cu Cm 'C1v 

C', (i'. 1 C, < ·· ( r (: e,, C, r ( r r r < r r r r 00 
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Figura 536. Demostración del teorema de la integral de Cauchy. 

En efecto, sobre la derecha se integra a lo largo de cada uno de los tres segmentos de 
subdivisión en ambas direcciones posibles (figura 536), de modo que las integrales 
correspondientes se cancelan por pares y la suma de las integrales sobre la derecha es 
igual a la integral de la izquierda. A continuación, sobre la derecha se elige la integral 
que tenga el mayor valor absoluto y a su trayectoria se la denomina por C 1• Entonces, 

por la desigualdad del triángulo (sección 12.5), 

lt f dzl ~ lt. J dzl + lt f dz\ + \{/ dz\ + \t./ dz\ 

~ 4 lf J dz\. 
e, 

A continuación, el triángulo acotado por C1 se subdivide como antes y se elige un 

triángulo de subdivisión con frontera C2 para el que 

Procediendo de esta manera se obtiene una sucesión de triángulos T1, T,, · · · con 
fronteras Cl' C

2
, • • • que son semejantes y tales que T. está en T,,, cuando n > m, y 

n = 1, 2, · · · 
(2) 

Sea z
0 

el punto que pertenece a todos estos triángulos. Como/ es diferenciable en z = 
z

0

, entonces existe la derivada/' (z
0
). Sea h(z) la diferencia entre el cociente de dife-

rencias y la derivada: 

(3) IJ(z) 
= f(z) f(z0) f'( ) - Zo. 

Z - z0 

Como f' (z ) es el límite de este cociente de diferencias, se observa que h(z) puede 
hacerse tan ~equeña como se quiera en valor absoluto; para un número positivo dado 

es posible encontrar un número positivo tal que 

cuando lz - z0I < 8. 
(4) jh(z)I < e 

Este hecho será necesario dentro de poco. Al despejar algebraicamentefiz) en (3) se obtiene 

f(z) = f(z
0

) + (z - z0 )J'(z0) + h(z)(z - z0). 
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Integrando esta expresión sobre la frontera en del triángulo Tn se obtiene 

f f(z) dz = f f(z 0 ) dz + f (z - z0 )f'(z0 ) dz + T_ h(z)(z - z0 ) dz. 
Cn Cn Cn "Cn 

Como _/{z
0

) y f(z
0

) son constantes y en es una trayectoria cerrada, las dos primeras 
integrales de la derecha son cero, como se concluye por la demostración de Cauchy, 
que es aplicable porque los integrandos tienen derivadas continuas (O y constante, 
respectivamente). Así, se obtiene 

f f(z) dz = f h(z)(z - z 0 ) dz. 
C11 Cn 

Ahora es posible considerar n tan grande que el triángulo T,, esté en el disco lz - z
0

1 

< ó. _Sea Ln la longitud que en. Entonces l;c-z01 < Ln para todo zen en y z
0 

en T,,. Por 
ésto y (4) se tiene lh(z)(z-a¡j)I < Ln. Así, al aplicar la desiguaidad ML en la sección 
13.2 ahora se obtiene 

(5) lf .f(z) dzl 
c. l 

,.C. h(z)(z - z ) dz 1 :s E.L · L = E.L 2 T. O - n n 'n • 
c. 

Ahora, sea L la longitud de C. Entonces la trayectoria e1 tiene la longitud L
1 

= L/2, la 
trayectoria e2 tiene la longitud L

2 
= L/2 = L/4, etc., y c. tiene la longitud 

Por tanto, 

Entonces, a partir de (2) y (5) se obtiene 

Al elegir é (> O) suficientemente pequeño, la expresión en la derecha puede hacerse 
tan pequeña como se quiera, mientras que la expresión en la izquierda es el valor 
definidor de una integral. En consecuencia, este valor debe ser cero, y así se completa 
la demostración. 

La demostración para el caso en que e es la.frontera de un polígono se concluye 
a partir de la demostración anterior al subdividir el polígono en triángulos (figura 
537). La integral correspondiente a cada uno de tales triángulos es cero. La suma de 
estas integrales es igual a la integral sobre e, porque se integra a lo largo de cada 

Figura 537. Demostración del teorema de la integral 
de Cauchy para un polígono. 
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segmento de subdivisión en ambas direcciones, las integrales correspondientes se 
cancelan por pares y se queda con la integral sobre .e. 

El caso de una trayectoria simple cerrada gene,:~¡ C puede reducirse al caso pre
cedente al inscribir en C un polígono cerrado P de cuerdas, que se aproxime a C "ele 
manera suficientemente exacta", y puede demostrarse que existe un polígono P tal 
que la integral sobre P difiere de la integral sobre C por menos de cualquier número 
real positivo preasignado E, sin importar cuán pequeño sea. Los detalles de esta de
mostración son algo más complicados, aunque pueden consultarse en la obra citada 
en el apéndice J como referencia [D6]. 1 

Sección 14.1, página 785 

Demostración del teorema 4 (Principio de convergencia de Cauchy) 

(a) En esta demostración se necesitan dos conceptos y teoremas, que se escribirán 
en primer término. 

l. Una sucesión acotada si' s
2

, • • • , es una sucesión tal que todos sus términos 
están en un disco de radio (suficientemente grande, finito) K con centro en el origen 
así, Is) < K para todo n. 

2. Un punto límite a de una sucesión si' s 2, • · • , es un punto tal que, dado 
cualquierf > O, existe una infinidad de términos que satisfacen Is,, - al <fi. (Observar 
que ésto no implica convergencia, ya que aun puede haber una infinidad de términos 
que no_ estén contenidos en tal círculo de radiof y centro a.) 

Ejemplo: ¡,f ,t,f ,ft,*, ···tiene los puntos límite O y I y diverge. 

3. Una sucesión acotada en el plano complej9 tiene por lo menos un punto límite. 
(Teorema de Bolzano-Weierstrass; demostración a continuación. Recordar que "su
cesión" siempre significa sucesión infinita.) 

(b) Ahora se considerará la verdadera demostración de que z 1 + z2 + · · · converge 
si y sólo si para todo é > O es posible encontrar un N tal que 

(1) lzn+l + · · · + Zn+pl < € paratodon>Ny p = ), 2, · · 

Aquí, por la definición de sumas parciales, 

Escribiendo n + p = r, a partir de esto se observa que ( 1) es equivalente a 

()*) lsr - snl < E paratodor>Ny n>N. 

Suponga que si' s
2

, • • • converge. Seas su límite'. Entonces para unf > O dado es 
posible encontrar un N tal que 

lsn - si < f para todo n > N. 

Por tanto, sir> N y n > N, entonces por la desigualdad del triángulo (sección 12.2), 
€ € 

lsr - snl = l<sr - s) - (sn - s)I ;;i; lsr - si + lsn - si < 2 + 2 = €, 

es decir, se cumple (1 *). 

',') ( ) :: : ) ¡ '.':) ' ) ,") .· ') - ) 
. ( \ '· \ Í l '. ! J , > \ ;, L ··') /''~ , .·~) /"% /11.1 /l\) /i'iJ, v.~,j/ ,;:1?3 t~ /i\'D /s\t:) /'9 (5i) /qi t;¡:,, ,;1t\ ,r;¡;i /:). '::',) . )1 J, J( 'J :\ ~ J, . ) ~? j ) ····~ :~ -?. ! 

.. .,....,. .. ~.,....,.,...,..,..,..~..,.~,....,'"""'·~~~--.~=·'fl.P. o.;; . .;,. s.um~~~~"""'~Tf"l"'""~":".l-"• ... ~""'~"'T""'r,....,..0í;..--.-,-, ., -.-;v .. ~.-..., ......... , .~-:-....,..~·... .-· 
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(e) Recíprocamente, se supone que s., s
2

, • • • satisface ( 1 .. ). Primero se demostrará 
que entonces la sucesión debe estar acotada. En efecto, en ( 1 ,.) se eligen un E fijo y un 
n = n

0 
> N fijo. Así, ( 1 ,.) implica que todo s, con r > N está en el disco de radio E y 

centro s
110 

y sólo una cantidadfi11ita de térm.inos s
1
; • • • ~· sN pueden no estar en este 

disco. Resulta evidente que ahora es posible encontrar un círculo tan grande que este 
disco y esta cantidad finita de términos, todos, estén contenidos en tal disco nuevo. 
Así, la sucesión está acotada. Por el teorema de Bolzano-Weierstráss, tiene por lo 
menos un punto límite, que se denominará s. 

A continuación se demostrará que la sucesión converge al límite s. Sea E> O dado. 
Entonces existe unN'" tal que Is -s 1 < E/2 para todo r > N'" y n > N'", por ( 1 .. ). También, 
por la definición de punto límite, I;,, -si <E /2 para una infinidad den, de modo que es 
posible encontrar y fijar un n > N'" tal que Is,, -si <E/2. Juntos~ para todo r> N'", 

es decir, la sucesión s,, s
2

, · • • converge al límite s. 

Teorema de Bolzano-Weierstrass' 

Una sucesión infinita acotada z., z
2

, z
3

, • " "en el plano complejo tiene por lo menos un 
plinto límite. 

Demostración. Resulta evidente que se requieren dos condiciones: una sucesión fini
ta no puede tener un punto límite, y la sucesión !, 2, 3, · · · , que es infinita pero no 
acotada, no tiene ningún punto límite. Para demostrar el teorema se considerará una 
sucesión infinita acotada z

1
, z

2
, • • • y sea K tal que lz,,I < K para todo n. Si sólo un 

húmero finito de valores de los z son diferentes, entonces como la sucesión es infini
ta, en ésta debe ocurrir de maner~' infinita algún número z y, por definición, tal número 
es un punto límite de la sucesión. 

A continuación se analizará el caso en que la sucesión contiene una infinidad de 
términos diferentes. Se traza un gran cuadrado Q

0 
que contenga a todos los z,,. Q

0 
se 

subdivide en cuatro cuadrados congruentes, qúe se numeran por 1, i, 3 y 4. Resulta 
evidente que por lo menos uno de estos cuadrados (cada uno considerado con su 
frontera completa) debe contener una infinidad de términos de la sucesión. El cuadra
do de este tipo con el menor número ( 1, 2, 3 o 4) se denotará por Q 1 ). Este es el primer 
paso. En el paso siguiente Q1 se subdivide en cuatro cuadrados congruentes y se elige 
un cuadrado Q, aplicando la misma regla, etc. Así se obtiene una sucesión infinita de 
cuadrados Q0, Q1, Q2, · · ·, Q,,, · · · con la propiedad de que lado de Q,, tiende a cero 
cuando 11 tiende a infinito, y Q contiene a todos los Q con 11 > m. No es dificil ver que 
el número que pertenece a tod;s estos cuadrados; qu; se denomina z = a, es un punto 

3 BERNARD BOLZANO (1781-1848), matemático austriaco y profesor de estudios religiosos, es pione
ro en el estudio de los conjuntos de puntos, de los fundamentos del análisis y de la lógica matemática. 

En cuanto a Weierstrass, consultar la nota de pie de página 8 en la sección 14 .. 6 
4 El hecho de que exista un único número z = a asf parece evidente, aunque en r~alidad se concluye de un 

axioma del sistema de los nllmeros reales, denominado axioma de Cantor~Dedekind; ver la nota de pie 
de página 3 en el apéndice 3..3. 
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limite de la sucesión. De hecho, dado un E> O, es posible elegir un N tan grande que el 
lado del cuadrado QN sea menor quee:y, como QN contiene una infinidad de z,,, entonces 
se tiene lz,, - al <e: para una infinidad den. Así se completa la demostración. J 

Sección 14.3, página 

Parte (b) de la demostración del teorema 5 
Es necesario demostrar que 

¿ a,. Liz[(z + Liz)n- 2 + 2z(z + Liz)n- 3 + · · ·· + (n - l)zn- 2], 

n=2 
así, 

(z + Llz)" - zn 
Liz 

= Liz[(z + Liz)n- 2 + 2z(z + Liz)n-3 + · · · + (n - l )zn- 2¡ 

o bien, haciendo z + & =by z = a, entonces Ll.z = b - a, 

(7a) 
hn - a" 
h _ a - nan- 1 = (h - a)A,, 2, 3, · · ·), (n 

en donde A,, es la expresión entre corchetes en el miembro derecho, 

(7b) 

así, A 1 = 1, A 3 = b + 2a, etc. Se aplicará inducción. Cuando 11 = 2, entonces se cumple 
(7), ya que 

h 2 
- a 2 b 2 - a 2 - 2a(b - a) (h - a) 2 

-¡;-::-;;- - 2a = h - a = b - a = b - a = (b - a)A2. 

Suponiendo que (7) se cumple paran= k, se demostrará que se cumple paran= k + 1. 
Al sumar y restar un término al numerador y luego dividir se obtiene 

b {/ 

!Jk+I - ba• + ba• - a••1 

b {/ 

Por la hipótesis de inducción, el miembro derecho es igual a 

b[(b - a)Ak + ka•- 1¡ + ak. 

Por cálculo directo se demuestra que lo anterior es igual a 

(b - a){hAk + ka•- 1¡ + aka•- 1 + a 1'. 

www.elsolucionario.net
www.elsolucionario.net
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A partir de (7b) con n = k se observa que la expresión entre corchetes { · · ·} es igual a 

bk-1 + 2ab1,-2 + ... + (k - l)bak-2 + kak-1 = Ak+l" 

Por tanto, el resultado es 

bk+I ak+l 
'-------- = (b - a)Ak+I + (k + l)a". 

b - a 

Al tornar el último término de la izquierda, se obtiene (7) con n = k + l. Así se de
muestra (7) para cualquier entero n ~ 2 y se completa la demostración. 1 

Sección 17.2, página 

Otra demostración del teorema 1, sin usar un conjugado armónico 

Se demostrará que si w = u+ iv = j{z) es analítica y rnapea un dominio D de manera 
conforme sobre ur, dominio D*' y <f>*'(u, v) es armónica en D*', entonces 

(1) <P(x, y) = <P*(u(x, y), v(x, y)) 

es armónica en D, es decir, V 2 = O en D. No se usará el conjugado armónico de <f>*', 
sino que se aplicará diferenciación directa. Por la regla de la cadena, 

Nuevamente se aplica la regla de la cadena, subrayando los términos que se eliminan 
cuando se forma 'v2<f>: 

<l>:rx =<l>:u= + <<P:uux + <P:v 11x>ux 
~~ -~ 

<'l> es el mismo con cada x reemplazado por y. Se forma la suma 'v2<f>. En ésta, <f>* = 

<I>f está multiplicada por "' 
uv 

que es O por las ecuaciones de Cauchy-Rier::13ruL También, V 2u = O y V2v = O. Queda 

V2<t> = <P:u<u/ + u/) + <P;':)v/ + v/). 

.Por las ecuaciones de Cauchy-Riernann, lo anterior se vuelve 

v2c¡-, = (<l>:u + <Pt)<u/ + ºx 2) 

y es O debido a que et>*' es armónico. 1 

Tablas 
Tablas de las transformadas de Laplace en las secciones 6.9 y 6. 1 o 

Tablas de las transformadas de Fourier en la sección 10.12 

Tabla A 1. Funciones de Bessel 

Respecto a tablas más completas, consultar la obra citada en el apéndice 1 corno 
referencia r 11. 

.r J 0(x) J¡(X) X J 0(x) J¡(X) 

o.o 1.0000 0.0000 3.0 -0.2601 0.3991 
0.1 0.9975 0.0499 3.1 -0.2921 0.3009 
0.2 0.9900 0.0995 3.2 -0.3202 0.2613 
0 .. 3 0.9776 0.1483 3.3 -0.3443 0.2207 
0.4 0.9604 0.1960 3.4 -0.3643 0.1792 

0.5 0.9385 0.2423 3.5 -0.3801 0.1374 
0.6 0.9120 0.2867 3.6 -0.3918 0.0955 
0.7 0.8812 0.3290 3. 7 -0 . .3992 0.0538 
0.8 0.8463 0.3688 3.8 -0.4026 0.0128 
0.9 0.8075 0.4059 3.9 -0.4018 -0.0272 

1.0 o. 7652 0.4401 4.0 -0.3971 -0.0660 
l. 1 0.7196 0.4709 4.1 -0.3887 -0.1033 
1.2 0.6711 0.4983 4.2 ~.3766 -0.1386 
1.3 0.6201 0.5220 4.3 -0.3610 -0.1719 
1.4 0.5669 0.5419 4.4 -0.3423 -0.2028 

1.5 0.5118 0.5579 4.5 -0.3205 -0.23 IL 
1.6 0.4554 0.5699 4.6 -0.2961 -0.2566 
1.7 0.3980 0.5778 4.7 -0.2693 -0.2791 
1.8 0 .. 3400 0.5815 4.8 -0.2404 -0.2985 
1.9 0.2818 0.5812 4.9 -0.2097 -0.3147 

2.0 0.2239 0.5767 5.0 -0 .. 1776 -0.3276 
2 1 0.1666 0.5683 5.1 -0.1443 -0.3371 
2.2 0.1104 0.5560 5 .. 2 -0.1103 -0.3432 
2.3 0.0555 0.5399 5.3 -0.0758 -0.3460 
2.4 0.0025 0.5202 5.4 -0.0412 -0.3453 

2.5 -0.0484 0.4971 5.5 -0.0068 -0.3414 
2.6 -0.0968 0.4708 5.6 0.0270 -0.3343 
2.7 -0.1424 0,4416 5 .. 7 0.0599 -0.3241 
2.8 -0.1850 0.4097 5.8 0.0917 -0.3110 
2.9 -0.2243 0.3754 5.9 0.1220 -0.2951 

J0 (x) = Opor.r = 2.405, 5.520, 8.654, 11.792. 14.931. · · · 
J¡(X) = Opor.r = O, 3.832. 7.016. 10.173. 13.324, 
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X Jo<-<) J¡(X) 

6.0 0.1506 -0.2767 
6.1 0.1773 -o 2559 
6.2 0.2017 -0.2329 
6.3 0.2238 -0.2081 
6.4 0.2433 -0.1816 

6.5 0.2601 -0.1538 
6.6 0 .. 2740 -0.1250 
6.7 0.2851 -0.0953 
6.8 0.2931 -0.0652 
6.9 0.2981 -0.0349 

7.0 0 .. 3001 -0.0047 
7.1 0.2991 0.0252 
7.2 0.2951 0.0543 
7.3 0.2882 0.0826 
7.4 0.2786 0.1096 

J.5 0.2663 0.1352 
7.6 0.2516 0.1592 
7.7 0.2346 0.1813 
7.8 0.2154 0.2014 
7.9 0.1944 0.2192 

8.0 0.1717 0.2346 
8.1 0.1475 0.2476 
8.2 0.1222 0.2580 
8.3 0.0960 0.2657 
8.4 0.0692 0.2708 

8.5 0 .. 0419 0.2731 
8.6 0.0146 0.2728 
8.7 -0.0125 0.2697 
8.8 -0.0392 0.2641 
8.9 -o 0653 0.2559 

.;") ('); ')' ) 1 ') '. )( )¡ _)! )1 ), ')( )( ), ) )\ J, :)1 :_), ), 1 J. \ ·I ,) ) 20 ·.·) 
_;.,( __ Ji -·,. --; ) ' ) ), 1' 
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Tabla A 1. ( Continuación) 

Y0 i\l Y11..,1 Yo!.•) t 1Cr) )'
0

(.r) Y¡(r) 

,[, 
1' 
i 

"" 1 - "•/ í - .:.¡ 1 : 5 íi,4\;;"\ o 14h .\O -!) J09 IL l·~H 
() 5 -11 .¡,45 -1 -171 J (1 11 ]77 O .125 S,5 -(UW -0.1124 
1 11 11 IIXX 11 ,H 1 .~ 5 11. IHY 1),4)0 h.O -o 288 -ll,.175 
1.., 11182 -11.412 .¡ o -11.1117 0.3YH ó.5 -o 173 -0.:!74 
:!J) O 510 -11 107 4.5 -1) IY5 0.301 70 -0.026 -0.303 

Tabla A2. Función gamma [ver (24) en el apéndi1.:e 3] 

cr J'(a) : ·ª l"(a) a l"Cal cr l"(a) cr na) 

l.ll!J 1 ()11()0110 1 20 ll 918 ló9 140 0.887 2M J.(i0 0 .. 893 515 1.80 0 .. 931 384 

1.112 j).9/Hl 8,1.J 1.2~ ll 913 106 1.42 0.886 356 l.62 -0.895 924 1.82 0.936 845 
1.114 O 978 4)8 1.24 0908 521 1.44 O 885 805 1.64 0.898 642 1.84 0.942 612 
1 .. 111> 0.%8 744 1.26 11.904 .J97 1 46 0.885 ó04 1.66 0.901 668 1.86 O 948 687 
1 OH 0.959 725 1 28 0.90() 718 148 O 885 747 1.68 O 905 O{)I 1.88 0955071 

1 10 ll Y5 .1 351 1.30 0.897 471 1 50 0.886 227 l. 70 0.908 639 1.90 0.961 766 

l' 
12 11 94.1 5911 LJ2 0 .. 894 1\40 1.52 0,887 039 1.72 Ó.912 581 1.92 0.968 774 

1 J.¡ 11 9311 41ó 1. 34 O 892 216 1.54 O 888 178 1,74 0.916 826 1.94 0.976 099 
1 111 CL9c9 8113 136 O 890 185 1 .56 0.889 639 1..76 O 921 375 J.96 0.983 74) 
1 18 11 Y2J 728 1 38 O 888 537 1 58 0.891 420 178 0.926 227 L98 0.991 708 

1 211 11 YIH 11>9 1 40 O .887 264 1 .. 60 0.893515 180 ().931 384 2.00 1 .. 000 000 

Tabla A3. Función factorial 

11 n! log {n!) n 11! log (n!) n n! log (n!) 

1 

' 1 
1 1 O 0011 000 6 no 2 857 332 ·11 39 916 800 7.601 156 
2 2 O.JO I OJO 7 5 040 3 702 431 12 479 001 600 8.680 337 
) (, O 778 151 8 40 320 4 605 521 IJ 6 227 020 800 9. 794 280 
4 24 1 380 21 J 9 362 880 5 .559 763 14 87 178 291 200 10.940 408 
5 120 2 079 181 10 3 628 800 ó 559 7ó3 15 1 307 674 368 000 12.116500 

Tabla A4. Función de error, integrales del seno y del coseno [ver (35), 
(40), (42) en el apéndice .3] · 

X ferx lc(x) ic(x) .r ferx lc(x) ic(x) 

o.o 0.0000 0.0000 ¡ 
" 2.0 0.9953 1.6054 -0.4230 

O 2 0.2227 o. 1996 10422 2 .2 0.9981 1.6876 -0.3751 
O 4 0.4284 0.3965 O 3788 2.4 o. 9993 l. 7525 -0.3173 
0.6 0.6039 0.5881 O 0223 2 6 0.9998 1.8004 -0 . .2533 
0.8 O 7421 0.7721 -0 .. 1983 2 .. 8 O 9999 1.8321 -0 .. 1865 
1 O O .8427 O 9461 - 0.3374 3.0 1.0000 1.8487 -0.1196 

l. 2 O 9103 1.1080 04205 3 2 1.0000 1.8514 -0.0553 
IA O 9523 l .. ~5ó2 -0.4620 3 4 1 .. 0000 1.8419 0.0045 
16 O .97ó3 1 3892 -0.4717 3.6 10000 1.8219 0.0580 
1 8 O 9891 1 5058 -o 4568 3 8 1.0000 1.7934 0.1038 
2. ll O 9953 1 6054 - 0.4230 4.0 1.0000 17582 0.1410 

¡ 

G) @i (i) @ @! (Ji @ @ E) @ E!) (?;:) () r < e r (' e e: e, o e 
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Tabla A5. Distribución binomial 
Función de probsipilidad/(x) ver C2), se.cción 2.3.6 y función de distribución F(x) 

11 

2 

p = 0.1 
x f(x) · F(x) 

o. 
O 9000 o. 9000 
1 1000 l.0000 

o s100 0:8100 
1 1800, 0.9900 
2 O 1 00 l. ()()09 

o 
1 
~ 
3 

719.0 O. 7290 
2430 0.97W 
0270 0.99QO 
0010 1.0000 

¡, = 0.2 
J(.r) 1 FLr) 

o. 
8000 0.8(){10 
2000 J.000() 

6400 0.6400 
3200 0.9600 
040() 1 . 0000 

5120 
3840 
0960 
0080 

.o .. 5120 
0.8960 
0.9920 
1.0000 

p • o .. 3 
f(x) F{x) 

o. 
7000 0.7000 
3000 1.0000 

4900 0.4900 
4wo. o.9100 
09(){) . 1.0000 

3430 
4410 
1890 
0270 

0.3430 
o. 7840 
0 .. 9730 
1.0000 

p = O 4 
f(x) Flx) 

o. 
6000 0.6000 
41ll){l 1.0000 

3600 0.3ó00 
4800 0.8400 
16()() 1.0000 

2160 
4320 
2880 
0640 

0.2160 
0.6-180 
0.9360 
1.0000 

p = 0.5 
f(x) F(x) 

o. 
5000 0.500() 
5000 1.0000 

2500 0.250() 
5000 O 7500 
2500 1 uooo 

1250 
3750 
3750 
1250 

0.1250 
0.5000 
0.8750 
1.0000 

o 
1 

4 1 2 

1 
J 

656.l 0.6561 .409.6 
:!916 0.9.477 4096 
0486 o. 9963 1536 
U()36. O. 9999 ,0256 

0.4096 
0.81~2 
0.9728 
0.99.84 
1 .. 0000 

2401 
4116 
26411 
D756 
9081 

0.2401 1296 
0 .. 6517 3456 
0.9163 , 345,6 
o 9919 1536 

0.1296 
0.4752 
O. 8208 
0 .. 9744 
1 . ()U(){) 

0625 
250() 
3750 
25(){) 
0625 

O 0625 
0.3125 
0.6875 
O 9375 
1.0000 4 000.l 1 0000 ' 0016 1 ,0000 0256 

1 O 5905 o. 5905 3277 O 3277 O 1681 0778 0.0778 
2592 0.3370 
3456 0.6826 1 ; g;~~ ~:~~~ ~~~:, ~:~~~f 

5 
1 3 0081 0.999511 051, 0.9933 

4 0005 10000 0{,h4 0.99971 
5 . ()(){)() . 1.0000 IJ\)()3 .i 1 .(){JO{) 

168'1 
3602 
3087 
J:l23 
0284 
00~4 

0.5282 
0.8369 
O 9692 
o .. 99,6 
1 f)OOO 

1 
2:,0-1 0.9130 

ll,I 0768 1 (>.'.IR98 
:1 OJO~ l .1)(>00 

0313 
1563 
3125 
3125 
1563 
0313 

0.0313 
0 .. 1875 
O 5(;()0 
0.8125 
0.9688 
1.0000 

--.,--.l.,-i_' [,__5 _ _1 _14__,_I -,o-.5--3-14_.,_2_6_1_1_1 o 2.621 
354 .1 0 .. 8857 3 n) l I.J,(,554 
098!, 0.98-l 1 2458 1 o 9011 

1176 
30.25 
324.1 
1852 
0595 
0102 
000'' 

0.117h 
O A20~ 
O 74A3 
0.92C:5 
0.9891 
0.9993 
1.0000 

11 

!! 
11 
1 

046' 
1866 
3110 

(1 >)467 
O :333 
0.5443 

0156 
0938 
2344 
3125 
2344 
0938 
0156 

O 0156 
O 1094 
0.3438 
0.6563 
0.8906 
0.9844 
1 0000 

6 1 3 0146 0.9987 0819 0.9830 2765 
1382 

U 8208 
0.9590 
0.9959 

7 

1 

4 0012 0.9999 I 015·' o 9984 
5 (1001 1.00I){) 00!5 0.\>999 
f¡ 0000 L 0000 0001 1.0000 

O -l71U 
1 3720 
2 1240 
3 0230 
4 0026 
5 0002 

2097 
3670 
2753 
1147 
0287 
0043 
0()04 
(~100 

0.,:!097 
o.57r,7 
o 8520 1 
O 96ó7 
0.9953 
.0.9996 
1 0000 
J ,0{){)0 

0824 
247} 
3!77 
:::.;69 
0972 
0250 
0036 
0002 

1 o 0824 
1 
1 t"t.3294 

O (:;471 
0.B740 II 
0.9712 
n .. 9962 
(1 999~ 
l .. 00(,ll) 

0369 
0041 

02S0 
1306 
2613 
2903 
1935 
0774 
01n 
(l()IC, 

1 .. 0000 

0 .. 0280 
0.1586 
04199 
0.7102 
o. 9037 
0.9812 
0.9984 
LO(l(JO 

0078 
0547 
1641 
~734 
1734 
1641 
0547 
0078 

O 0078 
0.0625 
0 .. 2266 
O .5000 
O 7734 
0.9375 
O 992': 
1 .. 0000 

r--l---H~----+---4J----,il-,---41---+-~·--1+--~f----~l---+----1 
.nos 04,05 1078 o.1678 0576 oos11, 01118 0.0168 0039 00039 

e, ¡ uooo 
7 ! omo 

O.A7XJ 
0.8.503 
0.9743 
009973 
0.9998 
I.OOllO 
1.(1000 
1.0000 

8 

o 
1 
2 
3 
4 

3826 0.8131 3355 0.5033 1977 0.2553 0896 0.1064 0313 O 0352 
148S 0.9619 293ó 07969 2965 0 .. 5518 2090 03154 1094 0.1445 
0331 0.9950 1468 0.9437 2541 O H059 2787 0.5941 2188 O 3h33 

0()()4 1.0000 0092 O 9'}88 0467 O. 9887 1239 O 9S02 2188 0.8,55 
0046 0.9996 0459 0.9896 1361 0.9420 23221 0.,8263 2734 0.6367 

f, 1 O{l(){¡ 

1

1 .. 0000 !JOI I 0.9999 OHK) 11 '!'1117 0413 0 9'!15 10941 O % 4~ ! 7 1 (KlOO 1 0:)fK) (~líl 1 11 00()0 llll 12 ll 99lJ9 0079 , O 9993 ()J l '1 (1 'l% 1 1 

1 o tJOOt) ¡ : .. rnPm 0000 1 . .uooo 
I 

ooo 1 1 .. 0000 orno 1 1,0000 ooJ9 1 1 ourn~ 
1_-1._.JJ..-_ .. _J__~_.Jl..~-..L.---lL-~..L.-~-..ll---~'-~-~~ 
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Tabla A6. Distribµción de Poisson 
Función de probabiÚdad f (x) ver (5), sección 23.6 y función de distribución F(:r) 

Tabla A7. Distribución normal 
Valores de la función de distribución <l)(z) (ver (4), sección 23.7] 

µ. = o. 1 µ. = 0.2 µ. = OJ µ. = 0.4 µ. = 0.5 

X fCx) F(x) f(x) F(x) f(x) F(.<) f(x) F(x) f(x) F(.r) 
l •Nz) l <l>(z) l <l>(z) l <l>(z) l <l>(z) l <l>(z) 

o. o. o. o. o. o. o. o. o. o. o. 
o 9048 0.9048 8187 0.8187 7408 0.7408 6703 0.6703 6065 0.6065 0.01 5040 0.51 6950 1.01 8438 1.51 9345 2.01 9778 2.51 9940 

O 02 5080 0.52 6985 J.02 8461 1.52 9357 2,,02 9783 2.52 9941 

1 0905 0.9953 1637 0 .. 9825 2222 0.9631 2681 0.9384 3033 0.9098 

2 0045 0.9998 0164 0 .. 9989 0333 0.9964 0536 0.9921 0758 0.9856 

3 0002 1.0000 0011 0.9999 0033 0.9997 0072 0.9992 0126 0.9982 

4 0000 1.0000 0001 1 .. 0000 0003 1.0000 0007 0.9999 0016 0.9998 

5 0001 1.0000 0002 J.0000 

0.03 5120 0.53 7019 J.03 8485 1.53 9370 2"03 9788 2.53 9943 
0.04 5160 0.54, 7054 J.04 R508 1.54 9382 2.04 9793 2.54 9945 
0.05 5199 0.55 7088 1.05 8531 1.55 9394 2 .. 05 9798 2.55 9946 

0.06 5239 0.56 7123 J.06 8554 1.56 9406 2 .. 06 9803 2.56 9948 
0.07 5279 0.57 7157 1.07 8577 1.57 9418 2.07 9808 2.57 9949 
0.08 5319 0.58 7190 J.08 8599 1.58 9429 2.08 9812 2.58 9951 
0.09 5359 0.59 7224 J.09 8621 1.59 9441 2.09 9817 2.59 9952 
0.10 5398 0.60 , 7257 1.10 8643 1 .. 60 9452 2.10 9821 2.60 9953 

µ. = 0.6 µ. = o. 7 µ. = 0.8 µ. = 0.9 µ. = 1 

., f(x) F(.r) f(.r) F(x) f(x) F(x) f(x) F(x) J(.r) F(.r) 
0.11 5438 0.61 7291 1.11 8665 1.61 9463 2.11 9826 2.61 9955 
0.12 5478 0.62 7324 1.12 8686 1.62 9474 2.12 9830 2.62 9956 

o. o. ' o. o. o. 
o 5488 0.5488 4966 0.4966 4493 0.4493 4066 0.4066 3679 0-3679 

0.13 5517 0.63 7357 J.13 8708 1.63 9484 2.13 9834 2.63 9957 
0.14 5557 0.64 7389 J.14 8729 1.64 9495 2.14 9838 2.64 9959 
0.15 55% 0.65 7422 1.15 8749 1.65 9505 2.15 9842 2.65 9961) 

1 3293 0.8781 3476 0.8442 3595 0.8088 3659 o. 7725 3679 0.7358 

2 0988 0.9769 1217 0.9659 1438 0.9526 1647 0.9371 1839 0.9197 

0.16 5636 0:66 7454 1.16 8770 1.66 9515 2.16 9846 2.66 9961 
0.17 5675 0.67 7486 J.17 8790 1.67 9525 2.17 9850 2.67 9962 
0.18 5714 0 .. 68 7517 1 18 8810 1.68 9535 2.18 9854 2.68 9963 

3 0198 0.9966 0284 0.9942 0383 0.9909 0494 0.9865 0613 0.9810 

4 0030 0.9996 0050 0.9992 0077 0.9986 0111 0.9977 0153 0.9963 
0.19 5753 0.69 7549 1.19 8830 1.69 9545 2.19 9857 2.69 9964 
0.20 5793 0.70 7580 1.20 8849 Uo 9554 2.20 9861 2.70 9965 

5 0004 1.0000 0007 0.9999 0012 O 9998 0020 0.9997 0031 0.9994 0.21 5832 0.71 7611 J;21 8869 1.71 9564 2.21 9864 2.71 9966 

6 0001 1.0000 0002 1.0000 0003 1.0000 0005 0.9999 

7 0001 1.0000 

0.22. 5871 0.72 7642 1.22 8888 1.72 9573 2.22 9868 2.72 9967 
0.23 5910 0.73 7673 1.23 8907 1.73 9582 2.23 9871 2. 73 9968 
0.24 5948 0.74 7704 1.24 8925 1.74 9591 2.24 9875 2. 74 9969 
0 .. 25 5987 O 75 7734 1.25 8944 1.75 9599 2.25 9878 2.75 9970 

0.26 6026 0.76 7764 1.26 8962 1.76 9608 2 26 9881 2.76 9971 

µ. = L5 µ. = 2 µ. = 3 µ. = 4 µ. = 5 

X J(x) F(x) J(x) F(.r) f(x) F(x) f(x) F(x) f(x) F(x) 

0.27 6064 0.77 7794 1.27 8980 1.77 %16 2 27 9884 2.77 9972 
0.28 6103 0.78 7823 1.28 8997 1.78 9625 2 28 9887 2.78 9973 
0.29 6141 O. 79 7852 1.29 9015 L79 9633 2.29 9890 2 .. 79 9974 

o. o. o. o. o. 
o 2231 0.2231 1353 0.1353 0498 0.0498 0183 0.0183 0067 0.0067 

O.JO 6179 0.80 7881 1.30 ,9032 1.80 9641 2.30 9893 2.80 9974 

O.JI 6217 0.81 7910 1.31 9049 1.81 9649 231 98% 2.81 9975 

0.32 6255 0.82 7939 1.32 9066 1.82 %56 2.32 9898 2.82 9976 

1 3347 0.5578 2707 0.4060 1494 0.1991 0733 0.0916 0337 0.0404 

2 2510 0.8088 2707 0.6767 2240 04232 1465 0.2381 0842 o. 1247 

3 1255 0.9344 1804 0.8571 2240 O 6472 1954 0.4335 1404 0.2650 

4 0471 0.9814 0902 0.9473 1680 0.8153 1954 0.6288 1755 0.4405 

5 0141 0.9955 0361 0.9834 1008 0.9161 1563 0.7851 1755 0.6160 

0.33 6293 0.83 7967 1 :33 9082 1.83 9664 2.33 9901 2.83 9977 

0.34 6331 0.84 7995 1.34 9099 1.84 9671 2.34 9904 2.84 9977 

0.35 6368 0.85 8023 1.35 9115 1.85 9678 2.35 9906 2.85 9978 

0.36 6406 0 .. 86 8051 1.36 9131 1.86 9686 2.36 9909 2.86 9979 

0.37 6443 0.87 8078 1..37 9147 1.87 %93 2.37 9911 2 87 9979 

0.38 6480 0.88 8106 1.38 9162 1.88 9699 2.38 9913 2.88 9980 

0.39 6517 0.89 8133 1.39 9177 1.89 9706 239 9916 2.89 9981 

6 0035 09991 0120 0.9955 0504 0.9665 1042 0.8893 1462 o. 7622 

7 0008 0.9998 0034 0.9989 0216 0.9881 0595 0.9489 1044 0.8666 
0.40 6554 0.90 8159 1.40 9192 J.90 9713 2.40 9918 2.90 9981 

0.41 6591 0.91 8186 1.41 9207 1.91 9719 2.41 9920 2 91 9982 

8 0001 1.0000 0009 0.9998 0081 0.9962 0298 0 .. 9786 0653 0.9319 

9 0002 1.0000 0027 0.9989 0132 0.9919 0363 0.9682 

10 0008 0.9997 0053 0.9972 0181 0.9863 

0.42 6628 0.92 8212 1.42 9222 1.92 9726 2.42 9922 2.92 9982 

0.43 6664 0.93 8238 1.43 9236 1.93 9732 2.43 9925 2 93 9983 
0.44 6700 0.94 8264 1.44 9251 1.94 9738 2.44 9927 2.94 9984 

0.45 6736 0.95 8289 1.45 9265 1.95 9744 2 .45 9929 2.95 9984 

11 0002 0.9999 0019 0.9991 0082 0.9945 

12 0001 1.0000 0006 0.9997 0034 0.9980 

13 0002 0.9999 0013 0.9993 

14 0001 1.0000 0005 0.9998 

15 0002 0.9999 

0.46 6772 0.96 8315 1.46 9279 1.96 9750 2.46 9931 2.96 9985 

0.47 6808 0.97 8340 1.47 9292 1 97 9756 2.47 9932 2.97 9985 

0.48 6844 0.98 8365 1.48 9306 1.98 9761 2 48 9934 2.98 9986 

0.49 6879 0.99 8389 1.49 9319 1.99 9767 2 49 9936 2.99 9986 

0.50 6915 1.00 8413 1.50 9332 2.00 9772 2.50 9938 3.00 9987 

16 0000 J.0000 
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TABLAS 

Tabla A8. Distribución normal 
Valores de z para valores dados de cf:>(z) [ver (4), sección 23.7] y D(z) := <t>(z)- cf:>(-z) 
Ejemplo: z = 0279 si cf:>(z) = 61 %; z = 0.860 si D(z) = 61 %_. 

% z(<I>) z(D) % z(<I>) z(D) % z(<I>) z(D) 

1 -2.326 0.013 41 -0.228 0,539 8J 0.878 1.3_11 

2 -2 054 0 .. 025 42 -0.202 0.553 82 0.915 1,341 

3 -1881 0.038 43 -0.176 o.568 83 0.954 1.372 

4 -1.751 o.oso 44 -0.151 o.583 ,84 0.994 1.405 

5 -1.645 0.063 45 -.O.í26 :Q.598: · 85 1.036 1.440 

6 - 1.555 0.075 46 -0.100 p .. 613 86 1.080 1 .476 

7 -1476 0.088 47 -0.075 .0.628 87 l. 126 1514 

8 - 1.40.5 0.100 48 -0.050 0 .. 643 88 I.175 1.555 

9 - J,341 0.113 49 -0.025 0.659 89 ' 
1.227 1.598 

10 - 1.282 o. 126 50 0.000 .0.674 90 I.282 1.645 
' ' 

11 - L227 0.138 51 0.025 O ,,90 91 ,1.341 1.695 

12 -).175 0.151 52 0.050 0.-706. 9.2: ' 
1.405 1.7.51 

13 - J. 126 0.164 53 - 0.075 0.722 93 1.476 1.812 

14 -1 .080 0.176 54 0.1.00 0.739 94 1.555 1.881 

15 - 1.036 0.189 55 0.126 0.755 95 1.645 1.960 

16 -0.994 0202 56 0.151 ,0.772 96 I.751 2.054 

17 -0.954 O 215 57 0.176 ,0.789 97 I.88,1 2.170 

18 -0.915 0.228 58 0.202 · 0.806 97.5 1.960 2.241 

19 -0.878 0240 59 0.228 0.824 98 2,054 2.326 

20 -0.842 0.253 60 0.253 0.842 99 2.326 2.576 

21 -0.806 0.266 61 0.279 0.860 99.1 2.369 2.612 

22 -0772 0.279 62 0.305 0.878 99.2 2.409 2.652 

23 -0.739 0.292 63 O 332 0.896 '99.3' 2.457 2.697 

24 -0.706 0.305 64 0.3581 0.915 99.4 2.512 2.748 

25 -0.674 0 . .319 65 0.3/35 O 935 99.5 2.576 2.807 

26 -0.643 0.332 66 0.412 0.954 99.6 2.652 2.878 

27 -0.613 0.345 67 0.440 0.974 99 .. 7 2.748 2.968 

28 -0.583 0,35.8 ,68 0.4,68 0.994 99.8 2._/378 3.09j) 

29 -0.,553 Q.372 69 0..496 l.·Ql5 99.9 3.090 3.291 

30 -0.524 0.385 70 0.524 1.036 

31 -0.496 0.399 71 0 . .553 J.058 99.91 3.121 3.320 

32 -0.468 0.412 n O..S!B 1.080 99.92 3. 156 3.353 

33 -0.440 0.426 73 .0.61.3 1.103 99:93 3. 195 3.390 

34 -0.412 0.440 74 0.643, ). 126 99.94 3.239 3.432 

35 -0.385 0.454 75 0 .. 674 1.150 99.95 3.29_1 3.481 

36 -0.358 0.468 76 0.706 1.175 99.96 3.353 3.540 

37 -0.332 0.482 77 0 .. 739 1.200 99:97 3.432 3.615 

38 -0.305 0.496 78 0,772 1.227 99.98 3..540 3.719 

39 -0.279 0.510 79 o_.806 1 . .254 99.99 3.719 3.891 

40 -o 253 o.524 80 o_.842 1.282 
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Tabla AS. Dígitos aleatorios 
Ver la sección 24.2 

( 

IR ¡• 1 eng.c:-: r, .... G,ü.uu',~ iiüu,Crv 

No. o 1 2 3 4 5 

o 873) I 82442 28104 26432 83640 17323 
1 33628 17364 01409 87.803 65641 33433 
2 54680 13427 72496 16967 16195 96593 
3 51199 49794 49407 10774 98140 83891 
4 78702 9,8067 61313 91661 59861 54437 

5 55672 16014 24892 13089 00410 81458 
6 188.80 58497 03862 32368 59320 24807 
7 10242 62548 62330 05703 33535 49128 
8 54993 17182 94618 23228 83895 73251 
9 22686 50885 16006 04041 08077 33065 

JO 42349 03145 15770 70665 53291 ;32288 
11 18093 09553 ;39428 75464 71329 86344 
12 11535 03924 84252 74795 40193 84597 
13 35066 73848 65351 53270 67341 70177 
14 57477 22809 73558 96182 96779 01604 

15 48647 33850 52956 45410 88212 05120 
16 86857 81)54 22223 74950 53296 67767 
17 20182 36907 94644 99122 09774 29189 
18 83687 31231 01133 41432 54542 60204 
19 8_1315 17390 46074 47810 90171 36313 

20 87026 52826 58341 76549 04105 66191 
21 34301 76733 07251 90524 21931 83695 
22 70734 24337 32674 49508 49751 90489 
23 94710 31527 73445 32839 68176 53580 
24 76462 16987 07775 43162 J 1777 16810 

25 14348 28403 79245 69023 341% 46398 
26 74618 89317 30146 25606 94507 981.04 
27 99442 19200 85406 45358 86253 60638 
28 26869 44399 89452 06652 31271 00647 
29 80988 08149 50499 98584 28385 63680 

30 07511 79047 89289 17774 67194 37362 
JI 49779 12138 05048 03535 27502 63308 
32 47938 55945 24003 19635 17471 65997 
33 15604 06626 14360 79542 13512 87595 
34 12307 27726 21864 00045 16075 03770 

35 02450 28053 66134 99445 91316 25727 
36 57623 54382 35236 89244 27245 90500 
37 91762 78849 93105 40481 99431 03304 
38 87373 31137 31128 67050 34309 44914 
39 67094 41485 54149 86088 10192 21174 

40 94456 66747 76922 87627 71834 57688 
41 68359 75292 277!0 86889 81678 79798 
42 52393 31404 32584 06837 79762 13168 
43 59565 91254 11847 20672 37625 41454 
44 48185 11066 20162 38230 16043 48409 

45 19230 12187 86659 12971 52204 76546 
46 84327 21942 81727 68735 89190 58491 
47 77430 712!0 00591 50124 12030 50280 
48 12462 19108 70512 53926 25595 97085 
49 11684 {)6644 57816 10078 45021 47751 

) ¡ 1 

843 

6 7 8 9 

68764 84728 37995 96106 
48944 64299 79066 31777 
55040 53729 62035 66717 
37195 24066 61140 65l44 
77739 19892 54817 88645 

76156 28189 40595 21500 
63392 79793 63043 09425 
66298 16193 55301 01306 
68199 64639 83178 70521 
;35237 02502 94755 72062 

41568 66079 98705 31029 
80729 40916 18860 51780 
42497 21918 91384 84721 
92373 17604 42204 60476 
25748 59553 64876 94611 

99391 32276 55%1 41775 
55866 49061 66937 81818 
27212 79000 50217 71077 
81618 09586 34481 87683 
95440 77583 28506 38808 

12914 55348 !)7907 06978 
41340 53581 64582 60210 
63202 24380 77943 09942 
85250 53243 03350 00128 
75158 13894 88945 15539 

05%4 64715 J 1330 17515 
04239 44973 37636 88866 
38858 44964 54103 57287 
46551 83050 92058 83814 
44638 91864 96002 87802 

85684 55505 97809 67056 
10218 532% 48687 61340 
85906 98694 56420 78357 
08542 03800 35443 52823 
86978 52718 02693 09096 

89399 85272 67148 78358 
75430 96]62 71968 65838 
21079 86459 21287 76566 
80711 61738 61498 24288 
39948 67268 29938 32476 

04878 78348 68970 60048 
58360 39175 75667 65782 
76055 54833 22841 98889 
86861 55824 79793 74575 
47421 21195 98008 57305 

63272 19312 81662 96557 

55329 %875 19465 89687 

12)58 76174 48353 09682 

03833 59806 12351 64253 

38285 73520 08434 65627 
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TABLAS TABLAS 

Tabla A9. Dígitos aleatorios (continuación) 
--

Renglón Columna nllmero 

No, o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

50 12896 36576 68686 08462 65652 76571 70891 09007 04581 01684 

51 59090 05111 27587 90349 30789 50304 70650 06646 70126 15284 

52 42486 67483 65282 19037 80588 73076 41820 46651 40442 40718 

53 88662 03928 03249 85910 97533 88643 29829 21557 47328 36724 

54 69403 03626 92678 53460 15465 83516 54012 80509 55976 46115 

55 56434 70543 38696 98502 32092 95505 62091 39549 30117 98209 

56 58227 62694 42837 29183 11393 68463 25150 86338 95620 39836 

57 41272 94927 15413 40505 33123 63218 72940 98349 57249 40170 

58 36819 01162 30425 15546 16065 68459 35776 64276 92868 07372 

59 31700 (56711 26115 55755 33584 18091 38709 57276 74660 90392 

60 69855 63699 36839 90531 97125 87875 62824 03889 12538 24740 

61 44322 17569 45439 41455 34324 90902 07978 26268 04279 76816 

62 62226 36661 87011 66267 78777 78044 40819 49496 39814 73867 

63 27284 19737 98741 72531 52741 26699 98755 19657 08665 168i8 

64 88341 21652 94743 77268 19525 44769 66583 30621 90534 62050 

65 53266 18783 51903 56711 38060 69513 61963 80470 88018 86s'l0 

66 50527 49330 24839 42529 03944 95219 88724 37247 84166 23023 

67 15655 07852 77206 35944 71446 30573 19405 57824 23576 23301 

68 62057 22206 03314 83465 57466 10465 19891 32308 01900 67484 

69 41769 56091 19892 96253 92808 45785 52774 49674 68103 65032 

70 25993 72416 44473 41299 93095 17338 69802 98548 02429 85238 

71 22842 57871 04470 37373 34516 04042 04078 35336 34393 97573 

72 55704 31982 05234 22664 22181 40358 28089 15790 33340 18852 

73 94258 18706 09437 96041 90052 80862 20420 24323 11635 91677 

74 74145 20453 29657 98868 56695 53483 87449 35060 98942 62697 

75 88881 12673 73961 89884 73247 97670 69570 88888 58560 72580 

76 01508 56780 52223 35632 73347 71317 46541 88023 36656 76332 

77 92069 43000 23233 06058 82527 , 25250 27555 20426 60361 63525 

78 53366 35249 02117 68620 39388 69795 7321.5 01846 16983 78560 

79 88057 54097 49511 74867 32192 90071 04147 46094 63519 07199 

80 85492 82238 02668 91854 86149 28590 77853 81035 45561 16032 

81 39453 62123 69611 53017 34964 09786 24614 49514 01056 18700 

82 82627 98111 938}0 56969 69566 62662 07353 84838 14570 14508 

83 61142 51743 38209 31474 96095 15163 54380 77849 20465 03142 

84 12031 32528 61311 53730 89032 16124 58844 35386 45521 59368 

85 31313 59838 29147 76882 74328 09955 63673 96651 53264 29871 

86 50767 41056 97409 44376 62219 35439 70102 99248 71179 26052 

87 30522 95699 84966 26554 24768 72247 84993 85375 92518 16334 

88 74176 19870 89874 64799 03792 57006 57225 36677 46825 14087 

89 17114 93248 37065 91346 04657 93763 92210 43676 44944 75798 

90 53005 11825 64608 87587 05742 31914 55044 41818 i9667 77424 

91 31985 81539 79942 49471 46200 27639 94099 42085 79231 03932 

92 63499 60508 77522 15624 15088 78519 52279 79214 43623 69166 

93 30506 42444 99047 66010 91657 37160 37408 85714 21420 80996 

94 78248 16841 92357 !0130 68990 38307 61022 56806 8!016 JS5ll 

95 64996 84789 50185 32200 64382 29752 11876 00664 54547 62597 

96 11963 13157 09136 01769 30117 71486 80111 09161 08371 71749 

97 44335 91450 43456 90449 18338 19787 31339 60473 06606 89788 

98 42277 11868 44520 01113 11341 11743 97949 49718 99176 42006 

99 77562 18863 58515 90166 78508 14864 19111 57183 85808 59385 

-- -------·-··----------------·---
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Tabla A 1 O. Distribución t 
Valores de z para valores dados de la función de distribuciónF(z) (ver la página 728) 
Ejemplo: Para 9 grados de libenad, z = L83 cuando F'(zf=' o':95. 

Número de grados de libertad 
F{z) 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

0.5 0,00 O.Oü 0.()() 0,00 0.00 0,00 Q,00 0,00 o.DO 0,00 

0,6 0.33 0.29 O 28 0,27 0,27 0.17 0,.26 0.26 0.26 0.26 

0.7 Q,,73 0,62 O 58 0.57 0.56 0.55 0.55 O 55 0,54 Q,.54 

0.8 1.38 1.06 0,,98 0.94 0.92 0.91 0,90 Q.89 0,88 0.88 

0.9 3.08 1.89 J,f,4 1.53 1.48 1.44 1.42 1.40 1.38 1.37 

0.95 6.31 2.92 2.35 2, 13 2.02 1 94 J.90 1.86 1.83 1.81 

0.975 12.7 4.30 3.18 2.78 2,,57 2.45 2.37 2.J 1 2,26 2.23 

0.99 31.8 6.97 4,54 3. 75 3.37 3.14 ],00 2.90 2,82 2, 76 

0.995 63.7 9.93 5.84 4.60 4.03 3,,71 3.50 3,36 3,25 3 17 

0.999 318.3 22.3 10.2 7.17 5,,89 5,21 4.79 4,50 4 30 4, 14 

Número de grados de libertad 
F(z) 

JI 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

0,.5 Q,00 O.DO O.DO 0,00 O.DO 0,,00 Q,00 0.00 0.,00 0.00 

0.6 0.26 0.26 0,26 Q,26 0,26 Q,26 0.26 0.26 O 26 0,,26 

0.7 0.54 0.54 0.54 0.54 O .54 O 54 0,53 0.53 Q,,53 0.53 

0.8 Q,88 (},87 Q,87 Q,87 0.87 0.87 Q,86 0.86 0.86 0.86 

0.9 J,36 136 135 1.35 1.34 1.34 133 L33 1.33 1.33 

0.95 J.80 1.78 177 1.76 1.75 1 75 1.74 173 1.73 1 73 

Q,975 2.20 2, 18 2, 16 2, 15 1, 13 2.12 2, 11 2, 10 2.09 2,09 

099 2.n 2.68 2.65 2.62 2.60 2 .58 2.57 2.55 2.54 2.53 

0.995 3.11 3.06 3.01 2.98 2.95 2,92 2,90 2.88 2,86 2,85 

0.999 4.03 J.93 3,85 J.79 3, 73 3 69 3.65 3.61 3.58 J,55 

Número de grados de libertad 
F(z) 

22 24 26 28 30 40 50 100 200 00 

0.5 Q,00 O.DO Q,00 Q,00 0,00 Q,00 O.DO 0.00 0,00 O 00 

0,,6 0.26 0,26 0,26 0,26 0.26 O 26 0,26 0,,25 0.25 0,25 

0,,7 0.53 0.53 O 53 O 53 0.53 0,53 0,53 0,53 O 51 O 52 

0.8 0.86 O 86 O 86 0,86 0,85 O 85 0,85 O 85 O 84 0.84 

0,9 J.32 132 1 ,,12 UI 1 ,JI 1 30 uo 129 l 29 1 28 

0,95 1 72 L71 J,7 J 170 L70 1.68 1.68 166 1.65 1 65 

0.975 2.07 2,06 2 06 2 05 2.04 2 01 2 01 198 J,97 J.96 

0,99 2 51 2A9 2 48 247 2A6 ::!A2 2 40 2 37 2, 35 2 33 

0.995 :! 82 2.80 2 78 2,76 2 75 2,70 2,68 2.63 2 60 2 58 

0.999 3.51 3,-17 ,1.¡.¡ 3 41 J J9 ], J 1 3 26 3, 17 J 13 ),09 
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TABLAS 

Tabla A 11, Distribución ji cuadrada 
Valores de z para valores dados de la función de distribución F(::) (ver la página 730) 
Ejemplo: Para 3 grados de libertad,::= 11.34 cuando F(z) = 0.99. 

F(¡_) 
Nümero de grados de libc:rtaJ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

O 005 O 00 O 01 0.07 O 21 O 41 O ó8 0.99 134 1 73 2.16 o.o, () 00 0.02 0.11 0,30 0.55 0,87 1 24 165 2.09 2.56 
0.025 O 00 0.05 O 22 O 48 0.83 1}4 1.69 2 .. 18 2 70 J.25 
0.05 0.00 o. 10 O 35 O 71 1 15 L64 2 17 2,73 3 .33 3.94 

0.95 3.84 5.99 7.81 949 1107 12 59 14.07 15.51 16.92 18.31 
O 975 5.02 7.38 9 .35 11 14 12 83 14 45 16 01 17,53 19 02 20.48 
O 99 6.63 9 21 1 L34 13 28 15.09 16 81 18 48 20.09 21.67 23.21 
O 995 7 88 10,60 12.84 14.86 16.75 18 55 30.28 21.96 23,59 25, 19 

-
F(zl 

Nilmerd de grados de libertad 

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

O 005 2.60 3 .. 07 3.57 4 07 4 60 5.14 5,70 6.26 6.84 7.43 
O 01 J 05 3 57 4 11 4.66 5.23 5 81 6.41 7.01 7.63 8.26 
U 025 J.82 4,40 5.01 5 63 6 26 6.91 7.56 8,23 8.91 9 59 
O 05 4.57 5. 2:l 5,89 6.57 7 26 7.96 8 67 9.39 10.12 10.85 

O 95 19 68 21.03 22.36 23 68 25 00 26.30 27.59 28.87 30.14 31.41 
O 975 21.92 23,34 24.74 26.12 27 49 28 85 30.19 31.53 32.85 34.17 
O 99 24.73 26.12 27.69 29 14 30 .. 58 32.00 3341 34.81 36, 19 37.57 
O 995 26. 76 28 30 29 82 31.32 32.80 34 27 35 .. 72 37.16 38.58 40.00 

F(;:.) 
Número de grados de libertad 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

O 005 8.0 8,6 9 3 9.9 10.5 11.2 11 !i 12.5 13.1 13 .8 
0,01 8,9 9.5 10.2 10.9 11.5 12 2 12.9 13.6 14.3 15.0 
0.025 10.3 1 LO 11 7 12 .4 13.1 13 8 14.6 15.3 16 .. 0 16.8 
U 05 11.6 12 .. 3 13, 1 13 8 14 6 154 16 2 16.9 17. 7 18.5 

0.95 32 .7 33.9 35.2 36.4 37 7 38 9 40 1 41 3 42.6 43.8 
0.975 35 5 36.8 38 1 394 40 ó 419 43 .. 2 44.5 45.7 47 O 
O 99 38 9 40.3 41.6 43,0 44 3 45,6 47 O 48.3 49 6 50 9 
O 995 4L4 42,8 44.2 45.6 46.9 48.3 49.6 51 O 52,3 53.7 

F(z) 
Número de grados de libertad 

40 50 60 70 80 90 1 100 >100 (Apro,cimación) 

O 005 20 .. 7 28 .. 0 35.5 43 J 51.2 59 2 1 67.J ~I Ji - 2.58) 2 

oº' ~2.2 29.7 37 5 45 4 53,5 61.8 · 70. 1 4(/r - 2.33) 2 
O 025 24 4 32.4 40 5 48 8 57 2 65.6 74.2 j(/r - J.96¡2 
O 05 26 5 34 8 43,2 51.7 óOA 69. I 77..9 J!lr - 1.64) 2 

O 95 55 8 67 5 79. 1 90 5 101.9 113 1 124.3 !(Ir + 164)2 
O 975 59 3 71.4 83 3 95.0 106.6 118. I 129 .. 6 Wi + 196)2 
O 99 63 7 76 2 88 4 100.4 112.3 124. 1 135.8 j(h + 1 33) 2 
O 9~5 66 8 79 5 92.0 104,2 116 3 128 .. 3 140.2 Wr + 2.58) 2 

En la ultima columna. h = J2m - 1 en donde mes el numero de grados de libenad. 

. ·;·,~ 
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Tabla A12. Distribución Fcon (m, n) grados de-libertad 
Valores de z para los cuales la función de distribución F(z) [ver (13.), sección 24.7] 
tiene el valor 0.95 
Ejemplo: Parn (7, 4) grados de libertad, z = 6.09 si F(z) = 0.95. 

n m = 1 m = 2 m = 3 m = 4 m=5 m = 6 ni= 7 m = 8 m = 9 

1 161 200 216 225 230 234 237 239 241 
2 18-5 19.0 19.2 19.2 19.3 19.3 19.4 19.4 19.4 
3 HU 9.55 9.28 9, 12 9.01 8,94 8.89 8,85 8.81 
4 7. 71 6.94 6.59 6.39 6.26 6, 16 6,09 6,04 6.00 
5 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4 .. 95 4,88 4.82 4.77 

6 5.99 5, 14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.21 4.15 4.10 
7 5.59 4,74 4.35 4.12 3,97 3,87 3.79 3.73 3 68 
8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50 3 44 339 
9 5.12 4.26 3 86 3.63 3.48 3.:i? 3.29 3 .. 23 3.18 

10 4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 3.07 3.02 

11 4,84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 3.01 2 95 2.90 

12 4.75 3.89 3.49 3.26 3.11 3.00 2.91 2.85 2.80 

13 4.67 3.81 3.41 3.18 3,03 2.92 2.8-3 2 77 2.71 

14 4.60 3.74 3.34 3.11 2 .. 96 2.85 2.76 2,70 2,65 

15 4.54 3.68 3.29 3,06 2.90 2.79 2.71 2.64 2.59 

16 4.49 3 .. 63 3.24 3.01 2.85 2.74 2.66 2.59 2,54 

17 4.45 3.59 3.20 2.96 2.81 2.70 2.61 2.55 2.49 

18 4.41 3.55 3.16 2.93 2.77 2.66 2.58 2.51 2.46 

19 4-38 3.52 3.13 2.90 2.74 2.63 2.54 2.48 2.42 

20 4.35 3.49 3.10 2.87 2.71 2.60 2.51 2.45 2,39 

22 4.30 3,44 3.05 i.82 2.66 2.55 2.46 2.40 2 .. 34 

24 4.26 3.40 3,01 2.78 2.62 2.51 2.42 2.36 2.30 

26 4.23 3.37 2,98 2.74 2.59 2.47 2.39 2.32 2.27 

28 4.20 3.34 2 95 2.71 2.56 2.45 2.36 2.29 2.24 

30 4.17 3.32 2.92 2.69 2.53 2.42 2.33 2.27 2.21 

32 4, 15 3 .. 30 2.90 2.67 2.51 2.40 2.31 2.24 2.19 

34 4.13 3.28 2.88 2.65 2 49 2 .. 38 2.29 2 .. 23 2.17 

36 4.11 3.26 2.87 2.63 2.48 2.36 2.28 2 .. 21 2,15 

38 4. 10 3.24 2 .. 85 2.62 2.46 2.35 2.26 2 19 2.14 

40 4.08 3,23 2.84 2.61 2.45 2.34 2.25 2.18 2 12 

50 4.03 3.18 2 .. 79 2.56 2.40 2.29 2.20 2.13 2.07 

60 4.00 3.15 2.76 2.53 2.37 2.25 2.17 2.10 2.04 

70 3.98 3,13 2.74 2.50 2.35 2.23 2 .. 14 2.07 2 .. 02 

80 3.96 3.1 l 2.72 2.49 2.33 1.21 2.13 2.06 2.00 

90 3.95 3.10 2.71 2.47 2.3,2 2.20 211 2.04 1.99 

100 3.94 3.09 2,70 2.46 2.31 2.19 2.10 2.03 1.97 

150 3.90 3.06 2.66 2.43 2.27 2.16 2.07 2J)O 1 94 

100 3.89 3.04 2 .. 65 2.42 2.26 2.14 2.06 1.98 1.93 

1000 3.85 3.00 2 .. 61 2 .. 38 2.22 2.11 2 .. 02 1.95 1.89 

00 3.84 3.00 2.60 2.37 2,21 !, JO 2.01 L94 1.88 
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Tabla A 12. Distribución F con (m, n) grados de libertad ( continuación) 
Valores de:: para los cuales la función de distribución F(::) [ver ( 13 ), sección 24. 7] 

tiene el valor 0.95 

n m = 10 m = 15 m = 20 m = 30 m = 40 m = 50 .m = 100 "' 
1 242 246 248 250 251 252 253 254 

2 19.4 19A 194 19.5 19.5 19.5 19.5 19.5 

3 8.79 8.70 8,66 8.62 8.59 8.58 8.55 8.53 

4 5.96 5.86 5 80 5.75 s.n 5.70 5.66 5.63 

5 4.74 4.62 4.56 4.50 4.46 4.44 4.41 4. 37 

6 4.06 3.94 3 87 3.81 3.77 3 .. 75 3.71 3.67 

7 3.64 J.51 3.44 3.38 3.34 3.32 3.27 3.23 

8 3.35 3 .. 22 J 15 3.08 3 .. 04 3.02 2.97 2.93 

9 3.1.4 3.01 2.94 2.86 2.83 2.80 2.76 2.71 

10 2.98 2.85 2.77 2:10 2.66 2.64· 2.59 2.54 

11 2.85 2.72 2.65 2.57 2.53 2.51 2.46 2.40 

12 2. 75 2.62 2.54 2.47 2.43 2.40 2.35 2.30 

13 2.67 2.53 246 2.38 2 34 2.31 2.26 2.21 

14 2.60 2.46 1.39 2.31 2.27 2.24 2. 19 2.13 

15 2.54 2.40 2.33 2.25 2.20 2. 18 2.12 2.07 

16 2.49 2 .35 2.28 2. 19 2. 15 2.12 2.07 2.01 

17 2.45 2.31 2 .23 2.15 2.10 2,08 2.02 1.96 

18 2.41 2,27 2 .. 19 2.11 2.06 2.04 1.98 1.92 

19 2 38 2,23 2. 16 2 .. 07 2.03 2 00 1.94 1.88 

20 2.35 uo 2, 12 2.04 Ll/9 1.97 1.91 1.84 

22 .uo 215 1 07 1.98 1.94 1.91 1.85 1.78 

24 2 .. 25 2. 11 2.03 194 1.89 1.86 1.80 1.73 

26 2,22 2.07 1 99 1.90 1.85 1.82 1.76 1.69 

28 l. 19 2 04 1.96 1.87 1.82 L79 l. 73 1.65 

30 2.16 2.01 1.93 1 .. 84 1.79 1.76 1.70 1.62 

.32 2.14 1.99 t.91 1.82 177 1.74 1,67 1.59 

34 2.12 1.97 1.89 1.80 1.75 1.71 1.65 1.57 

36 2 11 1.95 1.87 178 1.73 1.69 1.62 1.55 

38 2.09 1.94 1.85 1.76 1.71 1.68 1.61 1.53 

40 2.08 1.92 1.84 1 .74 169 1.66 1.59 1 . .51 

50 2.03 1.87 J.78 1.69 1.63 1.60 1.52 144 

60 199 1.84 1.75 1.65 1.59 I.Sf, 1.48 1.39 

70 1.97 J.81 1 72 1.62 1.57 1.53 1.45, L35 

80 195 1.79 J.70 1.60 1.54 1.51 1.43 1.32 

90 194 1 .78 1 69 1.59 1.53 1.49 L4l 1.30 

100 1 93 1.77 1 68 1 .57 1.52 1.48 1.39 1.28 
150 189 1 73 1.64 1.53 1.48 1.44 1.34 1.22 

200 1.88 1.72 1 62 1.52 1.46 1.41 1.32 1.19 
1000 1.84 1.68 158 1.47 1.41 1.36 L26 1.08 

X 1.83 1.67 1.57 1.46 1.39 1.35 1.24 1.00 

), ) J. ), 

TABLAS 849 

Tabla A12. Distribución Fcon {m, n) grados de libertad (continuación) 
Valores de z para los cuales la función de distribución F(z) [ver ( 13), sección 24.7] 
tiene el valor 0.99 

n m = 1 m=2 m = 3 m = 4 m = 5 m = 6 m = 7 m = 8 m = 9 
.. 

1 4052. 4999 5403 5625 5764 5859 5928 5982 6022 

2 98.5 99.U 99.2 99.3 99.3 99.3 99.4 99.4 99.4 

3 34.l 30.8 29 . .5 28.7 28.2 27.9 27.7 27.5 27.3 

4 21.2 18.0 16.7 16.0 15.5 15.2 15.0 14.8 14.7 

5 16.3 13.3 12.l 11.4 11.0 10.7 10.5 10.3 10.2 

6 13.7 10.9 9.78 9, 15 8.75 8.47 8..26 8. 10 7.98 

7 12.2 9.55 8.45 7.85 7.46 7.19 6.99 6.84 6.72 

8 11.J 8.65 7.59 7.01 6.63 6.37 6.18 6.03 5.91 

9 10.6 8.02 6.99 6.42 6.06 5.80 5.61 5.47 5.35 

10 10.0 7.56 6.55 5.99 5.64 5..39 5.20 5.06 4.94 

11 9.65 7.21 6.22 5,67 5 .. 32 5.07 4.89 4. 74 4.63 

12 9.33 6.93 5.95 5.41 5,06 4 .. 82 4.64 4.50 4.39 

13 9.07 6.70 5.74 5.21 4 .. 86 4.62 4.44 4.30 4.19 

14 8.86 6.51 5.56 5.04 4.70 4.46 4.28 4.14 4.03 

15 8.68 6.36 5.42 4 .. 89 4.56 4.32 4.t4 4.00 3.89 

16 8.53 6.23 5.29 4.77 4.44 4.20 4.03 3.89 3.78 

17 8.40 6.11 5.18 4.67 4.34 4.10 3.93 3.79 3.68 

18 8.29 6.01 5.09 4 .. 58 4 .. 25 4.01 3.84 3.71 3.60 

19 8.18 5.93 5.01 4.50 4.17 3.94 3.77 3.63 3.52 

20 8.10 5.85 4.94 4.43 4.10 3.87 3.70 3.56 3,46 

22 7.95 5.72 4.82 4 . .31 3.99 3.76 3.59 3.45 3.35 

24 7.82 5,61 4.72 4 . .22 3.90 3.67 3.50 3.36 3.26 

26 7.72 5.53 4.64 4.14 3.82 3.59 3.42 3.29 3.18 

28 7.64 5.45 4.57 4.07 3.75 3.53 3.36 3.23 3.12 

30 7.56 5.39 4.51 4.02 3.70 3.47 3.30 3.17 3.07 

32 7.50 5.34 4.46 3.97 3 .. 65 3.43 3.26 3.13 3.02 

34 7.44 5.29 4.42 3.93 3.61 3.39 3.22 3.09 2.98 

36 7.40 5.25 4.38 3.89 3.57 3.35 3.18 3.05 2.95 

38 7.35 5.21 4.34 3.86 3.54 3.32 3.15 3.02 2.92 

40 7.31 5.18 4 .. 31 3.83 3.51 3.29 3.12 2.99 2.89 

50 7.17 5.06 4.20 3.72 3.41 3.19 3.02 2.89 2.79 

6-0 7.08 4.98 4.13 3.65 3.34 3.12 2.95 2.82 2.72 

70 7.01 4.92 4.08 3.6-0 3.29 3.07 2.91 2.78 2.67 

80 6.% 4,88 4.04 3.56 3 .. 26 3.04 2.87 2.74 2.64 

90 6.93 4.85 4.01 3.54 3.23 3.01 2 .. 84 2.72 2.61 

100 6.90 4.82 3 .. 98 3 .. 51 3.21 2.99 2.82 2.69 2.59 

150 6.81 4.75 3.92 3.45 3.14 2.92 2.76 2.63 2.53 

200 6.76 4.71 3.88 3.41 3.11 2.89 2.73 2.60 2.50 

1000 6.66 4.63 3.80 3.34 3.04 2.82 2.66 2.53 2.43 

:e 6.63 4.61 3.78 3.32 3.02 2.80 2.64 2.51 2.41 

l 

), -Je ), , )( J , ~\ . )< J, I:¡. --; _¡ . : ) j ) ~J.,) _) {Jd cJ ·.l 
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TABLAS 

Tabla A 12. Distribución F con (m, n) grados de libertad ( continuación) 
Valores de z para los cuales la función de distribución F(z) [ver (13), sección 24.7] 
tiene el valor 0.99 

n m :::::¡ 10 m = 15 m = 20 m = 30 m = 40 m = 50 m= 100 00 

1 6056 6157 6209 6261 6287 6300 6330 6366 

2 99.4 99.4 99.4 99.5 99 .. 5 99.5 99.5 99.5 

3 27.2 26.9 26. 7 i65 264 26.4 26.2 26. l 

4 14 5 14.2 14.0 13,8 13.7 13.7 13.6 13.5 

5 10.1 9.72 9 55 938 9 .. 29 9.24 9.13 9.02 

6 7.87 7.56 7.40 7.23 7.14 7.09 6.99 6.88 

7 6.62 6 .. 11 6.16 5.99 5 91 5.86 5.75 5.65 

8 5.81 5.52 5.36 5.20 5 .. 12 5.07 4.96 4.86 

9 5.26 4 .. 96 4.81 4.65 4.57 4.52 4.42 4.31 

10 4.85 4.56 4.41 4.25 4.17 4.12 4.01 3.91 

11 4.54 4.25 4. 10 3.94 3.86 3.81 3.71 3.60 

12 4.30 4.01 3.86 3.70 3.62 3.57 3.47 3 .. 36 

13 4 .. 10 3.82 3.66 3 .. 51 3.43 3.38 3 .. 27 3. 17 

14 3.94 3.66 3.51 3.35 3 27 3.22 3.11 3.00 

15 3.80 3.52 3.37 3.21 3. 13 3.08 2.98 2.87 

16 3.69 3.41 3.26 3. 10 3.02 2.97 2.86 2.75 

17 3.59 3.31 3.16 3.00 1 . .92 2.87 2.76 2 . .65 

18 3.51 J .23 3.08 2.92 2.84 2,78 2.68 2.57 

19 3.43 3. 15 3.00 2.84 2.76 2.71 2.60 2.49 

20 3.37 3.09 2.94 2.78 2.69 2.64 2.54 2.42 

22 3.26 2.98 2.83 2.67 2.58 2.53 2.42 2.31 

24 3 .. 17 2.89 2.74 2.58 2.49 2.44 2.33 2.21 

26 3.09 2.82 2.66 2 . .50 2.42 2.36 2.25 2.13 

28 3.03 2 .. 75 2.60 2.44 2.35 2.30 2.19 2.06 

JO 2 .. 98 2.70 2.55 2.39 2.30 2.25 2.13 2.01 

32, 2 .. 93 2.66 2.50 2.34 2.25 2.20 2.08 1.96 

34 2.89 2.62 2.46 2.30 2.21 2.16 2.04 1.91 

36 2.86 2.58 2.43 2.26 2 .. 17 2.12 2.00 1.87 

38 2.83 2.55 2.40 2 .. 23 2.14 2.09 1.97 1.84 

40 2.80 2.52 2.37 2 .. 20 2. 11 2.06 1.94 1.80 

50 2.70 2.42 2.27 2.10 2.01 1.95 1.82 l.68 

60 2.63 2.35 2.20 2.03 1.94 1.88 1.75 1.60 

70 2.59 2.31 2.15 1.98 1.89 1.83 1.70 L54 

80 2.55 2.27 2.12 1.94 1.85 1.79 1.66 1.49 

90 2.52 2.24 2.09 1.92 1.82 1.76 1.62 1.46 

100 2.50 2.22 2.07 1.89 1.80 1.73 1.60 1.43 

150 2.44 2.16 2.00 1.83 1.73 1.66 1.52 1.33 
' 200 2.41 2.13 1.97 1.79 1.69 • 1.63 1.4'8 , 1.28 

1000 2.34 2.06 1.90 1.72 1.61 1.54 1.38 1.11 

"' 2.32 2.04 1.88 1.70 1.59 1.52 1.36 1.00 
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Tabla A 13. Función de distribución F{x) = P( T x) de la variable aleatoria 

Ten la sección 24.11 

Sin= 3, entonces F(2) = 1 - 0 .. 167 = 0.833. 
Sin= 4, entonces F(3) = I -0.375 = 0 .. 625, F(4) = l - O. i 67 = 0.833, etc. 

n n n n n n n n 

=3 ' =4 X =5 X =6 X =7 X =8 X =9 X =10 X =11 

o. o. o. o. o. o. o. o. 
167 o o 008 o 001 1 001 2 001 4 001 6 001 8 001 

500 1 1 042 1 008 2 005 3 003 5 003 7 002 9 002 

117 2 028 3 015 4 007 6 006 8 005 JO 003 
242 3 068 4 035 5 016 7 012 9 008 11 005 

408 4 136 5 068 6 031 8 022 10 014 12 008 
n 5 235 6 119 7 054 9 038 11 023 13 013 

6 360 7 191 8 089 10 060 12 036 14 020 

o. = 19 
7 500 8 281 9 138 11 090 13 054 15 030 

X 
001 9 386 10 199 12 130 14 078 16 043 

002 o. JO 500 11 274 13 179 15 108 17 060 

oc: 43 001 12 360 14 238 16 146 18 082 

" 13 452 15 306 17 190 19 109 
003 44 002 X =18 16 381 18 242 20 141 
004 45 002 
005 46 003 o. 17 460 19 300 21 179 

006 47 003 38 001 
20 364 22 223 

007 48 004 39 002 
21 431 23 271 

008 49 005 40 003 o. 22 500 24 324 
n 25 381 

010 50 006 41 003 32 001 X =16 
012 51 008 42 004 33 002 

26 440 

014 52 010 43 005 34 002 o. 27 500 

017 53 012 44 007 35 003 27 001 
020 54 014 45 009 36 004 28 002 
023 55 017 46 011 37 005 29 002 o. 

' = 14 
027 56 021 47 013 38 007 30 003 23 001 
032 57 025 48 016 39 009 31 004 24 002 o. 

'" 037 58 029 49 020 40 011 32 006 25 003 18 001 X = 13 
043 59 034 50 024 41 014 33 008 26 004 19 002 
049 60 040 51 029 42 017 34 OJO 27 006 20 002 o. n 
056 61 047 52 034 43 021 35 013 28 008 21 003 14 001 X =12 
064 62 054 53 041 44 026 36 016 29 010 22 005 15 001 
073 63 062 54 048 45 032 37 021 30 014 23 007 16 002 o. 
082 64 072 55 056 46 038 38 026 31 018 24 OJO 17 003 JI 001 

093 65 082 56 066 47 046 39 032 32 023 25 013 18 005 12 002 

104 66 093 57 076 48 054 40 039 33 029 26 018 19 007 13 003 

117 67 105 58 088 49 064 41 048 34 037 27 024 20 011 14 004 

130 68 119 59 100 50 076 42 058 35 046 28 031 21 015 15 007 

144 69 133 60 115 51 088 43 070 36 057 29 040 22 021 16 OJO 

159 70 149 61 130 52 I02 44 083 37 070 30 051 23 029 17 016 

176 71 166 62 147 53 118 45 097 38 084 31 063 24 038 18 022 

193 72 184 63 165 54 135 46 114 39 JOJ 32 079 25 050 19 031 

211 73 203 64 184 55 154 47 133 40 120 33 096 26 064 20 043 

230 74 223 65 205 56 174 48 153 41 141 34 117 27 082 21 058 

250 75 245 66 227 57 196 49 175 42 164 35 140 28 102 22 076 

271 76 267 67 250 58 220 50 199 43 190 3ó 165 29 126 23 098 

293 77 290 68 275 59 245 51 225 44 218 -,,7 194 30 153 24 125 

315 78 314 69 300 60 271 52 253 45 248 38 225 31 184 25 155 

339 79 339 70 3'27 61 299 53 282 46 279 39 259 32 218 26 190 

362 80 365 71 354 62 328 54 313 47 313 40 295 33 255 27 230 

387 81 391 72 383 63 358 55 345 48 349 41 334 34 295 28 273 

411 82 418 73 4ll 64 388 56 378 49 385 42 374 35 338 29 319 

436 83 445 74 441 65 420 57 412 50 423 43 415 36 383 30 369 

462 84 473 75 470 66 452 58 447 51 461 44 457 37 429 31 420 

487 85 500 76 500 67 484 59 482 52 500 45 500 38 476 32 473 
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